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PREFACIO 


Este livro e a continuayao do iivro do autor Calculo, volume /. Segunda Edieao. O 
presente volume foi escrito com a mesma ideia fundamental que norteou o primeiro. 
Uma adequada orienta^ao para a tecnica ligada a um rigoroso e profundo dcsenvol- 
vimento teorico. Procurou-se fazer chegar ao estudante o espirito da matemalica mo- 
derna sem exagerar o formalismo. Como no Volume I, incJuem-se notas historicas 
para dar ao estudante uma ideia da evolu^ao do pensamento matematico. 

O segundo volume esta dividido em tres partes, intituladas Analise Linear. Analise 
nao Linear e Topicos Especiais. Os dois ullimos capitulos do Volume I repetem-se aqui, 
constituindo os dois primeiros capitulos deste Volume, com a finalidade de que todo 
o material relativo a Algebra Linear se apresenta de forma completa em cada um 
dos volumes. 

A Parte 1 contem uma introdu<pao a algebra linear, incluindo transforma<;5es li- 
neares, m'atrizes, determinantes, valores proprios e formas quadraticas. Fazem-se 
algumas aplicatjoes a Analise, em particular ao estudo das equapoes diferenciais li- 
neares. Com a ajuda do calculo matricial estudam-se os sistemas de equates dife- 
renciais. Demonstram-se teoremas de existencia e unicidade por intermedio do metodo 
de Picard das aproximafbes sucessivas, que tambem se trata na teoria dos operadores 
de contrac^ao. 

Na Parte 2 estuda-se o calculo para fun^oes de varias variaveis. O calculo diferen- 
cial e unificado e simplificado com auxtlio da algebra linear. Incluem-se a generali- 
zaqao da regra de deriva^ao de uma funqao composta para campos vectoriais e esca- 
lares e aplicapoes as equaqoes de derivadas parciais e a problemas de extremos. O 
calculo integral inclui os integrals de linha, integrals multiplos, e integrals de super- 
ficie, com aplicaQdes a Analise vectorial. Aqui a exposigao segue mais ou menos a 
linha classica e nao inclui um desenvolvimento formal das formas diferenciais. 

Os topicos especiais tratados na Parte 3 sao Probabilidades e A ndlise Numerica. A 
parte referente as Probabilidades esta dividida em dois capitulos, um que trata o 
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ussunto considerando o conjunto fundamental (ou espago amostra) finito ou infinito 
numeravel; o outro em que se consideram conjuntos fundamentals nao numeraveis, 
variaveis aleatorias e funpoes de reparti?ao. Fazem-se algumas aplicacoes no estudo 
de variaveis aleatorias uni e bidimensionais. 

O ultimo capitulo contem uma introdugao a Analise Numerica, dando-se particular 
enfase ao estudo de diferentes tipos de aproximafao polinomial. Aqui, mais uma vez 
se procura a unificagao das ideias pela notagao e terminologia da algebra linear. O livro 
termina com o estudo de formulas de integragao aproximada, tais como a regra de 
Simpson, e com uma discussao da formula de somagao de Euler. 

Contem este volume materia suficiente para urn curso anual com tres ou quatro 
tempos semanais. Pressupoe a conhecimento do calculo para fungdes de uma variavel 
tal como se estuda na maior parte dos primeiros anos dos cursos de calculo. O autor 
idealizou a materia exposta para urn curso com quatro aulas semanais, duas de expo- 
sigao por parte do professor e duas para questoes postas aos alunos, desenvolvido ao 
longo de dez semanas para cada parte e omitindo as secgoes assinaladas com um as- 
terisco. 

Este segundo volume foi planeado de maneira a poderem omitirse varios capitulos 
em cursos abreviados. Por exemplo, o ultimo capitulo de cada uma das partes pode 
ser omitido, sem que tal origine descontinuidade na exposigao. A Parte l proporciona 
material para um curso combinado de algebra linear e equagoes diferenciais ordina- 
rias. Cada professor pode escolher os topicos adequados as suas necessidades e pre- 
ferencias por consulta do diagrama da pagina seguinte que coindencia a interdepen- 
dencia logica dos capitulos. 

Mais uma vez agradefo com prazer a colaborapao de muitos amigos e colegas. Ao 
preparar a segunda edi<?ao recebi valiosa ajuda dos Professores Herbert S. Zuckerman 
da Universidade de Washington e Basil Gordon da Universidade da California, Los 
Angeles, tendo cada um deles sugerido varias modificacoes. Agradecimento sao tam- 
bem devidos ao pessoal da Blaisdell Publishing Company pela sua assistencia e coo- 
pera^ao. 

Como noutras ocasioes, e para mim uma satisfafao especial exprimir a minha gra- 
tidao a minha esposa pela sua valiosa e variada colabora^ao. Em sinal de reconheci- 
mento dedico-lhe gostosamente este livro. 

T. M. A. 

Pasadena, California 
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ESPACOS LINEARES 


1.1. Introducao . 

No desenvolvimento da Matematica encontramos muitos exemplos de objectos 
matematicos que podem ser adicionados uns aos outros e multiplicados por numeros 
reais. O primciro exemplo de tais objectos sao os proprios numeros reais. Outros exem- 
plos sao as fumpoes reais. os numeros complexos, as series infinitas, os vectores num 
espatpo n dimensional e as fun<p5es vectoriais. Neste capitulo vamos analisar um con- 
ceito matematico geral, chamado espapo linear, que inclui todos estes exemplos e mui- 
tos outros como casos particulares. 

Em resumo, um espaipo linear e um conjunto de elementos de natureza qualquer 
no qual se efectuam certas operatpoes (chamadas adipdo e multiplicapao por numeros). 
Ao definir-se um espaipo linear, nao e necessario especificar a natureza dos elementos 
nem dizer como se realizam entre eles as operaipoes acabadas de referir. Em vez disso, 
exige-se que as operagoes gozem de certas propriedades que se tomam como axiomas 
do espa<po linear. Vamos precisamente, em seguida, fazer uma descriipao pormenori- 
zada desses axiomas. 


1.2. Definicao de espa^o linear 

Seja V um conjunto nao vazio de objectos, chamados elementos. O conjunto V cha- 
ma-se um espaqo linear se satisfaz aos dez axiomas que a seguir se enunciam, divididos 
em tres grupos. 


A .xiomas de fecho. 

AXIOMA I. FECHO A RESPETTO DA ADIcpAO. A todo o par de elementos x e y de V 
corresponde um unico elemento de V, chamado soma de x eye representado por x + y. 

? 
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AXIOMA 2. FECHO A RESPEITO DA MULTI PL1CACAO POR NtJMEROS REA1S. A todo O 
x de V e todo o numero real a corresponde urn elemento de V, chamado o produto de a por 
x e representado por ax. 


A xiontas para a adifdo. 

AXIOMA 3. PROPR1EDADE COMUTAT1VA. Para todo o x e y de V. temse x + y = y + .v. 

AXIOMA 4. PROPRIEDADE ASSOCIATIVA. Para todo o x, y e z de V, tem-se 
x+ (y+ z)=(x + y)+ z. 

AXIOMA 5. EXISTCNCIA DE ELEMENTO zero. Existe um elemento em V, representado 
pelo simbolo O, tal que 

x + O — x para todo o x de V. 

AXIOMA 6. EXISTENCIA DE SIMETRICOS. Para todo oxdeV.o elemento (— 1>jc tem a 
propriedade 

x + (-l )x=0. 

A xiomas pata a rnultiplicacao por nitmeros. 

AXIOMA 7. PROPRIEDADE ASSOCIATIVA. Para todo o x de V, e todo o par de numeros 
reais a e b, tem-se 

a(bx) — ( ab)x . 

AXIOMA 8. PROPRIEDADE DISTR1BUTIVA PARA A ADICAO EM V. Para todo O par 
x e y de V e todo o real a. tem-se 

a(x + y) = ax + ay . 

AXIOMA 9. PROPRIEDADE DISTR1BUT1VA PARA A ADICAO DE NUMEROS. Para todo 
o x em V e todo o par de reais a e b tem-se 

(a + b)x = ax + bx. 

AXIOMA 10. EXISTENCIA De ELEMENTO IDENTIDADE. Para todo x em V, tem-se 
lx - x. 


Os espagos lineares, como foram definidos atras, sao muitas vezes chamados es- 
pagos lineares reais, para fazer ressaltar o facto de que se multiplicam elementos de V 
por numeros reais. Se nos Axiomas 2, 7, 8 e 9 subsliuimos numero real por numero 
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complexo , a estrutura resultante chama-se um espago linear complexo. Por vezes urn 
espago linear chama-se tambem espago vectorial linear, ou mais simplesmente espago 
vectorial; os numeros usados como multipiicadores ch'amam-se escalares. Um espago 
linear real admite os numeros reais como escalares, um espago linear complexo admite 
os numeros complexos como escalares. Embora se considerem aqui fundamental- 
mente exemplos de espagos vectoriais lineares reais, todos os teoremas sao verdadei- 
ros igualmente para os espagos vectoriais complexos. Quando fazemos uso da expres- 
sao espago linear, sem qualquer designagao suplementar, deve subentender-se que o 
espago pode ser real ou complexo. 


1.3. Exemplos de espagos lineares 

Se especificamos qua! o conjunto V e dizemos como somar os seus elementos e 
como muitiplica-los por numeros, obtemos um exemplo concreto de um espago linear. 
O leitor pode facilmente verificar que cada um dos seguintes exemplos satisfaz a todos 
os axiomas para um espago linear real. 

EXEMPLO 1 . Seja ^=Ro conjunto dos numeros reais, e sejam x + y tax a adigao e 
multiplicagao usuais de numeros reais. 

EXEMPLO 2. Seja V - C o conjunto dos numeros complexos, e seja x + y a adigao 
ordinaria de numeros complexos e ax a multiplicagao de numeros complexos jrpelo 
numero real a. Embora os elementos de V sejam numeros complexos, este e um es- 
pago linear real porque os escalares sao reais. 

EXEMPLO 3. Seja V= V„ o espago vectorial dos sistemas de n numeros reais, com a 
adigao e a multiplicagao por escalares definida da maneira usual em fungao das com- 
ponentes. 

EXEMPLO 4. Seja V o conjunto de todos os vectores em V n ortogonais a um dado 
vector nao nulo N. Se n = 2, este espago linear e uma recta que passa por O , admintin- 
do N como vector normal. Se n = 3, e um piano que passa por O com N como vector 
normal. 

Os exemplos que se seguem dizem-se espagos funcionais. Os elementos de Fsao fun- 
goes reais, com a adigao de duas fungoes / e g definidas na forma usual: 


(/+£)(*) =/(*) + g(x) 

para todo o real x pertencente a interseegao dos dominios de/ e g. A multiplicagao 
de uma fungao / por um escalar real a define-se do modo seguinte: aft a fungao cujo 
valor para cada x no dominio de/e af(x). O elemento zero e a fungao cujos valores 
sao sempre zero. O leitor verificara com facilidade que cada um dos conjuntos se- 
guintes e um espago funcionai. 
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EXEMPLO 5. O conjunto de todas as funpoes definidas num dado intervalo. 

EXEMPLO 6. O conjunto de todos os polinomios. 

EXEMPLO 7. O conjunto de todos os polinomios de grau g n , com n fixo. (Sempre 
que se considera este conjunto subentende-se que o polinomio zero esta tambem in- 
cluido). O conjunto de todos os polinomios de grau igual a n nao e urn espapo linear 
porque os axiomas de fecho nao sao satisfeitos. Por exemplo, a soma de dois polino- 
mios de grau n nao tera necessariamente grau n. 

EXEMPLO 8. O conjunto de todas as funpoes continuas num dado intervalo. Se o 
intervalo e [a, b\ representamos este espapo linear por C(a, b ) . 

EXEMPLO 9. O conjunto de todas as funpoes derivaveis num dado ponto. 

EXEMPLO 10. O conjunto de todas as funpoes integraveis num dado intervalo. 

EXEMPLO 11. O conjunto de todas as funpoes /definidas no ponto 1, com/(l)=0. 
O numero 0 e fundamental neste exemplo. Se substituirmos 0 por um numero c nao 
nulo, violamos os axiomas de fecho. 

EXEMPLO 12. O conjunto de todas as solupoes de uma equapao diferencial linear 
homogenea y" + ay'-v by = 0, com a e b constantes. Aqui mais uma vez o 0 e essencial. 
O conjunto de solupoes de uma equapao diferencial nao homogenea nao satisfaz aos 
axiomas de fecho. 

Estes exemplos e muitos outros mostram bem quanto o conceito de espapo linear 
esta estendido a Algebra, Geometria e Analise. Quando se deduz um teorema a partir 
dos axiomas de um espapo linear, obtemos, de uma vez, um resultado valido para 
cada exemplo concreto. Unificando diferentes exemplos desta maneira ganhamos um 
conhecimento mais aprofundado de cada um. Algumas vezes o conhecimento de um 
exemplo particular ajuda-nos a antecipar ou interpretar resultados validos para outros 
exemplos e poe em evidencia relapoes que de outro modo poderiam passar desper- 
cebidas. 

1.4. Consequencias elementares dos axiomas 

Os teoremas que se seguem deduzem-se facilmente dos axiomas para um espapo 
linear. 

TEOREMA 1.1. UNICIDADE DO ELEMENTO ZERO. Em qualquer espafo linear existe 
um e um so elemento zero. 

Demonstrafao. Oaxioma 5 diz-nos que existe pelo menos um elemento zero. Supon- 
hamos que existiam dois, por exemplo e 0 2 . Tomando x = 0, e O = 0 2 no Axioma 
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5, obtemos O, + 0 2 = O,. Analogamente, tomando x— 0 2 e O = O,, encontramos 
0 2 + O , = 0 2 . Mas O, + 0 2 - 0 2 + O,, devido a propriedade comutativa, pelo que 

o, = o 2 . 

TEOREMA 1.2. UNICIDADE DOS ELEMENTOS SIMeTRICOS. Em qualquer espago linear 
todo o element o admite unicamente um simetrico, isto e, para todo o x existe um e um soy 
tal que x + y = O. 

Demonstragdo. O Axioma 6 diz-nos que cada x admite pelo menos um simetrico, a 
saber (— l)x. Admitamos agora que x tinha dois simetricos, y, e^j. Entao j c + y, ~ O 
e x + y 2 = O. Somando y 2 a ambos os membros da primeira igualdade e utilizando os 
Axiomas 5, 4 e 3, encontramos 

y 2 + (x + ji) = y 2 + O = y 2 , 
e 

y 2 + (x + yi) = 0's + X) + y 2 = O + y x - y 2 + O = y 2 . 

Portanto y, = y 2 , pelo que x tem precisamente um simetrico, o elemento ( - l)x. 

Notagdo. O simetrico de .v representa-se por — x. A diferen^a y — x e definida pela 
soma y + ( — x). 

O teorema seguinte refere um certo numero de propriedades que regem os calculos 
algebricos elementares num espago linear. 

TEOREMA 1 .3. Num dado espago linear, sejam x e y elementos arbitrarios e a e b esca- 
lares arbitrarios. Entao verificam-se as seguintes propriedades: 

(a) Ox = O . 

(b) aO = O . 

(c) (~a)x = -(ax) = a(-x). 

(d) Seax — O , entao ou a — 0 ou x — O . 

(e) Se ax = ay eu^O, entao x — y . 

(f) Se ax = bx e x y* O , entao a — b . 

(g) -(x + y) = (-x) + (- 7 ) = -x- y. 

(h) x + x = 2x,x + x + x = 3x, e em geral 2Li x = nx ■ 

Vamos demonstrar (a), (b) e (c), deixando as demonstracoes das restantes ao cuidado 
do leitor. 

Demonstragdo de (a). Seja z = Ox. Desejamos provar que z = O. Somando z a si 
proprio e aplicando o Axioma 9, verificamos que 

■z + z = Ox + Ox = (0 + 0)x = Ox = z . 

Adiconamos agora — z a ambos os membros e obtemos z = O. 
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Demonstrafdo de (b). Seja z = aO, adicionemos z a si proprio e utilizemos o Axio- 
ma 8. 

Demonstra<;ao de (c). z = (— a)x. Adicionando z a ax e titilizando o Axioma 9, veri- 
ficamos que 


z + ax — {—a)x + ax = (—a + a)x = 0 x — O , 

pelo que z e o simetrico de ax, z — -(ax). Analogamente, se adicionamos a(— x) a ax 
e utilizamos o Axioma 8 e a propriedade (b), encontramos que a(— x) = —(ax). 

I. 5. Excrcicios 

Nos Exerci'cios I a 28, determinar se cada urn dos conjunlos dados e um espapo linear real, 
com a adipao e a multiplicapao por escalares reais definidas da forma usual. Para osExercicios 
cm que assim nao seja, dizer quais sao os axiomas que nao se verificam. As funpoes nos Exer- 
cicios 1 a 17 sao reais. Nos Exercicios 3, 4 e 5 cada funpao tern um dominio contendo 0 e 1 . Nos 
Exercicios 7 a 12, o dominio e o conjunto de todos os numeros reais. 

1. Todas as funpoes racionais. 

2. Todas as funpoes racionais//^, com o grau de/sS que o grau de g(incluindo / = 0). 

3. Todas as funpoes / com /(0) =/(l). 

4. Todas as funpoes / com 2/(0) =/'(1). 

5. Todas as funpoes /com /( 1) = 1 + /( 0). 

6. Todas as funpoes em escada definidas cm escada [0, 1 1. 

7. Todas as funpSes com /(.v)-» 0 quando x-> + co. 

8. Todas as funpoes pares. 

9. Todas as funpoes impares. 

10. Todas as funpoes limitadas. 

I I. Todas as funpoes crescentes. 

12. Todas as funpoes periodicas de periodo 27i. 

13. Todas as funpoes /integraveis em [0, 11, com jj/(.v)r/x =0. 

14. Todas as funpoes /integraveis em 10, 11, comJj/(x)rf.v § 0. 

15. Todas as funpoes verificando f(x) = /(l -,v) para todo o x. 

16. Todos os polinomios de Taylor de grau % n para um n dado (incluindo o polinomio zero). 

17. Todas as solupoes da equapao diferencial linear homogenea de segunda ordemy'+ P(x)_y' + 
Q(x)y = 0, com P e Q funpoes dadas e continuas para todo 6 x. 

18. Todas as sucessoes reais limitadas. 

19. Todas as sucessoes reais convergentes. 

20. Todas as series reais convergentes. 

21. Todas as series reais absolutamente convergentes. 

22. Todos os vectores ( x , y. z) de com z = 0. 

23. Todos os vectores (x, y, z ) de V i com x — 0 ou y = 0. 

24. Todos os vectores (x, y. z) de V, com y = 5x. 

25. Todos os vectores (x, y, z) de com 3x + 4y = 1, z = 0. 

26. Todos os vectores (x, y, z) de que sao multiplos escalares de (1 , 2, 3). 

27. Todos os vectores (.v. y. z) de V i cujas componentes satisfazem a um sistema de tres equapoes 
lineares de forma: 

a u x + a n y + a 13 z = 0, a 2l x + a n y + a a z = 0, + a w z = 0. 
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28. Todos os vectores de V„ que sao combinapoes lineares de dois vectores dados A e B. 

29. Seja V = R 4 , o conjunto dosnumeros reais positivos. Defina-se a "soma" de dois elementos 
x e y em V como sendo o seu produto x-}>(no sentido usual) e defina-se “multiplicapao" 
de urn elemento x de V por um escalar c como sendo x<. Provar que V e urn espapo linear 
real com I como elemento zero. 

30. (a) Provar que o Axioma 10 pode ser provado a partir dos outros axiomas. 

(b) Provar que o Axioma 10 nao pode ser deduzido dos outros Axiomas se o Axioma 6 
for substituido pelo Axioma 6':l“Para todo x em V existe um elemento y de V tal que 
x+v = O'. 

31. Seja S o conjunto de todos os pares ordenados (x,, x 2 ) de numeros reais. Em cada alinea 
determinar se sim ou nao S e um espapo linear com as operapoes de adipao e multipli- 
capao por escalares definidas como se indica. Se o conjunto nao for um espapo linar, dizer 
quais os axiomas que nao sao verificados. 


(a) (Xj , x 2 ) + (y lt y 2 ) = (xi + y x , x 2 + y 2 ), 

(b) (xj , x 2 ) + iy x ,y 1 ) = (xj + y x , 0) , 

(c) (x x , x 2 ) + (y 2 , _y 2 ) = (Xj , x 2 + y 2 ) , 

(d) (xj , x 2 ) + (y x , y 2 ) = (|x x + x 2 |, + y 2 1) , 

32. Demonstrar as partes da d ate h do Teorema 1.3. 


n(x x , x 2 ) = (ax 1 , 0) . 
o(x, , x 2 ) = (ax x , ax 2 ) . 
< 2 (x l , x 2 ) = (ax'i , ax 2 ) . 
a (xi > x 2 ) = (|axj|, |ax 2 |) . 


1.6. Subespapos de um espapo linear 

Dado um espapo linear V, seja S um conjunto nao vazio de V. Se S e tambem um 
espapo linear, com as mesmas operapoes de adipao e muitiplicapao por escalares, 
entao S diz-se um' subespaco de V. O teorema que apresentamos a seguir da um cri- 
terio simples para determinar se sim ou nao um subconjunto de um espapo linear e 
um subespapo. 

TEOREMA 1.4. Se S e um subconjunto nao vazio de um espapo linear V, entao S e um 
subespapo se e so se S salisfaz aos axiomas de /echo. 

Demonstrapao. Se S 6 um subespapo, verificam-se todos os axiomas para um es- 
papo linear e por conseguinte, cm particular, verificam-se os axiomas de fecho, 

Demonstremos agora que se 5 satisfaz aos axiomas de fecho, satisfaz igualmente 
aos outros. As propriedades comutativa e associativa para a adipao (Axiomas 3 e 4) e 
os axiomas para a muitiplicapao por escalares (Axiomas 7 e 10) sao automaticamente 
satisfeitos em S porque sao validos para todos os elementos de V. Falta verificar os 
Axiomas 5 e 6, a existencia em S do elemento zero e a existencia do simetrico de 
cada elemento de S. 

Seja x um qualquer elemento de S. ( S tem pelo menos um elemento visto que c 
nao vazio.) Pelo Axioma 2, ax esta em S para todo o escalar a. Fazendo a = 0, re- 
sulta que Ox esta em S. Mas 0x= O y pelo teorema 1.3(a), pelo que O^S e o Axio- 
ma 5 e satisfeito. Fazendo a = - 1, vemos que (— l)x pertenece a S. Masx + (- l)x = O 
visto que quer x, quer (— l)x estao em V, e consequentemente o Axioma 6 e satis- 
feito em S. Deste modo S e subespapo de V 

DEFINICAo. Seja S um subconjunto nao vazio de um espapo linear V Um elemento x 
de V da forma • 
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onde x„ x 2 x k periencem todos a S ec„ c 2 , .. . , c k sao escalares, diz-se uma combina- 

C do linear finita de ele memos de S. O conjunto de todas as combi nacoes linearesfmitas de 
elementos de S verificam os axiomas de fecho e por conseguinte e urn subespaco de V. 
Chama-se este o subespaco gerado por S. e representa-se por L(S). Se S e vazio, defi- 
nirnos L(S) co/no {01, o conjunto constando unicamente do elemento zero. 

Conjuntos distintos podem gerar o mesmo subespago. Por exemplo, o espago V 2 
e gerado por cada um dos seguintes conjuntos de vectores U, j}, {/, j, i+j ), {0, /-/, 
y-y. i+j). O espago de todos os polinomios np{t) de grau Snc gerado pelo conjunto 
de n + 1 polinomios. 


(1,/, t z , . , r"}. 

£ tambem gerado pelo conjunto {1, t! 2, r 2 /3,...,/ n /(« + 1)(, e por {1,(1 + t), (1 + t) 2 ,..., 
(1 + /H 0 espago de todos os polinomios e gerado pelo conjunto infinitodos poiino- 
mios { 1 , t, t 2 ,...}. 

Urn certo numero de perguntas se podem por ao chegarmos a este ponto. Por 
exemplo, que espagos podem ser gerados por um conjunto finito de elementos? Se 
um espago pode ser gerado por um conjunto finito de elementos, qual e o numero 
minimo de elementos necessarios? Para analisar estas e outras quesloes, introdu- 
zimos os conceitos de dependencia e independence linear, bases e dimensao. Estas 
nogoes ja foram referidas no capitulo 12 quando do estudo do espago vectorial V„. 
Agora apenas as vamos generalizar aos espagos iineares de tipo qualquer. 


1.7. Conjuntos dependences e independentes num espago linear 

DEFiNICAO. Urn conjunto S de elementos de um espaco linear V diz-se dependente se 

existe um conjunto finito de elementos distintos de S; por exemplo x x . x 2 x k e um co- 

rrespondente conjunto de escalares c,, c 2 c k , nao conjuntamente todos nulos, tais que 

2 c-Xg — 0 . 

t=l 

Uma equacdo^L t CjXj= 0 com algum c, - 7 = 0 diz-se ser uma representacao nao trivial de O. 
0 conjunto S diz-se linearmente independente se nao e dependente, isto e, quaisquer que 
sejam os elementos distintos x ,, x 2 , Xkde S e os escalares c, , c 2 , 

k 

2 qx, = 0 implica c k = c 2 = ■ ■ ■ = c k = 0. 

i=l 

■Embora a dependencia e independencia sejam propriedades dos conjuntos de ek 
mentos, aplicam-se habitualmente estas designagoes aos proprios elementos dess< 
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mesmos conjuntos. Por exemplo, os elementos de um conjunto independente dizem- 
se linearmente independentes. 

Se S e um conjunto finito, a definipao precedente concorda com a dada no Capi- 
tulo 12 para o espapo V„. Contudo, a presente definipao nao esta restringida a con- 
juntos finitos. 

EXEMPLO 1. Se um subconjunto T de um conjunto S e dependente, entao S tam- 
bem e dependente. Isto e logicamente equivalente a afirmapao de que cada subcon- 
junto de um conjunto independente e independente. 

EXEMPLO 2. Se um elemento de S e um multiplo escalar do outro, entao S e de- 
pendente. 

EXEMPLO 3. Se O € S, entao S e dependente. 

EXEMPLO 4. O conjunto vazio e independente. 

No Volume I foram discutidos muitos exemplos de conjuntos dependentes e inde- 
pendentes de vectores de V„. Os exemplos seguihtes ilustram esses conceitos em es- 
papos funcionais. Em cada caso o espapo linear fundamentalmente V e o conjunto 
de todas as funpdes reais definidas na recta real. 

EXEMPLO 5. Sejam «,(/) = cos 2 /, u 2 (t) — sen 2 /, u 3 (t) = 1, para todo o niimero real t. 
A identidade de Pitagoras mostra que u, + « 2 — u, = O, pelo que as ties funp&es 
u 2 , «j, sao dependentes. 

EXEMPLO 6. Seja u k (t) = t k para k — 0, 1, 2, . . . , e / real. O conjunto S — {u v , w,, . . .} 
e independente. Para demostrar isto, basta provar que para cada n. os n + 1 polino- 
mios « 0 , u n sao independentes, Uma relapao da forma = O significa que 


(i.i) 2c/ = o 

*=0 

para todo o real t. Quando / = 0, encontramos c 0 = 0. Derivando (1.1) e fazendo / = 0, 
encontramos c, = 0. Repetindo o processo, verificamos que cada coeficiente c k e zero. 

exemplo 7. Se a,,..., a„ sao numeros reais distintos, as n funpoes exponenciais 


= e a,x , . . . , «„(x) = e^ z 


sao independentes. Podemos demonstra-lo por indupao relativamente a n. O resultado 
verifica-se trivialmente quando n - 1. Admitamos por conseguinte que e verdadeira 
para n — 1 funpoes exponenciais e consideremos os escalates c„ c,,..., c„ tais que 
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( 1 . 2 ) 1^ kX = 0 - 

fr=l 

Seja a M o maior dos n numeros a,, a 2 ,..., a n . Multiplicando ambos os membros de (1.2) 
por e ~ ° MX , obtemos 

( 1 . 3 ) Zc k e (a *- a * )x = 0 . 

Se k=t M, o numero a k — a M e negativo. Deste modo, quando x-* 4- oo na equagao 

(1.3) , cada termo com k^= M tende para zero e encontramos que c M = 0. Suprimindo o 
termo de ordem M em (1.2) e aplicando a hipotese de indu?ao, encontramos que cada 
um dos n — 1 restantes coeficientes c k e zero. 

TEOREMA 1.5. Se S= jx„ x 2 , . . . , x k ] e um conjunto independente formado por k ele- 
ment os de um e spa co linear V e se L(S) e o subespapo gerado por S, entao todo o conjunto 
de k y 1 elementos de L(S) e dependente. 

Demonstrapao. A demonstraqao faz-se por indupao em k, que representa o numero 
de elementos de S. Em primeiro lugar suponhamos k = 1 . Entao, por hipotese, 5 e 
formado por um unico elemento x,, com x, =tO, visto que S e independente. Consi- 
deremos agora dois quaisquer elementos distintos y t e y 2 em L(S). Entao cada um 
destes elementos e um escalar multiplicado por x,, seja y, = c,x, e >’ 2 = c 2 x,, onde c, e 
c 2 sao ambos diferentes de 0. Multiplicando^, por c 2 ey 2 pore, e subtraindo, obtemos 

Wi - Cjy t = O . 

Esta e uma representapao nao trivial de O, pelo que y , e y 2 serao dependentes; esta, 
pois, demonstrado o teorema quando k = 1. 

Admitamos agora que o teorema e verdadeiro para k — 1 e provemos que e ainda 
verdadeiro para k. Tomemos um conjunto de k + 1 elementos em L(S ), digamos 
T - v 2 , . . . , + Desejamos provar que T e dependente. Visto que cada v, esta 

em L{S) podemos escrever 


(1.4) 


k 


j-i 


para cada i = 1 , 2, . . . , k + 1 . Examinemos todos os escalares que multiplicam x, e 
para tal devidamos a demonstrapao em duas partes conforme todos estes escalares 
sao ou nao nulos. 

CASO I. a it = 0 para cada i — 1,2 ,...,&+ 1. Neste caso a soma em (1.4) nao con- 
tern x,, pelo que cada y, em T esta no subespapo linear gerado pelo conjunto 
S’= {x 2 , . . ., x*}. Mas S’ e independente e consta de A — 1 elementos. Pela hipotese 
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de inducao, o teorema e verdadeiro para k - 1 pelo que o conjunto T e dependente. 
Esta assim demonstrado o teorema no Caso I. 

CASO 2. Nem todos os escalares a h sdo nulos. Admitanios que a n y 0. (Se neces- 
sario, podemos numerar de novo os y de modo a que isso se verifique.) Fazendo i = 1 
na equa<pao (1.4) e multiplicando ambos os membros por c„ com c,= a, ■,/<!,,, obtemos 

k 

Wi = Ail*! +'lc i a u x i . 

i=2 

Se a esta subtrairmos, membro a membro, a equa^ao (1.4) resulta 

k 

Wi ~ y t =1( c i a u ~ a u )x it 

3=2 


para /' = 2, . . . , k + 1 . Esta equapao exprime cada um dos k elementos c,y, — v, como 
uma combinagao linear de k — 1 elementos independentes x 2 , . . . , x*. Pela hipotese de 
indugao, os A: elementos e,>', - y k devem ser dependentes. Consequentemente para de- 
terminada escolha dos escalares f 2 , . . . , 4 +l nao simultaneamente nulos, temos 

*+i 

- yd - 0 > 

i = 2 


donde resulta 


rt+1 \ k+l 

-2t t y t = 0. 

.1=2 / i =2 


Esta, porem, e uma combinapao linear nao trivial de >>,, y k+l que representa o 
elemento zero, pelo que os elementos t,, devem ser dependentes, ficando 

assim completado a demonstrafao. 


1.8. Bases e dimensao 

DEFINICAO. Um conjunto finito S de elementos num espapo linear V chama-se uma base 
finita de V se S e independente e gera V. O espa(o V diz-se de dimensao fmita se tem uma 
base fmita, ou se V e formado unicamente por 0. Caso contrario V diz-se de dimensao 
infinita. 

TEOREMA 1 .6. Se V e um e spaco linear de dimensao finita, entao cada base fmita de V 
tem o mesmo mimero de elementos. 

Demonstracao. Sejam S e T duas bases finitas de V. Suponhamos que 5 e formado 
por k elementos eTe formada por m elementos. Uma vez que S e independente a gera 
V, o teorema 1 .5 diz-nos que cada conjunto de k + 1 elementos de V e dependente. Por 
I conseguinte, todo o conjunto de mais do que A: elementos de V e dependente. Visto 
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que T e um conjunto independente, devemos ter m < k. O mesmo raciocinio com S e 
T permutados mostra que k < m. Portanto k — m. 

DEFINICAO. Se um espapo linear V tern uma base com n elementos, o inteiro n chama- 
se dimensao de V, e escreve-se n = dim V. Se V - {0} diz-se que V tern dimensao 0. 

EXEMPLO !. O espago V„ tem dimensao n. Uma base deste espaijo e o conjunto 
dos n vectores coordenados unitarios. 

EXEMPLO 2. O espa?o de todos os polinomios p(t) de grau ^ n tem dimensao n + i. 
Uma base e o conjunto de n + 1 polinomios {1, t , t 2 , . .., t n }. Todo o polinomiode 
grau £ n e uma combina?ao linear desses n + 1 polinomios. 

EXEMPLO 3. O espaco das soluqoes da equaqao diferencial y"- 2 v'- 3>’=0 tem 
dimensao 2. Uma base consiste das duas funqoes m,(x) = e- v , « 2 (x) — e , ' r . Toda a so- 
lu^ao e uma combinapao linear destas duas. 

- EXEMPLO 4. O espaqo de todos os polinomios p(t) e de dimensao infinita. O con- 
junto infinito 1 1, t, t 2 , . . .) gera este espa?o e nenhum conjunto Jinito de polinomios 
gera o espa^o. 

TEOREMA 1 .7 Seja V um espapo linear de dimensao ftnita com dim V = n. Entao verift- 
ca-se que: 

(a) Todo o conjunto de elementos independientes de V e um subconjunto de algurna base 
de V. 

(b) Todo o conjunto de n elementos independentes e uma base para V. 

Demonstrapao. Para demonstrar (a), designamos por S' = {a,, . . . , x k ) qualquer con- 
junto independente de elementos de V. Se L(S) = V, entao S e uma base. Caso con- 
trario, existe algum elemento )>em V, o qual nao pertencera a L(S). Juntemos este ele- 
mento a S e consideremos o novo conjunto S'— {x,, . . . , x k , y). Se este conjunto fosse 
dependente existiriam escalates c t , . _ , c* +l , nao todos nulos, tais que 

k 

I c i x i + Ctnj' = O . 

i=l 

Mas visto x,, x* serem independentes. Consequentemente, podemos 

resolver esta cquapao em relacao a y, chegando a conclusao de que y 6 L(S), o que 
contradiz o facto de que y nao pertence a L(S). Portanto, o conjunto S e independente 
e content k + 1 elementos. Se L(S ) = V, entao S e uma base e, visto ser S um sub- 
conjunto de S’ , a alinea (a) esta demonstrada. Se S nao e uma base, podemos racio- 
cinar de novo com S como o fizemos com S, obtendo um novo conjunto S o qual 
contera k 4- 2 elementos e sera independente. Se S e uma base, entao a alinea (a) esta 
demonstrada. Caso contrario, repete-se o processo. Devemos assim chegar a uma base 
ao fim de um numero finito de etapas, doutro modo obteriamos eventualmente um 
conjunto independente com n + 1 elementos, contradizendo o teorema 1.5. Por isso, 
a alinea (a) do teorema 1.7 esta demonstrada. 
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Para demonstrar a ali'nea (b), designemos por 5 qualquer conjunto independente 
formado por n elementos. Devido a ali'nea (a), S e um subconjunto de certa base, por 
exemplo B. Mas pelo teorema 1 .6, a base B tem precisamente n elementos, e assim 
S= B. 

1.9. C'omponcntes 

Seja V um espago linear de dimensao n e consideremos uma base cujos elementos 
e„ ■ - ■ , e n se tomam segundo determinada ordem. Representamos uma tal base orde- 
nada por um n-sistema (e,, . .., e n )- Se x e V, podemos exprimir x como uma combi- 
naqac* linear destes elementos da base: 

(1.5) x=ivc 

t-1 


Os coeficientes nesta igualdade determinam um n-sistema de numeros (c,, c 2 , . . ., c„) 
o qual figa univocamente determinado para x. Com efeito, se tivessemos outra repre- 
sen tagao de x como combinatao linear de e„ . . . , e w por exemplo x = 2"= i d/e h entao 
subtraindo membro a membro de (1.5), encontramos JJC, (c, — d^e;-0. Mas porque 
os elementos de base sao independentes, a igualdade anterior implica c, = rf, paratodo 
o i = 1 , 2, . . . , n, pelo que sera (c,, c 2 , . . . , c n ) = (t/,, d 2 d„). 

Os elementos do n-sistema ordenado (c,, c 2 , cj definidos por (1.5) dizem-seas 
componemes de x relaiivarnente d base ordenada (e t , e 2 , . . . , e n ). 


1.10. Exercicios 


Em cada um dos Exercicios 1 a 10, S e o conjunto de todos os vectores (x, y, z) de V, cujas 
componentes satisfazem a condicao dada. Determinar sc S e um subespapo de V y Se 5 for um 
subespago, calcular dim 5. 


1. x =0. 

2. x +y = 0. 

3. x + y + z = 0 . 

4. x = y. 

5. x = y = z. 


6. x = y ou x = z. 

7. x 2 -f = 0. 

8. x + y = 1 . 

9. / = 2x e z — 3x . 

10. x+y+z=0 e x—y—z— 0. 


Seja P n o espapo linear de todos os polinomios de grau < n, com n fixo. Em cada um dos 
Exercicios II a 20, represenle 5 o conjunto de todos os polinomios / em P„ satisfazendo as 
condicoes dadas. Determinar se sim ou nao S e um subespaco de P n . Se S for um subespaco, 
calcular dim S. 


11 . /( 0 ) = 0 . 

12. /' (0) = 0. 

13. /"(0) =0. 

14- /(0) +/'(0) =0. 
15./(0) =/(l). 


16. /(0) -/( 2). 

17 . /e par. 

18. /eimpar. 

19. /tern grau < k, com k < n, ou/= 0. 

20. / tem grau k , com k < n, ou/= 0. 
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21. No espago linear de todos os polindmios reais p{t), descrever o subespago gerado por cada 
um dos seguintes subconjuntos de polindmios e determinar a dimensao desse subespago. 

(a) {1, /<}; (b) {t, t\ /*}; (c) {/, /*}; (d) {I + t, (1 + if}. 

22. Neste Exercicio, L(S) representa o subespago gerado por um subconjunto S de um espago 
linear V. Provar cada uma das proposigoes seguintes de (a) a (f). 

(a) S '-/.(.S'). 

(b) Se S £ T s V e se T e um subespago de V , entao L(S) £ T. Esta propriedade enuncia-se 
dizendo que L(S) e o menor subespago de V que content S. 

(c) Um subconjunto 5 de V e um subespaco de V se e so se L(S) = S. 

(d) SeScpc v , entao L(S) £L(7). 

(e) Se S e T sao subespagos de V. entao tambem o e S ri T. 

(0 Se 5 e T sao subconjuntos de V , entao L(S n T) s L(S ) n L(T). 

(g) Dar um exemplo no qual L(S n7)^ L(S) o L(T). 


23. Seja V o espago linear de todas as fungSes reais defmidas na recta real. Determinar se cada 
um dos seguintes subconjuntos dc V e dependente ou independente. Calcular a dimensao do 
subespago gerado por cada conjunto. 


(a) {1 , e ax , e® x ), a ^ b. 

(b) {e ax ,xe ax }. 

(c) {\,e ax ,xe ax }. 

(d) {e° x , xe**, xV“}. 

(e) (e T , e-*, ch x|. 


(0 {cos x, sen x). 

(g) (cos 2 x, sen 2 x). 

(h) U, cos 2x, sen 2 x(. 

(i) (sen x, sen 2x(. 

(j) {e x cosx, e-*.sen x(. 


24. Seja V um espago linear de dimensao finita e S um subespago de V. Demonstrar cada uma 
das seguintes proposigoes. 

(a) 5 tern dimensao finita e dim S < dim V. 

(b) dim S = dim V se e so se S = V. 

(c) Toda a base de S e parte de uma base de V. 

(d) Uma base de V nao content necessariamente uma base de S. 


1.11. Produto interno, espagos euclidianos. Normas 

Na geometria euclidiana, aquelas propriedades que contain com a possibilidade de 
medigao de comprimento de segmentos de recta e angulos definidos por rectas cha- 
mam-se propriedades metricas. No nosso estudo de K„,definimos comprimento e angu- 
ios a partir do produto escalar. Desejamos agora generalizar aquelas nogoes a espagos 
lineares mais gerais. Introduziremos em primeiro lugar uma generalizagao do produto 
escalar que designaremos agora por produto interno e definiremos comprimentos e 
angulos em fungao do produto interno. 

O produto escalar x-y de dois vectores x = (x M x 2 , . . . , x„) e y = (y,, v 2 , .... y n ) em 
V n foi definido, no Capitulo 12, pela formula (1.6). 

Tl 

(i,6) * ■ y = 2 ■ 

i - 1 

Num espago linear qualquer, escrevemos (x, y), em vez dex->\ para o produto interno 
e definimos este axiomaticamente, em vez de o fazermos por uma formula especifica, 
isto e, estabelecemos um certo numero de propriedades que pretendemos que o pro- 
duto interno possua e consideramo-las como axiomas. 
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DEFINICAO. Deftne-se niim espago linear real V um produto interno se a cada par de 
elementos x e y em V corresponde um unico numero real (x, y) satisfazendo aos seguintes 
axiomas, quaisquer que sejam x, y e z de V e qualquer que seja o escalar real c. 


(\)(x,y) = (y,x) 

(2) (x, y + z) = (x, y) + (x, z) 

(3) c(x, y) = (cx, y) 

(4) (x, x) > 0 se x * O 


(i comutatividade , ou simeiria). 
(distributividade, ou linearidade). 
(associatividade, ou homogeneidade). 
( positividade ). 


Um espago linear dotado com a operagao produto interno diz-se um espago eucli- 
diano real. 


Nota. Fazendo c = 0em (3), encontramos ( O , y) = 0 para todo o y. 

Num espago linear complexo, um produto interno (x, y) e um numero complexo 
satisfazendo aos mesmos axiomas que os do produto interno real, excepto o axiomade 
simetria que e substituido pela relagao 

(1') (x, y) - (y, x), (simetria hermiticat) 

onde (y, x) representa o complexo conjugado de ( y , x). No axioma da homogeneidade, 
o factor escalar c pode ser qualquer numero complexo. Do axioma da homogeneidade 
e (1 ) obtemos a relagao 


(3') 


(x, cy) = (cy, x) = c(y, x) = c(x, y) . 


Um espago linear complexo dotado de produto interno chama-se um espago eucli- 
diano complexo. (Algumas vezes tambem se usa a designagao espago unitario). Um 
exemplo e o espago vectorial complexo F^C) ja referido na Secgao 12.16 do Volume 1. 

Embora o nosso interesse resida fundamenlalmente nos exemplos de espagos eucli- 
dianos reais, os teoremas que se apresentam a seguir sao validos igualmente para 
espagos euclidianos complexes. Quando usarmos a expressao espago euclidiano, sem 
fazer qualquer referenda complementar, subentender-se-a que o espago pode ser real 
ou complexo. 

O leitor verificara que cada um dos exemplos seguintes satisfaz a todos os axiomas 
do produto interno. 

exemplo 1 . Em V„ seja (x, >’) = x-y, o produto escalar usual de x por v. 

EXEMPLO 2. Se x = (Xj, x 2 ) e y = (y,, y 2 ) sao dois vectores quaisquer de F 2 , definir 
(x, y) pela formula 


(x,y) = 2x,y, + x 2 y 2 + x 2 y 2 + x 2 y 2 . 


(t) Em honra de Charles Hermite (1822-1901). um matematico trances que contribuiu muito para o de- 
scnvolvimento da algebra e analise. 
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Este exemplo mostra que pode estar definido mais do que iim produto interno num 
dado espago linear. 

EXEMPLO 3. Represenie C(a, b) o espago linear de todas as fungoes reais conlinuas 
definidas num intervalo la, b}. Definamos o produlo interno de duas fungoes j e g 
pela formula 

(/,g) = / e V(0g(0*- 


Esta formula e analoga a EquagaO (1.6) que define o. produto escalar de dois vectores 
de V„. Os valores das fungOes /(/) e g(t) desempenham o papel das componentes x, e 
Vj e a integragao substitui a somagao. 

EXEMPLO 4. No espago C(a, b), defiriimos 

(/, g) = f w(0/(0g(0 dt . 

«' a 

com h> uma fungao positiva dada em C(a, b). A fungao w diz-se a funcao peso. No exem- 
plo 3 temos w(t) = 1 para todo o t. 

EXEMPLO 5. No espago linear dos polinomios reais, definimos 

(/. g) = /„ e-*fO)g(t)dt. 

Em virtude do factor exponencial, este integral improprio converge para todo o par 
de polinomios /eg. 

teorema 1 .8. Num espago euclidiano V, todo o produto interno verifica a desigualdade 
de Cauchy-Schwarz: 


\(x, y ) | 2 < (x, x)(jf, y) quaisquer que sejam x e y em V. 

Alem disso, o sinal de igualdade verijica-se se e so se x e y sao dependentes. 

Demonstragao. Se acontece que ou r=0 ou y — 0 a demonstragao e trivial, pelo 
que supomos que ambos jc e y sao nao nulos. Seja z = ax + by, com a e b escalares a 
serem especificados mais adiante. Temos a desigualdade (z, z) £ 0 para todo o par 
a e b. Quando explicitamos esta desigualdade em fungao de X e y com uma escolha 
adequada de a e b, obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. 

Para exprimir (z, z) em fungao de x e y servimo-nos das propriedades (1 ), (2) e (3 ) 
e concluimos que 
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(z, z) — (ax -f by, ax + by) — (ax, ax) + (ax, by) + (by, ax) + (by, by) 

= aa(x, x) + ab(x, y) + ba(y, x) + bb(y, y) > 0 . 

Fomando a = (y, y) e suprimindo na desigualdade o factor positivo (y, y) resulta' 

O', y)(x, x) + b(x, y) + b(y , x) + bb > 0 . 

Fapamos agora b— — (jc, y). Entao b= — (y, x) e a ultima desigualdade simplifica-se, 
tomando a forma 


(y,y)(x, x) > (x,y)(y,x) = |(x,y)| 2 . 

o que prova a desigualdade de Cauchy-Schwarz. O sinal de igualdade e valido atraves 
da demonstra<;ao, se e so se:= O. Isto verifica-se, cm particular, see so se r ey sao 
dependentes. 

EXEMPLO. Aplicando a teorema 1.8 ao espago C(a, b) com o produto interno 
(f, g) = \ h J(t)g(t)dt, encontramos para a desigualdade de Cauchy-Schwarz 

(f>)*w <“)' < (/.Vw *)(j; *) . 

O produto interno pode ser usado para introduzir o conceito metrico de compri- 
mento em qualquer espapo euclidiano. 


DEFIN1CAO. Num espago euclidiano V, o numero nao negativo ||jc| definido pela igual- 
dade 


II* !l = (x, x)' A 


chama-se a norma do elemento x. 

Exprimindo a desigualdade de Cauchy-Schwarz em termos de normas escreve-se 


\(x,y)\ < II* II llyll . 


Visto ser possivel definir um produto interno de diferentes maneiras, a norma de 
- um elemento dependera da escolha do produto inerno. Esta falta de unicidade era de 
esperar. Tal facto e analogo ao de podermos atribuir diferentes numeros a medida 
do comprimento de.dado segmento de recta, dependendo da escolha da unidadede 
medida. O teorema seguinte define propriedades fundamentais das normas que nao 
dependem da escolha do produto interno. 
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TEOREMA 1.9. Num espa^o euclidiano, toda a norma goza das seguintes propriedades 
para todos os elementos x e y, e todo o escalar c: 

(a) | *|| = 0 se x — O. 

(b) jj*jj > 0 se x -y. (), (positividade). 

(c) j| c*|| = |c| | *|| (homogene idade). 

(d) || * + y|| < || *|| + |y|| ( desigualdade triangular). 

O sinal de igualdade veriftca-se em (d) se * = O. se y = O. ou se y - cx para algum c > 0. 

Demonstracao. As propriedades (a), (b) e (c) deduzem-se imediatamente dos axio- 
mas do produto intemo. Para demonstrar (d), observemos que 

II* + y|| 2 = (* + y, x + y) = (*, *) + ( y,y ) + (x,y) + (y, *) 

= ll*il 2 + llyll 2 + (*,y) + (^). • 


A soma (*, y) +(*,y)e real. A desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que|(*. y)| g 
B^ll 1>’1 e|{*,y)| < ||*!l|y||, pelo que se tern 

II* +yV < ll*ll 2 + llyll 2 + 2 1*1 IlyK = (||*|| + llyll) 2 . 


o que demonstra (d). Cuando y = cx, com c > 0, temos 


II* +yll = II* + c*il = 0 + c) ||*|| = ||*|| + ||c*|| = ||*1 + Hyl . 

DEFINICAO. Num espapo euclidiano real V , o angulo defmido por dois elementos nao 
nutos x e y define-se como sendo o niimero 0 do intervalo 0 < 6 < n dado por 


(17) 


cos 6 - 


(*, y) 
11*11 M ' 


Nota: A desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que o valor do quociente no 
segundo membro de (1.7) pertence ao intervalo I - I, II, pelo que existe um e um 
so 0 no intervalo 10, t?I cujo cosseno e igual ao valor daquele quociente. 


1.12. Ortogonalidade num espaco euclidiano 

DEFINICAO. Num espaco euclidiano V. dois elementos x e y dizem-se ortogonais se o 
correspondente produto intemo for zero. Um subconjunto S de V diz-se um subconjunto 
ortogonal se (*, y) = 0 para cada par de elementos distintos x e y de S. Um conjunto 
ortogonal diz-se ortonormado se cada um dos seus elementos tern norma 1 . 
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O elemento zero e ortogonal a todo o etemento de V\ e o unico elemento ortogonal 
a si proprio. O teorema seguinte mostra uma relaqao entre ortogonalidade e de- 
pendence. 

TEOREMA 1.10. Num espago euclidiano V, todo o conjunto ortogonal de elementos 
nao nulos e independente. Em particular, num espago euclidiano de dimensao Jlnita com 
dim V = n, todo o conjunto ortogonal formado por n elementos nao nulos define uma base 
de V. 

Demonstragao. Seja S um conjunto ortogonal de elementos nao nulos de V, e su- 
ponhamos que certa combinacao linear finita de elementos de S e igual a zero, quqr 
dizer 


k 

2 Ci x i = 0 , 

1 = 1 

onde cada x,€S. Multiplicando escalarmente ambos os membros por x, e tendo pre- 
sente que (jc,, x,) = 0 se /' 1, encontramos que c,(x,, x,) = 0. Mas (x,, .v,j =£ 0 visto 
que x, =£ O , donde resulta c, = 0. Repetindo o raciocinio com x, substituido por x r 
encontramos cada Cj— 0, o que prova que S e independente. Se dim V = n e se S e 
formado por n elementos, o teorema 1.7(b) mostra que S e uma base de V. 

EXEMPLO. No espaco linear real C(0, In) com o produto interno (f,g) = f^ T /( v)g(x) 
dx, seja S o conjunto de funcoes trigonometricas (« 0 , u„ . . .) definido da seguinte 
maneira 

u 0 (x) = 1 , « 2 n-iW = cos nx , u 2 „(x) = sen nx , para n = 1,2,.... 


Se m ^ n, temos as relacoes de ortogonalidade 

j*2ir 

J c ujx)u m (x) dx = 0, 

e portanto S e um conjunto ortogonal. Visto que nenhum elemento de Seo elemento 
zero, S e independente. A norma de cada elemento de S calcula-se facilmente. Temos 
(« 0 , u 0 ) = fc^dx = In e, para n g 1, temos 

f 2 " 2 C 2r 

=J 0 cos nx dx = it, (u 2 „, u. 2n ) =J o sen nx dx = n. 

Por conseguinte, ||u 0 f = \fbt e ||«J— \fn para n g 1. Dividindo cada u„ pela respectiva 
norma, obtemos um conjunto ortonormado \<p„, <p,, (p 2 , . . .} com t/>„ = u„/\\ w„|] . Entao 
resulta 
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<PoW = -= , 

s/2tt 


<Pl„-l(x) = 


cos nx 


V 7 


<p 2 „(.x) 


sen nx 


para n > 1 


Na Secgao 1.14 provaremos que todo o espaco euclidiano de dimensao finita admite 
uma base ortogonal. O teorema que se segue mostra precisamente como calcular as 
componentes de um elemento relativamente a tal base. 

TEOREMA 1.11. Seja V um espaco euclidiano de dimensao n, finita. e admita-se que 
S = fe,, e 2 , . . . , e„| e uma base ortogonal de V. Se um elemento x se exprime como uma 
combinafdo linear dos elementos da base, seja 

71 

(1.8) x = 2 c , e i < 

1=1 


entao as suas componentes na base ordenada (e, , e 2 , . . . , e n ) sao dadas pelas formulas ; 

(1-9) Cj = para j = 1,2,..., n. 

( e i • e j) 

Em particular, se S admite uma base ortonormada . cada c- : e dado por 

(1.10) c, = (.x,e,).- 

Demonstracao. Efectuando o produto interno de cada membro de (1.8) por ej, 
obtemos 


(x, ej) = 2 Cj(e, , ej) = c j {e i , ej) 

t=i 

visto que ( e „ ej) = 0 se / + j. Isto implica (1.9), e quando ( e j, ej) — 1, obtemos (1. 10). 

Se {e,, e 2 , . . . , e„] e uma base ortonormada, a equaqao (1.9) pode escrever-se na 
forma 

(1.11) x = £(x, ej)e t . 

i= 1 

O teorema seguinte mostra que, num espaqo euclidiano com dimensao finita com uma 
base ortonormada, o produto interno de dois elementos pode ser calculado em funijao 
das respectivas componentes. 

TEOREMA 1.12. Seja V um espaco euclidiano de dimensao finita n, e admita-se que 
(e,, e 2 , . , e n ) e uma base ortonormada de V. Entao para todo o par de elementos x ey de 
V, tem-se 
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(1.12) (x, y) = J (*, e t )(y, e.) (formula de Parseval) 

i = 1 

Em particular, quando x = y, tem-se 

(1.13) IWI 2 = il(x, et .)! 2 . 

i 


Demonstragao. Multiplicando internamente ambos os membros da equapao (1. 11) 
por y e aplicando a propriedade linearidade do produto interno, obtemos (1.12). 
Quando x =y, a equapao (1.12) reduz-se a (1.13). 

Nota: A formula (1.12) tern a designapao que se indica, em honra de M.A. 
Parseval (aproximadamente 1776-1836) que obteve este tipo de formula num es- 
papo funcional especial. A equapao (1.13) e uma generalizapao do teorema de 
Pitagoras. 


1.13. Exercicios 

1. Sejam x = (x,, .... x„) ej> = (v,, .... y„) vectores arbitr&rios de V„. Para cadaalinea, deter- 
minar sc (x, y), definido pela formula que se indica, e um produto interno para V n . Caso 
(x, >) nao seja um produto interno, dizer quais os axiomas que nao sao verificados. 


(a) (x, y) = 2x 4 


(b) (x,y) = 


n n 


(c) (x, y) = 2 2 y> ■ 

i=l i = 1 


/ « \l/2 

(d) (x, y) = ( J x]y]\ . 

(e) (x, y) = X (x, + yf - ^ x« - . 


2. Suponhamos que retemos os tres primeiros axiomas para o produto interno real (simetria, 
linearidades e homogeneidade), mas que substituimos o quatro axioma por um novo axio- 
ma (4) : (x, x) = 0 se e so se x = O. Provar que sera para todo ox^Oou (x, x) > 0, ou 
(x, x) < 0. 

ISugestdo: Supor (x, x) > 0 para certo x =t O e (y\ >•) < 0 para certo y+O. No espapo 
gerado por |x, y\, determinar um elemento z + O com (z, z) = 0], 

Provar que cada uma das proposipoes dos Exercicios 3 a 7 e valida para todos os pares 
de elementos x ey de um espapo euclidiano real. 

3. (x, v) = 0 se e so se j| x + v|| = |x — y||. 

4. (x, y) = 0 se e so se||x + T'll 2 =1x11' + ||.y|| 2 . 

5. (x, v) = 0 se e so se 1| x + cy|| g || x|| para todo o real c. 

6. (x + r, x — y) = 0 sc e so se||x|] = || y||. 

7. Se x e y sao elementos nao nulos, definindo entre si um angulo 6, entao 


\\x-y\\ 2 - l|x|| 2 + lljH 2 - 2 ||x|| ||_y|| cos 0. 
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8. No espapo linear real C(l, e), definir um produto interno por 


(/><?) = /* (log x)f(x)g(x) dx . 

(a) Se/(jc) = y/x, calcular j|/||. 

(b) Determinar um polinomio linear g(x) = a + bx que seja ortogonal a funpao constante 
f(x)=\. 

9. No espapo' linear real C(— 1, 1) seja (fg) =fL l /U)g( t ) dt. Considerar as ires funpoes w 2 , u, 
dadas por 

«i(0 = 1 , « 2 (r) = t , « a (r) = 1 + t . 


Provar que duas delas sao ortogonais, duas definen um angulo de n ! 3 e duas outras definem 
um angulo de tt/6. 

10. No espapo linear P„de todos os polinomios reais de grau < n, definir 




(a) Provar que (f g) e um produto interno para P„. 

(b) Calcular (J, g) quando f(t) = / e g(t) = at + b. 

(c) Se f(t) = t , determinar todos os polinomios lineares g ortogonais a /. 

1 1. No espapo linear de todos os polinomios reais, definir (f, g) = £,°%-|/'{r)g(r)dr. 

(a) Provar que este integral improprio converge absolutamente para quaisquer polinomios 

/ e ?• 

(b) Se = t" para n = 0, 1,2, . . . , provar que (.v„, x m ) — (m + rt) ! 

(c) Calcular (/ g) quando/(r) = (r + l)'eg(0 = /’+ 1. 

(d) Determinar todos os polinomios lineares g(t) = a + bt ortogonais a f(t) = 1 + t. 

12. No espapo linear de todos os polinomios reais, determinar se sim ou nao (/, g) e um pro- 
duto interno quando (/ , g) e definido pela formula indicada. Caso {f, g) nao seja um produ- 
to interno, indicar quais os axiomas que nao sao verificados. Em (c), f'e g' representam 
derivadas. 

(a) (f,g) =fWgV) - (c) . (f,g) = J o 7'(%'(0 dt. 

(b) (f,g) = | dt | . (d) (f,g) - (J o 7(r) rfr)(| o V(0 dt) . 

13. V e formado por todas as sucessoes infinitas \x„) de mimeros reais para as quais as series 
2 x\ convergem. Se x = U„| e y = {y n } sao dois elementos de K, define-se 


00 


(x> y) = 2 -Wn • 
«=1 


(a) Provar que esta serie converge absolutamente. 

I Sugestao. Utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz para estimar a soma -1 
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(b) Provar que V e um espago linear com (x,y) como produto interno. 

(c) Calcular (x, y) se x„ = l/nej> l) = l/(n + I ) para n > 1 . 

(d) Calcular (x, y) se x„ =2 n ey n = I /«! para n > I . 

14. Seja V o conjunto de todas as fungoes reais / continuas em |0, + oo) e tais que o integral 
ffe'P(t)dt converge. Definir (f, g) = ^ef(t)g{t)dt. 

(a) Provar que o integral para (f . , g) converge absolutamente para cada par de fungoes /eg 
em V. 

I Sugestdo: Utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz para estimar o integral fte\f(t)g(t) \ 
dll 

(b) Provar que V e um espago linear com (f, g) como produto interno. 

(c) Calcular (/, g) se /(/) = e~< e g(f) = com n = 0, 1,2,... 

15. Num espago euclidiano complexo, provar que o produto interno tern as seguintes proprie- 
dades para todo_s os elementos x, y e z e todos os complexos a c b. 

(a) (ax, by) = ab(x, y) (b) (x, ay + bz) = a(x, y) + b(x, z). 

.16. Provar que as identidades seguintes sao validas em todo o espago euclidiano. 

(a) ||x +_y|| 2 = Ijxf + |iy|| 2 + (x, y) + (y, x). 

(b) ||x +y|| 2 - \\x — y|| 2 = 2(x, y) + 2(v,x). 

(c) || x +yll 2 + ||x - y!| 2 = 2 ||x|| 2 + 2 ||y|| 2 . 

17. Provar que o espago de todas as fungoes complexas continuas num intervalo la, i] se 
transforma num espago unitario se definirmos um produto interno pela formula 

{f,g) = J/'W/l'PA, 

com tv uma fungao positiva dada, continua em la. b |. 


1.14 Construgao de conjunlos ortogonais. O metodo de Gram-Schmidt 

Todo o espago linear de dimensao Hnita possui uma base finita. Se o espago e eucli- 
diano, podemos sempre construir uma base ortogonal. Este resultado sera deduzido 
como uma consecuencia de um teorema geral, cuja demonstragao cnsina a construir 
conjuntos ortogonais, em qualquer espago euclidiano, com dimensao Hnita ou infinita. 
A proceso de construgao chama-se o metodo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt , em 
honra de J.P. Gram (1850-1916) e E. Schmidt (1845-1921). 

TtOREMA 1.13 TEOREMA DE ORTOGONALIZACAO. Seja X,. X,. ... , Uma SUCessdo 

finita ou infinita de elementos de um espago euclidiano V, e seja L(x x 2 ) o subespago 

gerado pelos primeiros k daqueles elementos. Ex isle uma sucessao correspondente de ele- 
mentos yu y 2 , ... de V. a qua l go za das seguintes propriedades para todo o inteiro k: 

(a) O elemento y k e ortogonal a todo o elemento do subespago /.(y, . y 2 

(b) O subespago gerado por \\ y\ e o mesmo que o gerado por x,. x 2 x k : 

Uyi, ■ ■ ■ ,y k ) = x k ). 

(c) A sucessao y,. v,. .-. . . e unica. a menos de factores escalares. isto e. se r' . y' 2 . ... e 
outra sucessao de elementos de V satisfazendo as propriedades ( a ) e (b), entao para cada 
k existe um escalar c k tal que y' k - c L v k . 
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Demonstracao. Construamos os elementos y,, y 2l .... por indugao. Para iniciar o 
processo, fazemos y, = jc , . Suponhamos agor<T que construimos y,, . , y r de maneira 
que (a) e (b) sejam satisfeitas quando k = r. Definamosy,. + 1 pela igualdade 


(I-I 4 ) y r+ i = x r+1 - 2 ^y,. 

»=i 

com os escalares a,. .... a r a dcterminar. Paray'< r. o produto interno dey r+1 com>> ; 
e dado por 

r 

Or+i - yd = Or+i . yd - I. > yd = (*r+i > yd - - yd . 

i— 1 

visto que (y,-, y,) = 0 se / =£ j. Se y^ O. podemos fazer y r + , ortogonal a y ; - tomando 


(1-15) 


_ C*r+1 . J^f) 


Se y^ = O, entao y r + , e ortogonal a y^ para qualquer escolha de e neste caso escol- 
hemos a ; = 0. Assim, o elemento y r+ , fica bem definido e e ortogonal a cada um dos 
elementos precedentes y,, y n portanto e ortogonal a todo o elemento do sub- 
espago 

Z-Oi,. .. , yd ■ 


Isto prova (a) quando k = r + 1 . 

Para demonstrar (b) quando k= r + 1, devemos provar que £(y„ .... y r+ ( ) = L(x t , 
. . . , x r+l ), dado que L(y,, . . . , y,) = L(x„ .. .. *,). Os r primeiros elementos y„ . . . , 
y r estao em 

£(*i x r ) 

e por isso estao no subespago mais amplo L(x t , .... x r+l ). O novo elemento y r+l 
dado por (1.14) e a diferenga de dois elementos de L(x t , x 2 , ... , x r+ [), pelo que tam- 
bem esta em L(x,. . ... x r+ ,). Isto prova que 

£(yi > ■ • • > JV+l) — L{x 2 , . . . , x T+1 ) . 

A equagao (1.14) mostra que x, + l e a soma de dois elementos de £(y t , . . . , y r + 1 ), 
pelo que um raciocinio semelhante nos conduz a inclusao em sentido inverso: 

£(*i > - - ■ i -^r+i) — L(yi > • - • > yr+i ) • 

ficando, pois, demonstrado (b) quando k = r + 1. Assim temos que (a) e (b) foram 
demonstrados por indugao a respeito de k. 
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Finalmente demonstramos (c) por indupao a respeito de k.- O caso A = I e trivial. 
Deste modo, supomos que (c) e verdadeira para k = r e consideremos o eiemento jv + i. 
Em virtude de (b), este eiemento pertence a 

■ ■ ■ ,y r +i) , 

pelo que podemos escrever 

r-F 1 

y'r+l =2 C >r.' = 2 r + C r+1 y r+1 , 

t=I 

com z,£L(y,, y r ). Desejamos provar que z r - O. Pela propriedade (a), quer/ r + l 
quer c r+l y r+ , sao ortogonais a z r . Deste modo, a suadiferenpa, z r , e ortogonal a z r , isto 
e, z r e ortogonal a si proprio, pelo que z r = O. Esta, pois, completada a demonstrapao 
do teorema de ortogonalizapao. 

Na construpao precedente, suponhamos que se tern y r+1 = O para algum r. Entao 
(1.14) mostra que x r+l e uma combinapao linear de^,, . . . ,y r , e por isso de .r n . . . , x f , 
pelo que os elementos . . . , x r + 1 sao dependentes. Por outras palavras, se os primei- 
ros k elementos x„ x k sao independentes, entao os elementos correspondentes 
r, , . . . , y k sao nao nulos. Neste caso, aos coeficientes a, em (1.14) sao dados por (1.15), 
e as formulas definindo (y,, ... ,y k ) escrevem-se 

(1.16) y k = x k , y r+1 = Xr+1 - ^ yt para r *= 1 , 2, . . . , k - 1 . 

tt to* yd 

Estas formulas descrevem o metodo de Gram-Schmidt para a construpao de um con- 
junto ortogonal de elementos nao nulos >>,, ..., y k , os quais geram o mesmo sub- 
espapo que um dado conjunto independente jt ( , . . . , x k . Em particular, se .v,, . . . , .r* 
e uma base de um espapo euclidiano de dimensao Hnita, entao j> ( , .... y k e uma base 
ortogonal para o mesmo espapo. Podemos ainda converter esta numa base ortonorma- 
da pela normalizagdo de cada uma dos seus elementos y h isto e, pela divisao de cada um 
pela respectiva norma. Por conseguinte, como um corolario do Teorema 1.13 podemos 
enunciar 

TEOREMA 1.14. Todo o espago euclidiano de dimensao finita possui uma base ortonor- 
mada. 

Se x e y sao elementos de um espapo euclidiano, com y =£ O, o eiemento 

i*y>y 

to y) 

diz-se a projecgao de x sobre y. No metodo de Gram-Schmidt (1.16), construimos o eie- 
mento y r + l subtraindo de x ftl a projecpao de x r + , sobre cada um dos anteriores 
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elemenxos y„ y r . A figura 1.1 mostra essa construpao geometrica no espa^o vecto- 
rial V 3 . 





FIG. 1.1. O metodo de Gram-Schmidt em V 3 . Um conjunto ortogonai {y„ y lt >•,[ 
foi construido a partir de um conjunto independente dado tx,, x 2 , x 3 ). 


EXEMPLO 1. Em V 4 , determinar uma base ortonormada para o subespa^o gerado 
pelos tres vectores x, = (l, -1, 1, -1), x 2 = (5, 1, 1, l),ex, = (-3, -3, 1, -3). 

Resoluydo. Aplicando o metodo de Gram-Schmidt, obtemos 

y\ h 1/ i).» 

y* = x 2 - = *,-*- (4, 2,0, 2), 

(j'l > Ft) 

y* = x 3 - = x 3 - yi + y 2 = (o, 0, 0, 0). 

(yi^i) tVa, y 2 ) 


Visto que y 3 = O, os tres vectores x t , x 2 , x, devem ser dependentes. Mas uma vez que 
y, e y t sao nao nulos, os vectores x, e x 2 sao independentes. Por conseguinte L(x„ 
x 2 , Xj) e um subespapo de dimens&o 2. O conjunto 1 y„y 2 ) e uma base ortogonai para 
este subespa^o. Dividindo cada um dos y, e y 2 pela correspondente norma, obtemos 
uma base ortonormada formada pelos dois vectores 


llj'J 


>2 

Iftl 


= “7=(2, i, o, I). 

V 6 


EXEMPLO 2. Polinomios de Legendre. No espaco linear de todos os polinomios, com 
o produto interno (x, y) = JLj x(t) y(t) dt, consideremos a sucessao infinita x 0 , x„ x 2 , 
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.... onde x„(/) = t". Quando se aplica o teorema de ortogonalizaqao a csta sucessao, 
obtem-se outra sucessao de polinomios y 0 , y„ y 2 , . . pela primeira vez encontrados 
pelo matematico Frances A.M, Legendre (5752-1833) nos seus trabalhos sobre a teo- 
ria do potencial. Os primeiros desses polinomios calculam-se facilmente pelo metodo 
de Gram-Schmidt. Em primeiro lugar temosy 0 (0= x o (0 = I. Uma vez que 

(yo> y 0 ) = f 1 , dt = 2 e (x 1( >-„) = £ t dt = 0, 

encontramos 

yi(0 = *i(0 - ^ 1 JL - ' — l y 0 (t ) = *i(<) = t . 

(y 0 . yo) 

Utilizamos depois as relaqoes 

(x 2 > y 0 ) = ?dt = f , (x 2 , y x ) = t* dt = 0, • (yi.yO = dt = f, 


para obtcrmos 


y 2 (0 = x 2 (i) - 


(x 2 ,y 0 ) 

(yo> y 0 ) 


y o (0 - 


(x 2 , y t ) 

(yi , yO 




Analogamente, encontramos 


T'sO) = t* - it, y t (i) — t 1 - * t* + -h , y 5 (0 = t s - tt/ 3 + -ht . 

Voltaremos a encontrar estes polinomios no Capitulo 6, no estudo complementar de 
equacoes diferenciais e provaremos que 


y«(0 = 


n\ d" 2 


(2n)! dt n 


(t* - 1)". 


Os polinomios P„ dados por 


p _ J^olL y _ JL ( f 2 _ n« 

nU 2"(n!) 2 ^" U 2 n n'.dt” K 


designam-se por polinomios de Legendre. Os polinomios na correspondente sucessao 
ortonormada <? 0 , tp,> (p 2 , . . . , dados por f„=yj\\yji, chamam-se polinomios de Legendre 
normalizados. A partir das expressoes para>' 0 , . . . ,y s dadas atras, encontramos 

9>o(0 = Vi, <p l (t) = s/lt, <p 2 (t) = Wl(3t 2 - 1), ?a(0“W*(5**-30, 


<p 4 ( 0 = Wf (35r 4 - 30f 2 + 3) , <p b (t) = (63f 6 - 70/ 2 + 1 5r) • 
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1.15. Complement os ortogonais. Projeccoes. 

Seja V urn espa<;o euclidiano e S um subespa^o de dimensao finita. Pretendemos 
analisar o seguinte tipo de problema de aproximaqao. Dado um elemento x de V, deter- 
minar um elemento de S cuja distancia a x seja tao pequena quanto possivel. A distancia 
entre os dois eiementos jt e.y define-se pela norma | x — y|. 

Antes de analisar este problema na sua forma geral, consideremos um caso particu- 
lar, representado na figura 1.2. Aqui V e o espa?o vectorial F 3 e S e um subcspa^o a 
duas dimensoes, um piano passando pela origem. Dado x em V, o problema consiste 
em encontrar, no piano S , o ponto s o mais proximo possivel de x. 

Se x e S, entao evidentemente que a solupao e s = x. Se x nao pertence a S, entao o 
ponto s mais proximo define-se pelo pe da perpendicular tirada de x para o piano S. 
Este exemplo simples sugere uma maneira de abordar o problema geral de aproxima- 
fao e da origem a discussao que se segue. 

DEFINICAO. Seja S um subconjunto de um espafo euclidiano V. Um elemento de Vdiz- 
se ser ortogonal a S se for ortogonal a todo o elemento de S. O conjunto de todos os eie- 
mentos ortogonais a S representa-se popS^ e diz-se “S perpendicular". 

£ um exercicio simples a verificacao de quei-S^-e um subespa^o de V, quer S o seja 
ou nao. Na hipotese em que S e um subespaco, entao S' chama-se o complemento or- 
togonal de S. 

EXEMPLO. Se S e um piano passando pela origem, como se indica na figura 1.2, 
entao S-^ e uma recta passando pela origem e perpendicular a este piano. Este exem- 
plo constitui tambem uma interpretapao geometrica para o teorema que enunciamos 
a seguir. 



FIG. 1.2. Interpretagao geometrica do reorema da decomposi<pao ortogonal em V v 
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TEOREMA 1.15. TEOREMA DA DECOMPOSlCAO ORTOGONAL. Se V e um espaco eucli- 
diano e S um subespafo de V com dimensao finita, entao todo o elemento x de V pode ser 
representado, de uma unica maneira, como a soma de dot's elementos, um pertenecentev 
S e outro a S x , isto e, tem-se 

(1.17) x = j + j- l , onde seS and 5 1 £S- L . 

A lent disso, a norma de x e dada pela formula de Pitagoras 

(1.18) . M® = Ml 2 + ll-s-MI 2 - 

Demonstracao. Em primeiro lugar provamos quc e possivel a decomposi<;ao orto- 
gonal (1.17). Visto que S tem dimensao finita, admite uma base ortonormada, por 
exemplo {e,, e 2 , . . . , e n ). Dado x, definimos os elementos s e s 1 do modo seguinte: 


(1.19) s = 2(*,c f )c j , s L = x — s. 

1=1 

Observa-se que cada termo (x, <?,)e, e a projecgao de x sobre e h O elemento sea soma 
das projeccoes de x sobre cada um dos elementos da base. Visto ser s uma combina- 
cao linear de elementos da base, s esta em S. A defmipao de s 1 mostra que (1.17) e 
verdadeira. Para provar que s x esta em S- 1 , consideramos o produto interno de com 
qualquer elemento da base Temos 

Cs x , e } ) = (x - s, e,) = (x, e,) — (s, e,). 


Mas de (1.19) resulta que ( 5 , ef) = (x, ef), pelo que j 1 e ortogonal a o que significa 
que x 1 e ortogonal a todo elemento de S, ou seja que x x e S x . , 

Demonstremos agora que a decomposigao (1.17) e unica. Admitamos a existencia 
de duas representa^oes para x, por exemplo 

(1.20) x = j + j j - e x = t+t x , 

onde s e t pertencem a S e s 1 e t x pertencem a S- 1 -. .Desejamos provar que s= t e 
s 1 = t x . De (1.20), temos s — t — t x — s x , pelo que necessitamos unicamente demons- 
trar que s - l- O. Mas s — t e S e t x - s x & S x c assim temos que s — t e simultanea- 
mente ortogonal e igual a t x — s x . Porque o elemento zero e o unico elemento orto- 
gonal a si proprio, deve ser s — t = O e portanto a decomposi?ao e unica. 

Finalmenle, provaremos que a norma de x e dada pela formula de Pitagoras. Temos 

||x|| 2 = (x, x) = (x + s x , s + x x ) = (x, s) + (j- 1 , J 1 ), 

sendo os restantes termos nulos uma vez que ses 1 sao ortogonais e portanto esta 
demonstrado (1.18). 
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DEFINICAO. Seja S um subespapo de dimensao finita de um espapo euclidiano V. e seja 
( t > 1 e„) uma base ortonormada para S. Se x € V, o elemento s definido por 

n 

s - e i) e t 

i= 1 

diz-se a projecpao de x sobre o subespapo S. 

Demonstramos seguidamente que a projecpao de x sobre 5ea solupao do problema 
de aproximapao abordado no inicio desta Secpilo. 


1.16. A melhor aproximapao de elementos de um espapo euclidiano por elementos de um 
subespapo de dimensao finita 

TEOREMA 1.16. TEOREMA DE APROXIMAChO. Se S e um subespapo de dimensao 
finita de um espapo euclidiano Vex um elemento qualquer de V, entao a projecpao de x 
sobre S esta mais proximo de x do que qualquer outro elemento de S, isto e, se sea pro- 
jeepdo de x sobre S, tem-se 


II* - s\\ < I* - /|| 

para todo o t e S, verifeando-se o sinal de igualdade se e so se t — s. 

Demonslrapao. Considerando o teorema 1.15 podemos escrever x — s -t-*- 1 -, com 
feSej 1 € A 1 . Entao, para qualquer t em S, tem-se 

x — l = (x — s) + (s — t) . 

Porque s-teSex-s^s 1 - G S- 1 -, ,esta c uma decomposipao ortogonal de x - /, pelo 
que a sua norma e dada pela formula de Pitagoras 

II* — *11* = II* — -rll® + Ik ~ ^ II* - 

Mas ||* — /| 2 £ 0, pelo que se tera Jar — f|| 2 >||jr — verificando-se a igualdade se e 
so se s = t, o que compieta a demonstrapao. 


EXEMPLO 1 . Aproximapao de funpoes continuas em 10, 2n] por polindmios trigonome- 
tricos. Seja V — C(0, 2n), o espapo linear de todas as funpoes reals continuas no inter- 
val 10, 2n] e definamos um produto interno pela equapao (f, g) = fl”f(x)g(x)dx. Na 
Secpao 1.12 vimos um conjunto ortogonal de funpoes trigonometricas ip 0 , <p,, <p 2 , .... 
onde 


( 121 ) 


<Po(*) = “7= 
f lit 


Psjt-lW = 


cos kx 

V 5 


•Pvfc) = 


sen kx 


para k > 1 . 
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Os 2n + i clcmentos <p 0 , <p ln geram um subespaqo S de dimensao 2n+ 1. Os 

elemenlos de S dizem-se polinomios trigonometricos. 

Se /G C(0, 2n), seja f„ a projecgao de /sobre o subespaco S. Entao temos 


0 - 22 ) 


*!} far 

fn=Z(f><Pk)<Pk . onde (f><Pk) = ) 0 f(x)<P*(x)dx. 


Os numeros (/, <Pk) chamam-se coeficientes de Fourier de /. Usando as formulas (1.21), 
podemos por (1.22) na forma 


(1.23) 


n 


f„(x) = ia 0 + cos kx + b k scn kx), 

k= 1 


onde 


1 f 2 " 1 

a k = — f(x) cos kxdx, b k — — f(x}scnkxdx 
TT Jo TT Jo 


para k = 0, 1, 2, . . . , n. O teorema de aproxima^ao diz-nos que o polinomio trigono- 
metrico (1 .23) aproxima /melhor do quc qualquer outro polinomio trigonometrico em 
S, no sentido de que a norma ||/— f„\\ e a menor possivel. 

EXEMPLO 2. Aproximapao de funpoes continuas em 1 — 1, 11 por polinomios de grau 
< n. Seja C(— 1, 1), o espaqo das funfdes reais continuas em | — I, 1|, e seja 
(/, g) = 5-if(*)s(x)dx. Os n + I polinomios de Legendre normalizados <p u , tp„ .... <p n , 
tratados na Secfao 1.14, geram um subespaco S de dimensao n + 1 formado por todos 
os poljnomios de grau % n. Se /£C(-I, 1), represente /„ a projecqao de / sobre S. 
Entao tem-se 

fn = £ (/. <Pk)<Pk, onde (/> <Pk) = JV(09>*(0 dt . 

*=0 1 

Este e o polinomio de grau ^ n para o qual a norma \\f—f„\\ e minima. Por exemplo, 
quando f(x) — sen nx, os coeficientes (/, <p k ) sao dados por 

(/> ( Pk) = sen TT t <p k {t) dt . 

Em particular, tem-se (/, ^) = 0e 

Por conseguinte o polinomio do 1 .° grau f (f) que mais se aproxima de sen ni no inter- 
val fechado I — l , 1 1 e 

/i(0 = /“ ~ - ~t. 

\ L TT 7 r 

Porque (/, <p z ) = 0, este e tambem a melhor aproximagao quadratica. 
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1.17. Exercicios 

1 . Para cada alinea determinar uma base ortonormada para o subespago de K 3 gerado pelos 
vectores indicados. 

(a) X! =( 1 , 1 , 1 ), x, = ( 1 , 0 , 1 ), x 3 = ( 3 , 2 , 3 ). 

(b) x t = (1,1,1), x s = (-l,l, -1), x 3 = (1,0,1). x 

2 . Para cada alinea determinar uma base ortonormada para o subespago de V, gerado pelos 
vectores indicados. 

(a) Xj = (1, 1,0,0), x 2 = (0, 1, 1,0), x 3 = (0,0, I, 1), x 4 = (1, 0, 0, 1). 

(b) Xj = (1,1,0, 1), x 2 = (1,0,2, 1), x 3 = (1,2, -2, 1). 

3 . No espago linear real C( 0 , ti), com o produlo interno (x,g) = at (/)>•(/)<*, seja xjj) = cos nt 

para n = 0 , 1,2 Provar que as fungoesg,,, y„y 2 , ■ ■ ■ , dadas por 

1 

7o(0 = -7= e 
V 7 T 


y n ( 0 = / - cos fit para n ;> 1 . 


formam urn conjunto ortonormado gerando o mesmo subespago que x 0 , x,, x 2 , . . . 

4 . No espago linear de todos os polinomios reais, com produto interno (x,y) = j' B x(t)y(t)dt, seja 

x„(r) = r para n = 0 , 1,2 Provar que as fungoes 

yoO) - 1 . ^i(r) = v 3 (2/ - 1), y 2 (t) = Vs (6r 2 - 6r + 1) 

formam urn conjunto ortonormado gerando o mesmo subespago que (x 0 , x,, x,!. 

5 . Seja V o espago linear de todas as fungoes reais /continuas em 10 , + oo) e tais que o integral 

Js° convirja. Definindo (/, g) = ‘f(t)g(i)dt, sejag„, o conjunto obtido 

por aplicaqao do metodo de Gram-Schmidt a x 0 , x,, x 2 onde x„(f) = t « para n > 0 . 

Provar que g„(f) = 1 , g,(f) = / - 1 , y 2 (t) = t' - 4 t + 2 , y,(l) = I 3 — 9 / ! + 1 8 r - 6. 

6. No espago linear real C(l, 3 ) com produto interno (/, g) = Jj /(x)g(x)r/x, seja /(x) = 1 /x e 
demonstrar que o polinomio constante g mais proximo de/e g = j log. 3 . Calcular ||g — /|| 2 
para este g. 

7 . No espago linear real C( 0 , 2 ) com produto interno (/, g) = f(x)g(x)dx, seja /(x) = e* e 
mostrar queo polinomio constanteg mais proximode/eg = j(e 2 — 1). Calcular ||/— gll 2 para 
este g. 

8. No espago linear real C(— I, 1 ) com produto interno (/ g) = j!_,/(x)g(x)rfx, seja/(x)= e x 
e determinar o polinomio do primeiro grau g mais proximo de /. Calcular ||g —/II 2 para 
este g. 

9 . No espago linear real C( 0 , 2n) com produto interno (/ g) = IJ" f(x)g(x)dx, seja /(x) = x. 
No subespago gerado por « 0 (x) = I , «,(x) = cos x, u 2 (x) — sen x, determinar o polinomio 
trigonometrico mais proximo de / 

10 . No espago linear V do Exercicio 5 , seja /(x) = e~ x e determinar o polinomio de grau urn que 
mais se aproxima de / 
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TRANSFORMAC0ES lineares e matrizes 

2.1. T ransformagoes lineares 

Um dos ultimos objectivos da Analise e urn amplo estudo de fungoes cujos dominio 
e conlradominio sao subconjuntos de espagos lineares. Tais fungoes chamam-se 
transfonnacoes, aplicacoes ou operadores. Este capitulo trata dos exemplos mais sim- 
ples, chamados transformapoes lineares, as quais aparecem em todos os ramos da Ma- 
tematica. As propriedades de transformagoes mais gerais obtem-se frequentemente 
aproximando-as por transformagoes lineares. 

Em primeiro lugar vamos introduzir aigumas notagdes e terminologia relativas 
a fungoes quaisquer. Sejam V e W dois conjuntos. O simbolo 

T: V -*■ W 

sera usado para indicar que T e uma fungao cujo dominio e V e cujos valores estao 
em W. Para cada x de V, o elemento T(x) em W chama-se a imagemde x por meio de 
aplicacao 7\ e dizemos que T aplica x em T(x). Se A e um subconjunto qualquer de V, 
o conjunto de todas as imagens T(x), para x em A, chama-se a imagem de A por meio 
da aptica^ao T e representa-se por T(A). A imagem do dominio V, T(V), e o contra- 
dominio de T. 

Suponhamos agora que V e W sao espagos lineares admitindo o mesmo conjunto 
de escalares e definamos uma transformagao linear do modo seguinte: 

DEFINICAo. Se V e W sao espapos lineares, uma fungao T: V— W diz-se uma trans- 
formafdo linear de V em W se possui as duas propriedades seguinies: 

(a) T{x + >) — T(x) 4- T(y) quaisquer que sejam x e y em V; 

(b) T(cx) = cT(x) para todo o x de V e todo o escalar c. 
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Estas propriedades significam que T preserva a adigao e a multiplicagao por escalares. 
As duas propriedades podem combinar-se numa unica formula que estabelece que 

T(ax + by) = aT(x) + bT(y) 

para todo o par (x, y) em V e quaisquer que sejam os escalares a e b. Por indugao, 
temos tambem a relagao mais geral 

para n elementos quaisquer x„ . . x„de V cn escalares quaisquer a, , . . . , a n . 

O leitor comprovara com facilidade que os exemplos seguintes sao transforma- 
goes lineares. 

EXEMPLO 1. A transformapao identidade. A transformagao T: V-* V, onde 7'(x) — x 
para todo o x em V, chama-se a transformagao identidade e representa-se por l ou 
por /„. 

EXEMPLO 2. A transformagao zero. A transformagao T. V-* V que aplica cada ele- 
mento de V em O chama-se a transformagao zero e representa-se por O. 

exemplo 3. Muitipiicaoao por um escalar fixo c. Aqui tem-se T: V—V, onde 
T{x)— cx, para todo o x de V. Quando c= 1, cai-se na transformagao identidade. 
Quando c = 0, e a transformagao zero. 

exemplo 4. Equates lineares. Sejam V - V„ e W— V m . Dados mn niimeros reais 
a h, onde / = 1 , 2, . . . , m e k = 1, 2, . . . , n, definamos T: V n -> V,„ do modo seguinte: 
T aplica cada vector x = (jc,, . . . , x„) de V„ no vector y = (y,,y 2 , . . . ,y m ) de V m segundo 
as equagoes 

n 

y = 2 a ilc x h para i = 1,2 m . 

fc=l 


exemplo 5. Produto interno com um elemento fixo. Seja V um espago euclidiano. 
Para um elemento fixo z .de V, definamos T: V'-> R do modo seguinte: Se x ^ V, entao 
T(x) = (x, z), o produto interno de x com z. 

EXEMPLO 6. Projecydo sobre um subespapo. Seja V um espago euclidiano e S um su- 
bespago de V com dimensao finita. Defina-se T: V-+S do modo seguinte: Se x £ V, 
entao 7 (x) e a projecgao de x sobre S. 

EXEMPLO 7. O operador derivayao. Seja V o espago linear de todas as fungoes reais 
/ derivaveis num intervalo aberto ( a , b). A transformagao linear que aplica cada fun- 
gao / de V na sua derivada /' chama-se o operador derivagao e representa-se por D. 
Assim temos D: V-* W, onde D(f)= f para todo o /em V. O espago W e formado 
por todas as derivadas /'. 
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EXEMPLO 8. O operador integrapao. Seja V o espapo linear de todas as funpoes reais 
continuas num intervalo [a, b\. Se / 6 V , defina-se g = T(f) como sendo aquela funpao 
de V definida por 


8(x) = £7(0* 


se a < x < b . 


Esta transformapao T chama-se o operador integrapao. 


2.2. Espapo nulo e contradominio 

Nesta Secpao, T representa uma transformapao linear de urn espapo linear V em um 
espapo linear W. 


TEOREMA 2.1. O conjunto 7'( V) (o contradominio de T) e um subespafo de W. Aiem 
disso, T aplica o elemento zero de V no elemento zero de W. 

Demonstracao: Para demonstrar que T(V) e um subespapo de W y necessitamos ve- 
rificar unicamente os axiomas de fecho. Tomemos dois quaisquer elementos de T(V), 
por exemplo T(x) e T(y). Entao T(x) + T{y) = T(x + y\ pelo que T{ x) + T(y) csta 
em T{V). Tambem, para qualquer escalar c temos cT{x)= T(cx), pelo que cT(x) 
esta em T{V). Deste modo, T(V) e um subespapo de W. Fazendo c = 0 na relapao 
T{cx) = cT(x), verificamos que T(0) = O. 


OEFINICAO O conjunto de todos os elementos de V que T aplica em O chama-se o 
espapo nulo de T e representa-se por N{T). Assim tem-se 

N(D = {x\x<=V e T(x) = O } . 

0 espapo nulo designa-se tambem por micleo de T. 


TEOREMA 2.2. O espapo nulo de T e um subespapo de V. 

Demonstrapao. Se x e y estao em N(T ), o mesmo se verifica com x + yecx qualquer 
que seja c, ja que 

T(x +y)= T(x) + T(y) = 0 e T(cx) = cT(x) = O . 

Os exemplos apresentados a seguir referem-se aos espapos nulos das transforma- 
poes lineares dadas na Secpao 2.1. 

EXEMPLO 1 . A transformapao identidade. O espapo nulo e {0(, o subespapo consis- 
tindo unicamente do elemento zero. 

EXEMPLO 2. A transformapao zero. Visto cada elemento de V ser aplicado no ele- 
mento zero, o espapo nulo e o proprio V. 
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EXEMPLO 3. Multiplicafdo por um escalar fixo c. Sc c ^ 0, o espago nulo contem 
unicamente O. Se c = 0, o espago nulo e V. 

EXEMPLO 4. Equates lineares. O espago nulo consiste de todos os vectores (x,, . . . , 
x„) de V„ para os quais 

n 

2 a ik x k = 0 P ara ' ' = 1.2 rn. 

EXEMPLO 5. Produto interno com um elemento fixo z. O espago nulo consiste de 
todos os elementos de V ortogonais a z. 

EXEMPLO 6. Projecfdo sobre um subespafo S. Se jc £ V, tem-se a unica decomposi- 
gao ortogonal j: = s + 5 j - (pelo teorema (1.15). Visto ser T(x) — s , tem-se T(x) — O 
se e so se x = e assim o espago nulo e S 1 , o complemento ortogonal de S. x 

EXEMPLO 7. Operador deriva$ao. O espago nulo e formado por todas as f undoes que 
sao constantes num dado intervalo. 

EXEMPLO 8. Operador integracao. O espago nulo contem unicamente a fungao 
zero. 


2.3. Nulidade e ordem 

Nesta Secgao T representa ainda uma transformagao linear de um espago linear V 
num espago linear W. Interessa-nos estabelecer uma relagao entre a dimensao de V, 
do espago nulo N(T) e do contradominio T(V). Se V tern dimensao finita, entao o 
espago nulo tambem tern dimensao finita, porque e um subespago de V. A dimensao 
de /V(7) chama-se a nulidade de T (dimensao do nucleo de T). No teorema que se 
segue prova-se que a contradominio tambem tern dimensao finita; a essa dimensao 
da-se o nome de ordem de T. 

TEOREMA 2.3 TEOREMA DE nulidade mais ORDEM. Se V e de dimensao finita. 
entao T(V)e tambem de dimensao fmita e tem-se 

(2.1) dim N(T) + dim T(V) = dim V. 


Por outras palavras. a nulidade mais a ordem de uma transformagao linear e igual a di- 
mensao do seu dominio. 

Demonstracao. Sejam n = dim V e e,, e 2 , . . . , e k uma base para N(T), onde k = dim 
N( T) g n. Pelo teorema 1.7, estes elementos formam uma parte de uma certa base 
de V, por exemplo a base 


• i ^*+r > 


( 2 . 2 ) 


e l > • • - . e k > e k+ 1 > 
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■- com k + r — n. Pretendemos provar que os r elementos 
(2.3) T(e k+l ), T(e k+r ) 

formam uma base para T{V) y o que prova que dim T(V) = r. Uma vez que k + r = n, 
isto tambem prova (2.1). 

.Demonstremos primeiro que os r elementos em (2.3) geram r(P). Se>> e T( V), temos 
y = T(x) para algum x em V, e podemos escrever x — c t e, + ... + c k+l £ l t+r . Daqui 
resulta 

*+r k k+r fc+r 

y = T(x) =2 c i T ( e .) = J. c t T ( e i) + 1 c ( T(e t ) = j c.iT{e>) 

i=l i— 1 i=k + 1 i=£+l 

visto que T(e,) — . . . = T{e k ) = O, o que demonstra que os elementos em (2.3) geram 

nn 

Vamos agora demonstrar que estes elementos sao independentes. Admitamos a 
existencia de escalares c k+l , . . . , c A+r tais que 

Jfc+r 

2 Ci T(e t ) = O . 

i=k + 1 

A hipotese anterior implica que 



pelo que o eiemento x = c k+i e k+i + . . . + c k+l e k+r pertence ao espapo nulo /V(7). Quer 
isto dizer que existem escalares c„ . . . , c k , tais que x — c,e ( + . . . + c k e ky pelo que se 
tera 

k k+r 

x - x = c,e i - 2 c i e i - ° ■ 

i — 1 i—k+l 

Mas uma vez que os elementos em (2.2) sao independentes, isto implica que todos os 
escalares c, sao nulos. Consequentemente, os elementos (2.3) sao independentes. 

Nota: Se V tern dimensao infinita, entao pelo menos urn dos dois N(T^) ou T( V) e 
de dimensao infinita. Uma demonstrapao disto e apresentada no Exercicio 30 da 
Secpao 2.4. 

2.4 Exercicios 

Em cada um dos Exercicios 1 a 10, define-se uma transformapSo T. V 2 -» K„ mediante a for- 
mula dada para T(x, y), onde (x,y) e um ponto arbitrario de V 2 . Em cada problema determinar 
se T e linear e, em caso afirmativo, definir o correspondente espapo nulo e contradominio, e 
calcular as suas nulidade e ordem. 
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1. T(x,y)^(y,x). 

2. T(x,y) = (x, -y). 

3. T(x,y)=(x, 0). 

4. T(x,y) = (x,x). 

5. T(x,y) = (x 2 , /) . 

Fazer o mesmo em cada urn dos Exercicios 
se indica. 


6 . T(x,y) = (e*,e v ). 

7- T(x,y) = (x, 1). 

8. T{x,y) = (x + 1.J + 1). 

9. r(^.7) = (x - j,x + y). 

10. T(x, y) = (2x - y, x + j) . 

II a 1 5, se a transformagao T: V 2 - F 2 for a que 


11. F imprime a cada ponto uma rotagao de um mesmo angulo <j> em torno da origem, isto e, T 
aplica um ponto de coordenadas polares ( r , 8) um ponto com coordenadas polares ( r , 8 + <f>), 
com <f> cpnstante. Alem disso T aplica O em si proprio. 

12. T aplica cada ponto no seu simetrico relativamente a uma recta dada passando pela origem. 

13. T aplica cada ponto no ponto (1, 1). 

14. T aplica cada ponto com coordenadas polares (r, 0) np ponto de coordenadas polares 
(2 r, 0). Alem disso, T aplica O em si proprio. 

15. T aplica cada ponto com coordenadas polares (r, 6) num ponto com coordenadas polares 

(r, 20). Alem disso, l aplica O em si proprio. __ 

Fazer o mesmo em cada um dos Exercicios 16 a 23 se a transformacao T: V 3 - V, se define pela 

formula dada por T{x, y, z), onde (x, y, z) e um ponto arbitrario de V,. 


16. T(x,y, z) = (z, y, x). 

17. T{x, y, z) = (x, y, 0). 

18. T(x,y, z) = (x, 2 y, 3z) 

19. T(x,y,z) = (x, y, 1) . 


20. F(x, y, z) = (x + 1 , y + 1 , z - 1 ) . 

21. T(x, y, z) ^ (x + l,y +2,z + 3). 

22. F(x, y, z) - (x,/,z 3 ). 

23. T(x, y, z) = (x + z, 0, x + y) . 


Em cada um dos Excrcicios 24 a 27, a transformacao T: V — V e a que se indica. Em cada um 
deles, determinar se T e linear. Se T for linear, dizer quais sao o espapo nulo e contradominio 
e calcular a nulidade e a ordem da transformagao, quando sejam finitas. 

24. Seja V o espapo linear de todos os polinomios reais.p(x) de grau < n. Se p € V, q = T(p) 
significa que q(x) = p(x + 1) para todo o real x. 

25. Seja V o espapo linear de todas as fungoes reals derivaveis no intervalo aberto ( — 1,1). Se 
/£ V, g = F(/), significa que g(x) = x/(x) para todo o x em ( — 1, 1). 

26. Seja V o espapo linear de todas as fungoes reais continuasem [a, b]. Se/G V,g= 7X/) signi- 
fica que 


g(x) =j*f(t)sen(x ~ t)dt para a <, x < b. 


27. Seja V o espapo de todas as fungoes reais duas vezes derivaveis num intervalo aberto (a, b). 
se y £ F, definir T(y) = y" + Py' + Qy, com P e Q constantes dadas. 

28. Seja V o espapo linear de todas as sucessoes reais convergentes lx„h Definir uma transfor- 
mapao T: F- V do modo seguinte: Se x = IxJ e uma sucessao convergente com limitea, 
seja T(x) = [y„ I, onde r„= a — x„ para n g 1. Provar que T e linear a dizer quais sao o es- 
papo nulo e o contradominio de T. 

29. Seja V o espapo linear de todas as fungoes reais continuas no intervalo [ —v, *]. Seja S o sub- 
conjunto de V formado por todas as fungoes /que satisfazem as tres equagoes 
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j" f(t)dt = 0 , J /(/) cos t dt «= 0 , J fit) sent dt = 0. 


(a) Provar que S e um subespapo de V. 

(b) Provar que S conlem as funpoes f{x) = cos nx e j\x) = sen nx para todo n = 2, 3, . . . 

(c) Provar que 5 tern dimensao finita. 

Seja T: V- V uma transformapao linear definida do modo seguinte: Se /£ V, g= T(f) 
significa que 


g(x) = j ^ {1 + cos (X - r)}/(/) dt . 


(d) Provar que T(V), o contradominio de T, tern dimensao finita e determinar uma base 
para T(V). 

(e) Determinar o espapo nulo de T. 

(0 Achar todo o real c *■ 0 e todas as funpoes / nao nutas de V tais que T(f) = cf (Observe-se 
que uma tal funpao pertence ao contradominio de T). 

30. Seja T: V- W uma transformacao linear de um espapo linear V em urn espapo linear W. Sc 
V possui dimensao infinita, demonstrar que pelo menos um dos TXl^ou N(T) tern dimensao 
infmita. 

I Sugestao: Suponhamos dim N(T) = k, dim T{V) = r e sejam e t , . . . , e k uma base de 

N(T) e e t , e k , e kk e kJr „ elementos independentes de V, com n > r. Os elementos 

7'(e lt+] ), .... T(e k+n ) sao dependentes uma vez que n > r. Utilizar esta conclusao para obter 
uma tal contradipao.l 

2.5. Operapoes algebricas relativas a transformapoes lineares 

Funpoes cujos valores pertencem ao espapo linear W podem somar-se entre si ou 
multiplicarem-se por escalares em W de acordo com a seguinte definipao. 

DEF1NICAO. Sejam S: V-W e T: K- W duas /undoes com um domirtio comum V e 
cujos valores estdo num espafo linear W. Se c e qualquer escalar em W, definimos a soma 
S + T e o produto cT pelas igualdades 

(2.4) (S + 'fj(x) = S(x) + T(x) , ( cT)(x ) = cT(x) 

para todo o x ae V. 

Interessa-nos particuiarmente o caso em que V e tambem um espapo linear com os 
mesmos escalares que W. Nesie caso designamos por ££{V, W) o conjunto de todas 
as transformapoes lineares de V em W. 

Se S e r sao duas transformapoes lineares de SC (V, W), e uma questao simples a 
verificapao de que 5 4- T e cT sao tambem transformapoes lineares de -SP ( V, W). Mais 
do que isso, ainda, com as operapoes acabadas de definir, o conjunto W) e ele 

proprio um novo espapo linear. A transformapao zero serve de elemento zero deste 
espapo e a transformapao ( - 1)7 e a simetrica de T. £ uma questao imediata a verifi- 
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cacao de que os dez axiomas para um espaco linear sao satisfeitos. Portanto, temos o 
seguinte. 

TEOREMA 2.4. 0 conjunto SC{V, W) de todas as transformacoes lineares de V emW 
e um espapo linear com as operates de adicdo e multi plicafdo por escalares definidas em 
(2.4). 

A operacao algebrica mais interessante que se efectua com as transformacoes li- 
neares e a composicao ou multiplicacdo de transformacoes. Esta opera^ao nao faz 
qualquer uso da estrutura algebrica de um espaco linear e pode definir-se, com toda a 
generalidade, de modo seguinte: 



DEFINICAo. Dados os conjuntos U, V e W, sejam T: U-* V uma furtfdo com dominio 
U e valores em V, e S: V-*W outra funcao com dominio V e valores em W. A composicao 
ST e a funcao ST: Ui-* W definida por 

(ST)(x) = S[r(x)] para todo o x em U 

Assim, para aplicar x mediante a composicao ST, aplicamos em primeiro lugar x 
por T e depois aplicamos TXx) por 5. Isto esta representado na figura 2.1. 

A composicao de funcoes reais tem-se encontrado repetidas vezes no nosso estudo e 
vimos que a operacao nao e, em geral, comutativa. Contudo aqui, como no caso das 
funcoes reais, a composicao satisfaz a propriedade associativa. 

TEOREMA 2.5. Se T: U -» V, S: V -» W, e R: W-* X sao tres funcoes, tem-se 

R(ST ) = ( RS)T . 

Demonstracao. Ambas as funcoes R{ST) e ( RS)T tem dominio U e valores em X: 
Para cada x de U, temos 
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[R(ST)](x) = *[(SD(x)] = *[S[n*)]] e I(JU)31(af) = (^S)[7X*)]-«[S[7T*)]], 

o que prova que R(ST) = ( RS)T . 

DEFINICAO. Seja T: K— V uma fungao que aplica V em si proprio. Dejinem-se as po- 
tencies inteiras de T por indugao do modo seguinte : 

T° — /, T n = TT" -1 para n > 1 . 

Aqui / representa a transformagao identidade. O leitor podera verificar que a pro- 
priedade associativa implied a regra T m T n = T nrtn , quaisquer que sejam os inteiros nao 
negativos men. 

O teorema que se enuncia a seguir mostra que a composigao de transformagoes li- 
neares e ainda linear. 

TEOREMA 2.6. Se U. V, W sao espagos lineares com os mesnios escalares e se T: (/-» V 
e S'. V-+ W sao transformagoes lineares, entao a composigao ST: U — W e linear. 

Demonstragao. Para quaisquer .r e y de U e quaisquer escalares a e b, temos 

(ST)(ax + by) = S[7(ax + by)] = 5[aT(x) + bT(y)] = aST(x) + bST(y) . 

A composigao pode combinar-se com as operagoes algebricas de adigao e multipli- 
cagao por escalares em ff) para dar origem ao seguinte: 

TEOREMA 2.7. Sejam U, V e W espagos lineares com os mesmos escalares, suponha- 
se que S e T pertencem a -£' ( V , W) e seja c um escalar qualquer. 

(a) Para qualquer J'ungdo R com valores em V, lem-se 

(S + T)R = SR + TR e ( cS)R = c(SR ) . ' 

(b) Para qualquer transformagao linear R: IT- (J. lem-se 

R(S + T) = RS + RT e R(cS) = c(RS) . 

A demonstragao e uma aplicagao imediata da defiriigao de composigao e e deixada 
ao leitor como exercicio. 

2.6. Inversas 

No nosso estudo das fungoes de uma variavel real aprendemos a conslruir novas 
fungoes por inversao das fungoes monotonas. Pretendemos agora generalizar o pro- 
cesso de inversao a uma classe mais geral de fungoes. 
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Dada uma funqiio T, e nosso objectivo encontrar, se possivel, oulra t'un^ao S cuja 
composiqao com T seja a trunsformaquo identica. Visto a composivao nao ser, em 
geral, comutativa, temos que distinguir TS de ST. Para tal introduzimos duas especies 
de funqoes inversas que chamamos inversa esquerda e inversa direita. 


DEFINICAO. Dados dois conjuntos V e W e uma Jitnydo T P-> W. diz-se que uma 
funyao S: T (V) -> V e a inversa esquerda de T se S I Y’(x)l — x para todo o x em V, isto 
e, se - 


ST^Iy, 

onde /yea transformaydo identidade em P. Uma junyao R: T{V)-> V diz-se inversa direi- 
ta de T se T\R (_>■)] = para todo o y em T ( P), isto e. se 

TR = fxtv) i 

com I j(v) a transformayao identidade em T( P). 

EXEMPLO. Uma funyao sem inversa esquerda. mas com duas inversas direitas. Seja 
V={\, 2} e W= {0}. Define-se T: P— W do modo seguinte: T(l) = T{2) — 0. Esta 
fun'cao admite duas inversas direitas R: W — ■ V e R': W -* V definidas por 

*(0)=I, jR'(0)=2. 

Nao e possivel definir-se uma inversa esquerda S , porque requereria 
1 = 5[r(l)] = 5(0) e 2 = 5[r(2)] = £(<)). 


Este exemplo simples poe em evidencia que as inversas esquerdas nao existem neces- 
sariamente e que as inversas direitas nao sao necessariamente unicas. 

Toda a fun^ao T\ P-» W tem, pelo nienos,’ uma inversa direita. Com efeito, caday 
de T(P) tem a forma y — T(x) para, pelo menos, um .v em V. Se escolhemos um tal 
x e definimos /?(j>) =. x, entao T'l /?(>■)[ = T(x) = y para cada y em T{V), pelo que R e 
uma inversa direita. A nao unicidade pode ocorrer devido a que pode haver mais do 
que um x de V que se aplique num >>de TfP). No teorema 16.9 provaremos que se cada 
y em T(V) e a imagem de um id x de P, entao a inversa direita e unica. 

Antes porem vamos demonstrar que se existe uma inversa esquerda, ela e unica e, 
ao mesmo tempo, e inversa direita. 

TEOREMA 2.8. Uma funyao T P-» W pode ter, quando muilo, uma inversa esquerda. 
Se T tem uma inversa esquerda S. entao S e lambent inversa direita. 
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Demonstragao. Admitamos que 7 possui duas inversas esquerdas, 5: 7(E) — E e 
S\ 7(E)- V. Escolhamos qualquer y dc T(V). Vamos provar que S(y) = S\v). Como 
y = T(x) para algum .v de V, temos 

S[T(x)] = x e S'[7(x)] = ;c, . 

visto que S e S'sao ambas inversas esquerdas. Deste modo S(y) = x e S'(y) = .r, pelo 
que S(>’) = S'(y) para todo o y em 7(E). Por conseguinte S = S', o que prova que a 
inversa esquerda e unica. 

Vamos agora demonstrar que toda a inversa esquerda S e tambem inversa direita. 
Escolhamos qualquer elemento y em 7(E). Pretendemos demonstrar que 7lS(y)) = y. 
Uma vez que ye 7(E), temos y= 7(.v) para algum x em E. Mas S e uma inversa 
esquerda, pelo que 

x = S[7(x)l = S(y). 


Aplicando 7, obtemos T(x)— 7tS(y)]. Mas y = 7(x), pelo que y— 71S(>’)1, o que 
completa a demonstrate. 

O teorema que apresentamos a seguir caracteriza todas as fungoes que admitem 
inversa esquerda. 


TEOREMA 2.9. Uma fungao T: V • W tern uma inversa esquerda se e so se 7 aplica 
elementos distintos de V em elemenios distintos de W , isto e, se e so se para quaisquer x 
e y de V. 

(2.5) x y implica T(x) -f- T(y) . 


biota: A condiqao (2.5) e equivalente a afirmagao 
(2.6) T(x) = T(y) implica x = y ■ 

Uma fungao T satisfazendo a (2.5) ou (2.6) para quaisquer x e y em V diz-se biunivoca em V. 

Demonstragao. Suponhamos que T tern uma inversa esquerda S e admitamos que 
7(x) =T(y). Desejamos provar que x = y. Aplicando S, encontramos Sl7(x)] = 
S[7(y)l. Visto que S17(.x)] = .x e S[7(y)] = y, isto implica x — y, o que prova que 
uma fungao com inversa esquerda e biunivoca no seu dominio. 

Demonstremos agora a propriedade inversa. Admitamos que 7 e biunivoca no seu 
dominio. Pretendemos provar a existencia de uma fungao S: 7(E) — V que sera a in- 
versa esquerda de 7. Se y€ 7(E), entao y= T(x) para algum x em V. Por (2.6), 
ex isle precisamente um x em V para o qual y = T{x). Definamos S(y) como sendo 
esse x. Isto e definamos S sob re 7(E) do modo seguinte: 
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S(y) = x significa que T(x)=y. 

Entao temos S(71(.v)] = x para todo o r em V, pelo que ST = l v . Desta maneira, a 
f'un<;ao S assim definida e a inversa esquerda de T. 

DEF1N1CAO. Seja T: V -» W biunivoca em V. A unica inversa esquerda de T ( que se 
sabe jd ser tambem inversa direita) representa-se por T~ ' Diz-se que T e invertivel e 
chama-se T ' a inversa de T. 

Os resultados desta Secqao dizem respeito a fungoes quaisquer. Vamos em seguida 
aplica-los a transforma<poes lineares. 

2.7. Transforma^oes lineares biunivocas 

Nesta Secgao, V e W representam espagos lineares com os mesmos escalares, e 
T: V -» W representa uma transformafao linear em S?(V, (V). A linearidade de T per- 
mite-nos exprimir de diversas maneiras a propriedade para que uma transformacao 
linear seja biunivoca. 

TEOREMA 2.10. Seja T: V— W uma transformacao linear cm Sf ( V , W). Sdo equiva- 
lentes as seguintes proposipoes: 

(a) T e biunivoca em V. 

(b) T e invertivel e a sua inversa T ': T{ V) V e linear. 

(c) Para todo o x em V. T (.v) = O. implica x = (). isto e. o espapo nulo N ( T) content 
unicamente o elemento zero de V. 

Demonstrapdo. Vamos demonstrar que (a) implica (b), (b) implica (c) e (c) implica 
(a). Admitamos que (a) e verdadeira. Entao T admite inversa T~' pelo teorema 2.9, a 
qual se vai provar que e linear. Consideremos dois quaisquer elementos u e v em 
T(V). Entao u = T(x) e v= T(y) para algum .v e algum y em V. Quaisquer que sejam 
os escalares a e b, temos 

an + bv = aT(x) + bT{y ) = T(ax + by). 


visto T ser linear. Daqui resulta, aplicando 7' 1 , 

T~ l (au + bv) — ax + by ~ aT"'(u) -\- bT~ l (v) _ 

pelo que T ' e linear. Por conseguinte (a) implica (b). 

Admitamos agora que .(b) e verdadeira. Tomemos urn .v qualquer em V para o qual 
T(x) = O. Aplicando T ', encontramos que x = T '(0)= O, visto T ' ser linear. As- 
sim concluimos que (b) implica (c). 

Finalmente, admitamos que (c) e verdadeira. Consideremos dois quaisquer elemen- 
tos u e ii em V com T(u) = T( v). Devido a linearidade, temos T(u—'v) = T(u)— Tljv) = 
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f O, pelo que u — v — O. Portanto, T e biunivoca em V, e a demonstraqao do teorema esta 
£ completada. 

Quando K tem dimensao finita, a propriedade da transformaqao ser biunivoca pode 
. ser formulada em termos de independence e dimensionalidade, como se indica no 
" teorema que apresentamos a seguir. 

TEOREMA 2.11. Se T: V- W e uma transformagao linear em£P(V, W) e V tem di- 
mensao finita, dim V = n, sao equivalentes as seguintes proposigoes: 

(a) T e biunivoca em V. 

(b) Se e x , , e p sao elemenlos independentes de V, entao T{e x ), ... , T(e p ) sao ele- 
ments independentes de 7( V). 

(c) dim T(V) = n. 

(d) Se {e ,. .... e„) e uma base de V. entao {TX^) 7X0} d uma base de T(V). 

Demonstragao. Vamos ainda aqui provar que (a) implica (b), (b) implica (c), (c) 
implica (d) e (d) implica (a). Admitamos que (a) e verdadeira. Sejam <?,, ...,e p ele- 
mentos independentes de V e consideremos os elementos r(e,), ..., T(e p ) em T{V). 
Admitamos que 

20X0 = 0 

j=i 

para certos escalares c„ .. . , c p . Devido a linearidade, obtemos 

T ( 2 — O , e por isso 2 c i e i = ° 

\t=i ) —i 

visto ser T biunivoca. Mas e„ ..., e p sao independentes, pelo que c, = ... = c f =Oe, 
por conseguinte, (a) implica (b). 

Admitamos agora que (b) e verdadeira. Seja {e,, . . . , e„) uma base de V. Devido a 
(b), os n elementos T(e t ), ..., T(e„) em T(V) sao independentes. Deste modo dim 
7\y)^n. Mas, pelo teorema 2.3, temos que dim 7(K) S n e, por conseguinte, 
dim T\V) = n, pelo que (b) implica (c). 

Admitamos agora que (c) e valida e seja {e,, . . . , e„\ uma base de V. Consideremos 
um elemento qualquery em T(V). Entao y = T(x) para algum x em V, pelo que se 
tera 

n n 

X = 2 c i e i » C por isso y — T(x) = 2 cJXe,) ■ 

t=l t=l 

Portanto {r(e,), ..., T(e„)\ gera T(V). Mas tinhamos admitido que dim T(V) = n, 
pelo que {7X?,), . . . , T(e„)) e uma base de T(V) e, por conseguinte, (c) implica (d). 
g, Finalmente, admitamos que (d) e verdadeira. Provaremos que T(x) = O implica 
i; x = O. Seja {e„ .:.,e„ \ uma base de V. Se x £ V, podemos escrever 
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n n 

X = 2 c i e i . e P° r isso T ( x ) = 2 c iT(e t ) ■ 

«=i «=i 

Se T(x) - O, entao c, = . . . — c„ — 0, visto que os elementos T(e x ), . . . , T(e„) sao in- 
dependentes. Assim sera x — O, pelo que T e biunivoca era V , o que significa que (d) 
implica (a) e o teorema esta demonstrado. 


2.8. Exerdcios 


1. Seja V = {0, 1}. Descrever todas as fun goes T: V -> V. N6 total sao quatro. Designando-as 
por T t , T z , T s e T t construir uma tabua de multiplicagao que mostre a composigao de cada 
par. Indicar quais das fungoes sao bium'vocas em V e definir as correspondentes inversas. 

2. Seja V — {0, 1, 2b Descrever todas as fungoes T: V-> V para as quais 7( V) V. Existem 
seis ao todo. Designando-as por 7j, . . . , T 6 construir uma tabua de multiplicagao mostrando 
a composigao de cada par. Dizer quais das fungoes sao biunivocas em V, e definir as suas 
inversas. 

Em cada um dos Exercicios 3 a 12, define-se uma fungao T: V 2 - K, pela formula dada para 
T(x, >’), onde (x, e um ponto arbitrario de V 2 . Determinar para cada um se Te biunivoca em 
V,. Caso afirmativo, definir o seu contradominio T(y 2 ); para cada ponto (m, v) em T(V 2 ), seja 
(x, y) = T~'(u, v) e dar formulas que determinem x e y cm fungao de u e v. 


3. T(x,y) = ( y , x) . 

4. T(x,y) - (x, -y) 

5. T(x,y) = (x, 0) . 

6. T(x, y) = (x, x) . 

7. T(x,y) = (x 2 ,/). 


8. T(x,y) = («■>«*). 

9. T(x,y ) = (x, 1). 

10. T(x, y) = (x + 1 ,y + 1). 
U. T(x,y) = (x - y, x + y) . 
12. T(x,y) = (2x — y,x +>-). 


Em cada um dos Exercicios 13 a 20, define-se uma fungao T: V , - V } pela formula dada para 
T(x, y , z), onde (x, y, z) e um ponto arbitrario de V Em cada hipotese, determinar se T e 
biunivoca em V,. Caso afirmativo, deduzir o seu contradominio para cada ponto (u, 

v, n>) em T(V ',), seja (x, y, z) = T’'(u, v, w) e dar formulas para a determinagao de x, ye z em 
fungao de u, v e »v. 


13. T(x,y,z) = (z,y, x) 

14. T(x,y,z) = (x, 0). 

15. T(x,y,z) = (x,2/, 3z). 

16. T(x,y, z) = ( x,y , x + y + z) . 


17. T{x,y,z ) = (x + \,y + l,z - 1). 

18. T(x,y,z) = (x + l,y + 2, z + 3). 

19. T(x, y, z) — (x, x + y, x + y + z) . 

20. T(x,y, z) = (x +y,y + z,x +z). 


21. Seja T: V -* V uma fungao que aplica V sobre si proprio. Inductivamente, definem-se po-. 
tencias pel as formulas T" = I, T n = 7T’ rl para n S 1 . Provar que a propriedade associativa 
para a composigao implica a regra T n< T n - T m *" Se T c invertivel, provar que T n e tam- 
bem invertivel c que (7’") 1 = (7" ')". 

Nos Exercicios 22 a 25, S e T representam fungoes com dominio V e valores em V. Em geral, 

ST TS. Se ST = TS, dizemos que S e T cornuiam { ou permutam). 

22. Se S e T comutam, provar que (ST)" = S n T n para quaisquer inteiros ngO. 

23. Se S e T sao invertiveis e comutam, provar que ST e tambem invertivel e que (S7^ ’ = 
T 'S~' ou, por outras palavras, a inversa de ST e a composigao das inversas, tomadas por 
ordem inversa. 

24. Se S e T sao invertiveis e comutam, provar que as respectivas inversas tambem comutam. 
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5 25. Seja V um espago linear. Se S e T comutam, provar que 


(S 4- Tf = S 2 + 1ST + T 2 e (S + Tf = S 3 + IS^T + 3ST 2 + T 3 . 

Indicar corao devem modificar-se estas formulas se ST =t= TS. 

26. Sejam S e T transformagSes lineares de P, em V, definidas pelas formulas S(x, y, z) = 
(z, y, x) e T(x, y, z) = (x, x + y, x + y + z), com (x, y, z) um ponto arbitrario de P 3 . 

(a) Determinar a imagem de (x, y, z) sob cada uma das transformagoes seguintes: ST, TS, 
ST- TS, S\ T\ (ST) 2 , (TS) 2 , (ST- TS) 2 . 

(b) Provar que S c T sao biunivocas em V } e determinar a imagem de (u, v, w) sob cada 
uma das seguintes transformagoes: S'\ T~\ (ST)' 1 , (TS)' 1 . 

(c) Determinar a imagem de (x, y, z) sob (T— /)' I para cada n > 1. 

27. Seja V o espago linear de todos os polinomios reais p(x). Represente D o operador deriva- 
gao e seja T o operador integragao que aplica cada potinomio p num polinomio q dado por 
q(x) = j $p(t)dt. Provar que DT = I y mas que TO -p I y . Descrever o espago nulo e o con- 
tradominio de TO. 

28. Seja V o espago linear de todos os polinomios reais p(x). Represente d? o operador deriva- 
gao e seja T a transformagao linear que aplica p(x) em xp'(x). 

(a) Seja p(x) = 2 + 3x — x 2 + 4x 3 e determinamos a imagem de p sob cada uma das seguintes 
transformagoes. 

D, T, DT, TD, DT- TD, TD 1 -D 2 T 2 . 

(b) Determinar os polinomios p de V para os quais T(p) - p. 

(c) Determinar os polinomios p Ac V para os quais (DT — 2 D)(p) — O. 

(d) Determinar os polinomios p de V para os quais (DT— TD)"(p) = D n (p). 

29. Sejam V e D como no Exercicio 28, mas seja T uma transformagao linear que aplica p(x) 
em xp(x). Provar que DT — TD — / e que DT n — T n D = nT para n > 2. 

30. Sejam S e T de ST(V, P) e admita-se que ST— TS = l. Provar que ST"— T"S = r\T n -' para 
todo n > 1 . 

31. Seja V o espago linear de todos os polinomios reais p(x). Sejam R, S e T fungdcs que apli- 
cam um polinomio arbitrario p(x) = c 0 + c,x + . . . + c n x n de V no polinomio r(x), s(x) e 
t(x), respectivamente, onde 

r(x) = /HO) , s(x) = 2 = 2 c ^ k+l • 

k - 1 k = 0 

(a) Seja p(x) = 2 + lx — x 2 + x 3 e determinar a imagem de p sob cada uma das seguintes 
transformagoes: R, S, T, ST, TS, (TS) 2 , T>S 2 , S 2 T ! , TRS, RST. 

(b) Provar que R, S e T sao lineares e determinar o espago nulo e o contradominio de cada 
uma. 

(c) Provar que T e biunivoca em V e determinar a sua inversa. 

(d) Sen £ l, exprimir (TS)"e S n T n em fungao de I c R. 

32. Considerar o Exercicio 28 da Secgao 2.4. Determinar se T e biunivoca em V. Caso afirma- 
tivo, dizer qual e a sua inversa. 
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2.9. Transformagoes lineares com valores dctcrminados 

Se V tem dimensao finita, podemos sempre construir uma transformagao linear 
T: V-* W com valores determinados para os elementos duma base de V, como se ex- 
plica no seguinte: 

TEOREMA 2.12. Se e e„ constitui uma base de um espafo linear n-dimensional 

V e u, u„ sao n elementos arbitrarios de um espaco linear W, entao existe uma e 

uma so transformagao linear T: V -» W tal que 

(2.7) T(e k ) = u k para k = 1 , 2 n . 

Esta transformagao T aplica um elemento arbitrario x de V do modo seguinte: 

n n 

(2.8) Se x = ^ x k e k , entao T(x) = 2 x k u k 

Jt— 1 *=1 


Demonstrapao, Cada x de V pode exprimir-se de uma unica maneira como combi- 
nagao linear de .. . , e „ , sendo os coeficientes x„ x„ as componentes de x na 

base ordenada (e„ . . . , e„). Se definimos T por (2.8), e uma questao imediata a verifi- 
cagao de que T e linear. Se x — e k para certo k, entao todas as componentes de x sao 
0, excepto a de ordem k, que e 1, pelo que (2.8) da T(e*) = «*, como se pretendia 
provar. 

Para demonstrar que existe unicamente uma transformagao linear satisfazendo (2.7), 
designamos por 7” outra transformagao e calculamos T\x). Encontramos 


T’(x) = T r ( 2 = X x k T'(e k ) = 2 x k u k — T(x) . 

\*=1 / Jt-l k-l 

Visto que T\x) = T(x) para todo o x em F, temos T'— T, o que completa a demons- 
tragao. 

EXEMPLO. Determinar a transformagao linear T: P 2 -» V 2 que aplica os elementos 
base / = (1, 0) ej — (0, 1) do modo seguinte: 


T(i) = i+j, T(j) = 2i -j: 

Resolugao. Se x = x x i + xj e um elemento arbitrario de V 2 , entao T(x) e dada por 


T(x) = x t T(i) + x 2 T(j ) = x x (i +j) + x t (2 i -j) = (x, + 2 x 2 )i + (x, - x 2 )j . 
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2.10. Representapao matricial das transformapoes lineares 

O teorema 2.12 mostra que uma transformapao linear T: V -* W de um espapo linear 
de dimensao finita V Oca completamente determinada pela sua acpao sobre um dado 
conjunto de elementos de uma base e,, e 2 , e n de V. Suponhamos agora que o es- 
papo W tern tambem dimensao finita, por exemplo dim W — m e seja w,, . . . , w n uma 
base de W. (As dimensoes men podem nao ser iguais.) Visto T ter valores em W, 
cada elemento T{e k ) pode representar-se de maneira unica, como uma combinapao 
linear dos elementos de base w,, w 2 , .... w m , a saber 

m 

T(e k ) = 2 Uk w ii 
1-1 

onde t lk , t mk sao as componentes de T(e k ) na base ordenada (tv,, w 2 , 
Disporemos verticalmente o m-sistema (r, fo . . . , / ^ do modo seguinte: 


(2.9) 


Esta disposipaO chama-se um vector cotuna ou uma matriz coluna. Teremos um tal 
vector coluna para cada um dos n elementos T(e t ), T(e„). Colocamo-los lado a 
lado, encerrando-os por um par de parentesis rectos de modo a obter-se a seguinte 
disposipao rectangular. 



Este arranjo diz-se uma matriz formada por m linhas e n colunas. Chamamo-la uma 
matriz m por n ou uma matriz mx n. A primeira linha e uma matriz 1 x n (f,„ t l2 , 
. ... t,„). A matriz m X 1 destacada em (2.9) e a coluna de ordem k. Os escalares t ik 
estao afectados de dois indices, indicando o primeiro (o indice /) a linha, e o segundo 
(o indice k) a coluna em que se situa t ik . Chamamos a t ik o elemento ik da matriz. 
Tambem se utiliza por vezes uma notapao mais compacta 
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para presentar a matriz cujo elemento ik e 

Assim, cada transforma^ao linear T de um espa^o n dimensional V sobre um es- 
paco m dimensional W da lugar a uma matriz m X n, cujas colunas sao as com- 
ponentes de T(e,), T(e„) relativamente a base (w„ . . . , w m ). A matriz considerada 

define a representafdo matricial de T relativamente a escolha de bases ordenadas 
(e u . . . , e„) para V e (w,, . . . , w m ) para W. Uma vez conhecida a matriz {t ik ), as com- 
ponentes de qualquer elemento T(x) relativamente a base (w„ w m ) pode determi- 
nar-se como se indica a seguir. 

TEOREMA 2.13. Seja T uma transformacao linear em &(V, W), onde dim V—ne 

dim W = m e sejam (e t , . . . , e„) e ( w, w m ) bases ordenadas de V e W, respectiva- 

mente, e seja (t lk ) uma matriz mx n cujos elementos sao definidos pelas equafdes 


( 2 . 10 ) 


m 


T(e k ) = X . 

i=i 


pard k = 1, 2 , .... n . 


Entao um elemento arbitrario 

71 

(2.11) x 

i-i 

de V com componentes (x„ .... x n ) relativamente a (e„ ..., e„) e aplicado por T num 
elemento 

(2.12) T(x) = f y t w t 

i=l 

de W com componentes O’,, . . . relativamente a (iv,, . . . , w m ). Osy- t estao relacionados 
com as componentes de x mediante as equafdes lineares 


(2.13) 


71 


?.■ = S ‘ik x k 
1=1 


para i = 1, 2, . . 


m . 


Demonstrafdo. Aplicando T a cada membro de (2.11) e considerando (2.10), ob- 
temos 

n n 7n m t fi \ m 

T(x) = 2 x k T(e k ) = X*i X t tk w { = X 2l.i*i) = 2 JW» 

1=1 1=1 i=l i= 1 \k=l } i=l 

onde cada y { e dado por (2. 1 3), o que completa a demonstragao. 

Tendo escolhido um par de bases (e,, ej e (w,, . . . , wj para VcW, respectiva- 
mente, toda a trarisformagao linear T: K— W admfte numa representagao matricial 
(tik)- Inversamente, se dispomos mn escalares conforme os elementos da matriz (t ik ) e 
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;VV- 

: escolhemos uni par de bases ordenadas para Ve W, entao e facil provar que existe pre- 
: cisamente uma transformacao linear T: V-* W tendo aquela rcprcsentagao matricial. 
Definimos muito simplesmente T com os elementos base de V por intermedio de 
(2.10). Entao, pelo teorema 2.12, existe uma e uma so transformacao linear T: V W 
com aqueles valores previamente determinados. A imagem T(x) de um ponto arbitra- 
rio x de V e entao dada pelas equapoes (2.12) e (2.13). 

EXEMPLO l. Construfdo de uma dada transformacao linear a partir de uma matriz 
dada. Suponhamos que partimos com a matriz 2 X 3 de elementos 

'3 1 -2" 

10 4.' 

Escolhamos as bases usuais de vectores unitarios coordenados para e V 2 . Entao, a 
matriz dada representa uma transformacao linear T : V,-* V 2 a qual aplica um vector 
arbitrario (x„ x 2 , x 3 ) de V, no vector (>\, >- 2 ) de V 2 segundo as equates lineares 

Ji = 3*! + x 2 — 2xj , 


y 2 = x 2 + 0x 2 + 4x 3 . 

EXEMPLO 2. Construfdo da representacao matricial de uma transformacao linear dada. 
Seja V o espaco linear de todos os polinomios reais p(x) de grau < 3. Este espaco tem 
dimensao 4, e escolhamos a base (1, x, x 2 , x 3 ). Seja D o operador derivacao que aplica 
cada polinomios p(x) em V na sua derivada p\x). Podemos considerar D como uma 
transformaQao linear de V em W, onde W e o espaco tridimensional de todos os poli- 
nomios reais de grau < 2. Em W escolhemos a base (1, x, x 2 ). Para determinar a re- 
presentacao matricial de D, relativamente a esta escolha de bases, transformamos 
(derivamos) cada elemento da base de V e exprimimo-lo como uma combinac&o li- 
near dos elementos da base de W. Assim, encontramos 

D( 1) = 0 = 0 + Ox + 0x s , £>(x) = 1 = 1 + Ox + Ox*. 

D{x 3 ) = 2x = 0 + 2x + Ox 2 , D(x 3 ) — 3x 2 = 0 + Ox -(- 3x 2 . 


Os coeficientes destes polinomios determinam as colunas da representacao matricial 
de D. Deste modo, a representacao pedida vem dada pela matriz 3x4: 

'0 10 0 ' 

0 0 2 0 . 

0 0 0 3 
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Para evidenciar o facto de que a rcpresentapao matricial depende nao so dos ele- 
mentos das bases mas tambem da respectiva ordem, invertamos a ordem dos elementos 
da base de W e utilizemos, em seu lugar, a base ordenada (x 2 , x, I). Entao os elementos 
da base de V sao transformados nos mesmos polinomios obtidos atras, mas as com- 
ponentes destes polinomios relativamente a nova base (x 2 , x, I) aparecem por ordem 
inversa. Portanto, a representatao matricial de D vem agora 

"0 0 0 3‘ 

0 0 2 0. 

0 10 0. 

Calculemos uma terceira representagao matricial para D, usando a base (1, I + x, 

1 + x + x 2 , 1 -f x + x 2 + x 3 ) para K, ea base (1, x, x 2 ) para W. Os elementos da base 
de V transformam-se do modo seguinte: 

Z>(1) = 0, Z>(l+x) = l, D{\ + x + x 2 ) = 1 •+ 2x, 

D{\ + x + x* + x 3 ) = 1 + 2x + 3x a , 
pelo que a representa^ao matricial vem, neste caso, 

'0 111' 

0 0 2 2. 

0 0 0 3. 

2.1 1. Const rucao de uma representacao matricial na forma diagonal 

Uma vez que e possivel obter diferentes representa^Ses matriciais de uma dada 
transformatao linear por diferentes escolhas de bases, e natural tentar a escolha de 
bases de maneira que a matriz resultante tenha uma forma particularmente simples. 
O teorema que enunciaremos a seguir mostra que podemos fazer com que todos os 
elementos da matriz sejam nulos, excepto possivelmente ao longo da diagonal par- 
tindo do canto superior esquerdo da matriz. Esta diagonal sera formada por uma fi- 
leira de elementos 1 seguidos de zeros, sendo o numero de I igual a ordem da trans- 
forma^ao. Uma matriz (/,*) com todos os elementos l ik - 0 quando \i= k chama-se 
matriz diagonal. 

TEOREMA 2.14. Sejam V e W espaQos lineares de dimensao finita. com dim V = n e 
dim W = m. Admita-se que T G J5?( U, W) e represente r = dim T(V) a ordem de T. Exis- 
tem entao uma base para V (e,, . . . , e n ), e uma base (w,, .... w„) para W tais que 

T(e t ) = tv,- para ‘ — 1,2, , 


(2.14) 


r. 
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e 

(2.15) T(e t ) = O para i = r + 

Por conseguinte. a matriz (/,*) de T relativa a estas bases tern todos os elementos zero, 
excepto para os r elementos da diagonal 

hi — ht ~ ' ' ‘ ” hr = 1 • 

Demonstracao: Construimos, em primeiro lugar, uraa base para W. Porque T( V) e 
um subespaqo dc W com dim T(V) = r, o espaqo T{V) tern uma base de r elementos 

em W, sejam w,, tv 2 w r . Pelo teorema 1 .7, estes elementos formam um subconjunto 

de uma certa base de W. Deste modo podemos juntar os elementos w r+l , . w m de 
modo que 

(2.16) ,w r , mv +1 , . ■ - , w m ) 
seja uma base de W. 

Seguidamente construimos uma base para V. Cada um dos primeiros /•elementos 
h>, em (2.16) e a imagem de pelo menos um elemento de V, Escolhamos um tal ele- 
mento de V e designemo-lo por e,. Entao T{e,) = w , para /= 1, 2, . . . , r pelo que (2.14) 
e satisfeita. Seja agora k a dimensao do espaqo nulo N(T). Pelo teorema 2.3 temos 
n — k + r. Visto ser dim N{T) — k, o espa<?o N{T^) admite uma base formada por k ele- 
mer .os de V, que designamos por e r+l , ..., e r+ *. Para cada um destes elementos, a 
equaqao (16.15) e satisfeita. Portanto, para completar a demonstracao, devemos provar 
que o conjunto ordenado 


(2.17) (e, 

> • • • > e r , ^r+l > • • • > e r+k) 

e uma base para V. Porque dim V — n = r + k, necessitamos unicamente mostrar que 
estes elementos sao independentes. Suponhamos que certa combinacao linear deles 
seja zero, por exemplo 

r+k 

(2.18) 2 CA = 0. 

i - 1 

Aplicando T e usando as equates (2.14) e (2.15) encontramos 


r+k r 

2 c iT(e t ) = Xh w i = O. 

•-1 <=l 

Mas w,, . . ., w r sao independentes e por isso c, = . . . = c r = 0. Daqui resulta que os / 
primeiros termos em (2.18) sao zero, pelo que (2.18) se reduz a 
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r+k 

2 c ( e< = O . 


<=r+l 


Mas e r+ „ .... e r+k sao independentes visto lormarem uma base para jV(T). e por isso 
c, +l = ... = c r+k = 0. Porque todos os c ; em (2.18) sao nulos, os elementos de (2.17) 
formam uma base para V, e o teorema esta demonstrado. 

EXEMPLO. Consideremos o Exemplo 2 da Secpao 2.10, onde Dio operador deri- 
vapao que aplica o espapo V dos polinomios de grau < 3 no espapo W dos polinomios 
de grau < 2. Neste exemplo, o contradominio T(V)= W , pelo que T tem ordem 3. 
Aplicando o metodo usado para demonstrar o teorema 2.14 definimos uma base qual- 
quer para W, por exemplo a base (1, x, x 2 ). Urn conjunto de polinomios de V que se 
aplica nestes elementos e (x, jx 2 , jx 3 ). Amplia-se este conjunto para obtermos uma 
base para V juntando-lhe o polinomio constante 1, o qual e uma base para o espafo 
nulo-de D. Deste modo, se utilizamos a base (x, jX 2 , jx 3 , 1) para Kea base (1, x, x 2 ) 
para W, a correspondente representa^ao matricial para D tem a forma diagonal 

"1 0 0 0 " 

0 10 0 . 

0 0 10 


2.12. Exercicios 

Em todos os exercicios . em que intervenha o cspapo vectorial V„, considera-se a base usual 
formada pelos vectores coordenados unitarios, a menos que se diga expressamente ocontrario. 
Nos exercicios relativos a matriz de uma transformacao linear T: V -* W com V = W, toma-se a 
mesma base quer em V quer em W, a menos que seja indicada outra escolha. 

1. Determinar a matriz de cada uma das seguintes transformacbes lineares de V„em V„: 

(a) a transformapao identidade. 

(b) a transformapao zero. 

(c) multiplicapao por um escalar dado c. 

2. Determinar a matriz de cada uma das seguintes projecp&es. 

(a) 71 ^ V z , onde T(.v„ x„ x,) - (x„ x 2 ). 

(b) T: V , - Fj, onde F(x„ x„ x,) = (x 2 , Xj). 

(c) T: V s -► V ly onde r(x„ x 2 , x } , x 4 , x 5 ) = (x 2 , x 3 , x 4 ). 

3. Uma transformapao linear T: V 2 - V 2 aplica os vectores da base i e j da maneira seguinte: 


no-t+j. TU) = 2i-j. 


(a) Calcular 7(3« - 4/) e r 3 (3* — 4 J) em funpao de i e j. 

(b) Determinar as matrizes de 7'e T 2 . 

(c) Resolver a alinea (b) se a base («,/) e substituida por (e,, e 2 ), onde e, — i — j , e 2 = 3 « + j. 

4. Uma transformapao linear T: V % -> V z define-se do modo seguinte: Cada vector (x, y) trans- 
forma-se no seu simetrico relativamente ao eixo OY.e depois duplica-se oseu comprimento 
para se obter 7"{x, >>). Determinar a matriz de 7’e de T 1 . 

5. Seja T: V 3 -+ V , uma transformapao linear tal que 
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T(k) = 2« + y + 5k, T(j + k)=i, T(i +j + k) =j - k. 

(a) Calcular T(i + 2 j + 3 k) e determinar a nulidade e ordem de T. 

(b) Determinar a matriz de T. 

6. Para a transformacao linear do Exerdcio 5, escolham-se ambas as bases defmidas por 
(e,, e 2 , e } ), onde e , = (2, 3, 5), e 2 = (1, 0, 0), e 2 — (0, 1, — 1); determinar a matriz de T relativa 
as novas bases. 

7. Uma transformacao linear T: V } -» V 2 aplica os vectores da base da maneira seguinte: 
T(«) = (0, 0), T(j) = (1, 1), T(k) = (1, - 1). 

(a) Calcular T (4i + k) e determinar a nulidade e a ordem de T. 

(b) Determinar a matriz de T. 

(c) Usar a base (i, j, k) de V 2 e a base (w„ w 2 ) de V 2 com w, = (1, 1), w 2 = (1, 2). Determinar 
a matriz de T relativa a estas bases. 

(d) Determinar bases (e„ e 2 , e 3 ) de V 2 e (w,, w 2 ) de V 2 , relativamente as quais a matriz de T 
tenha a forma diagonal. 

8. Uma transformacao linear T. V 2 -» V, aplica os vectores da base do modo seguinte: T(i) = 
(I, 0, 1), T(j) = (—1,0, I). 

(a) Calcular T{2i — 3 j) e determinar a nulidade (dimensao do nucleo) e a ordem T. 

(b) Determinar a matriz de T. 

(c) Achar bases (e,, e 2 ) para V 2 e (w,, w 2 , w,) para E, para as quais a matriz de Ttem a forma 
diagonal. 

9. Resolver o Exerdcio 8 se T(i) = (1, 0, 1) e T(j) - (I, I, 1). 

10. Sejam V e W espaqos lineares, cada um com dimensao 2 e ambos com a base (e„ e 2 ). Seja 
T. V-* W uma transformacao linear tal que 

+ e 2 ) = 3cj + 9e 2 , T(3<?j + 2e 2 ) = le 2 + 23e 2 . 

(a) Calcular T(e 2 — e,) e determinar a nulidade e a ordem de T. 

(b) Determinar a matriz de T relativa a uma base dada. 

(c) Utilizar a base (e„ e 2 ) para V e determinar uma nova base da forma (e, + ae 2 , 2e , + be 2 ) 
para W, relativamente a qual a matriz de T tera a forma diagonal. 

No espaco linear de todas as funcoes reais, cada um dos conjuntos seguintes e independente e 
gera um subespaqo V de dimensao finita. Utilizar o conjunto dado como base para V e seja 
D: V-* V o operador derivaqao. Em cada caso determinar a matriz de D e de D 1 , relativa a base 
que se indica. 

11. (sene, cos x). 15. (-cos x, sen x). 

12. (I.r.c 1 ). 16. (senx, cosx, xsenx, xcosx). 

13. (1, 1 + x, 1 + x + e x ). 17. (e*senx, e*cosx). 

14. (e*,xe*). 18. (e 21 sen 3x, e 2 * cos 3x). 

19. Escolher a base (1, x, x J , x J ) no espaco linear V de todos os polinomios reais de grau < 3. 
Representando D o operador derivacao, seja T: V- V a transformacao linear que aplica 
p(x) em xp'(x). Relativamente a base dada, determinar a matriz de cada uma das seguintes 
transformacoes: (a) T: (b) DT; (c) 77); (d) 77) - 7)7'; (e) P; (f) VD l - 7) 2 P. 

20. Considerar o Exercicio 19. Seja W aimagemde V pela transformacao 77). Determinar bases 
para V e para W relativamente as quais a matriz de 77) tern a forma diagonal. 
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2.13. Espagos lineares de matrizes 

Vimos como as matrizes se apresentam de uma maneira natural, como represen- 
tagoes de transformagdes lineares. Mas as matrizes podem tambem considerar-se 
como existentes por direito proprio, sem necessariamente estarem ligados as trans- 
formagdes lineares. Consideradas como tal, formam outra classe de objectos matema- 
ticos relativamente aos quais podem definir-se operates algebricas. A ligagao com 
as transformagdes lineares serve como motivagao para estas definigdes, mas esta li- 
gagao sera ignorada por agora. 

Sejam men dois inteiros positivos e I m „ o conjunto de todos os pares de inteiros 
((, j) tal que 1 < i < m, 1 < j < n. Qualquer fungao A cujo dominio e I m n chama-se uma 
matriz m X n. O valor da fungao A (;, j) chama-se o elemento ij da matriz e representa-se 
por a t j. Habitualmente dispoem-se todos os valores da fungao num rectangulo por 
intermedio de m linhas e n colunas, como se indica 

a li a 12 ‘ ‘ ’ a ln ~ | 

**2l ^22 


L a ml a mZ 

Os elementos a tj podem ser objectos arbitrarios de natureza qualquer. Usualmente 
serao numeros reais ou complexos, mas por vezes e conveniente considerar matrizes 
cujos elementos sao de outra natureza, por exemplo fungoes. Tambem podemos re- 
presentar as matrizes na notagao mais compacta 

A = bu A = (aij). 

Se m = n, a matriz diz-se quadrada. Uma matriz 1 X n diz-se uma matriz linha e uma 
matriz m x 1 diz-se uma matriz coluna. 

Duas fungoes sao iguais se e so se tiverem o mesmo dominio e tomarem os mesmos 
valores em cada elemento do dominio. Visto que as matrizes sao fungoes, duas ma- 
trizes A = (aij) e B = {b^) sao iguais se e so se tiverem o mesmo numero de linhas e de 
colunas, e forem iguais os elementos a«= by para todo o par (/, j), 

Supondo agora que os elementos da matriz sao numeros (reais ou complexos), vamos 
definir a adigao de matrizes e a multiplicagao por escalares pelo mesmo metodo usado 
para fungoes reais ou complexas quaisquer. 





DEFINICAO. Se A — ( ay ) e B = (by) sao duas matrizes mx n e se c e urn escalar qual- 
quer, dejinem-se as matrizes A + B e cA do modo seguinte: 


A + B = (a {i + Z>„), cA = (ca u ) . 
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A soma define-se unicamente quando A e B sao do mesmo tipo m X n (mesmo niimero de 
' linhas e mesmo numero de colunas ). 


EXEMPLO. Se 


" 1 

2 

-3* 


'5 

0 

r 




e D = 




.-I 

0 
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-2 

3_ 


temos pois 


j 
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r- 

<N 

1 

o 

i 

, 2 A = 

1 

00 

© 

<N 

1 

} 

> 

(-1)5 = 

-1 2 — 3_ 


Definimos a matrix nula O , como sendo a matriz mxnna qual todos os elementos 
sao 0. Com estas definicoes e um exercicio simples verificar que o conjunto detodas 
as matrizes my. n define um espaco linear. Representamos este espaco linear por M m 
Se os elementos sao numeros reais, o espaco M m „ e um espaco linear real. Se os ele- 
mentos sao complexos, M m „ e um espaco linear complexo. E igualmente facil provar 
que este espaco tern dimensao mn. Com efeito, uma base para M m n consiste de mn 
matrizes, tendo cada uma delas um elemento igual a 1 e todos os outros iguais aO. 
Por exemplo, as seis matrizes 
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> 

.0 0 1. 


formam uma base para o conjunto de todas as matrizes 2x3. 

2.14. Isomorfismo entre transformacoes lineares de matrizes 

Voltamos agora a relapao entre matrizes e transformacoes lineares. Sejam V e W 
espaqos lineares de dimensao finita, com dim V= n e dim W = m. Escolhamos uma 
base (e,, . . . , e„) para V e uma base (w,, . . . , w„) para W. Nesta discussao estas bases 
consideram-se fixas. Seja ^(V, W) o espaco linear de todos as transformacoes lineares 
de V em W. Se Te W), seja m(T) a matriz de T relativamente as bases dadas. 

Lembramos que m(T) se define como segue: 

A imagern de cada elemento base e k exprime-se como uma combinacao iineardos 
elementos da base de W: 

m 

(2.19) ne k ) = 2 para k = 1, 2, . . . , n . 

1=1 

Os coeficientes escalares t jk sao os elementos ik de m(T). Assim temos 
(2-20) m(T) = 
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A equagao (2.20) define uma nova funqao m cujo dominio e J?(V, W ) e cuyos valo- 
res sao matrizes de M m „. Uma vez que cada matriz mxnea matriz m{T) para algum 
T cm JP(V, fV), o contradominio de m e M m O teorema que apresentamos aseguir 
mostra que a transformagao hr. d£ (V, W)— M m _„ e linear e biunivoca em £C{V, tV). 


TEOREMA 2.15. TEOREMA DO ISOMORFISMO. Para todo S e todo T em & (V, W) e 
todo escalar c, tem-se 

m(S + T) = m(S) + m(T) e m(cT)—cm(T). 

Alem disso, 

m(S) = m{T) implica S — T, 


pelo que m e biunivoca em V, W). 

Demonstracao. A matriz m{T) e formada pelos coeficientes r,-*de (2.19). Analoga- 
mente, a matriz m(S) e formada pelos coeficientes Sjk nas equagoes 

m 

(2.21) 5(6*) = 2 s ik w i para k — 1,2, ... ,n. 

i = 1 

Uma vez que se tem 

m n 

( S + T)(e k ) = J (s ik + l ik )w f e (cT)(e k ) = 2 («>< , 

obtemos m(S + T) — (s ik + /,*) = m(S) + m(T) e m(cT) = (ct l/k ) = cm(T), o que provoca 
que m e linear. 

Para provar que m e biunivoca, suponhamos que m(S) = m(T), onde S = (5,*) e 
T — ( t ik ). As equagoes (2.19) e (2.21) mostram que Sie k ) = T(e k ) para cada elemento da 
base e k , pelo que Sf*) = T(x) para todo x de V, e por conseguinte S = T. 

Nota: A fungao m chama-se urn isomorfismo. Para uma dada escolha das bases, 
m estabelece uma correspondence biunivoca entre o conjunto de transformagSes li- 
neares, Se{V, H) e o conjunto M m „ de matrizes m x n. As operagoes de adigao e 
multiplicagao por escalares conservam-se atruves desta correspondence. Os espagos 
lineares if' ( V, W) e M m „ dicem-se isomorfos. Incidentemente, o teorema 2. 11 mos- 
tra que o dominio de uma transformagao linear biunivoca tem a mesma dimensao 
que o respectivo contradominio. Portanto, dim -S?(V, IV) = dim M„.„ = mn. 

Se V— W c se escolhermos a mesma base em V e W, entao a matriz m(l) que co- 
rresponde a transformagao identidade /: f-fe uma matriz diagonal n X n, com cada 
elemento da diagonal igual a unidade e todos o.s restantes iguais a 0. Esta e a matriz 
identidade ou matriz unidade e represen ta-se por I ou por /„. 
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2.15. Multiplicapao de matrixes 

Algumas transformapoes lineares podem multiplicar-se por meio da composipao. Va- 
mos passar a definir multiplicapao de matrizes de tal maneira que o produto de duas 
matrizes corresponda a composipao das transformapoes lineares que representam. 

Recordamos que se T. V- V e S: V-*W sao transformapoes lineares, a sua compo- 
sipao ST: U-W£ uma transformapao linear dada por 

ST(x) = 5[r(x)] para todox de U. 

Suponhamos que V, V e W sao de dimensao Hnita, por exemplo 

dim U = n, dim V = p, dim W — m. 

Escolhamos bases para U, V e W. Relativamente a estas bases, a matriz w(5) e uma 
matriz mx p y a matriz T e uma matriz pxnea matriz de ST e uma matriz mx n. A 
definipao que a seguir se apresenta de multiplicapao de matrizes permite-nos deduzir 
a relapao m{ST) = m{S)m{T), o que estende aos produtos a propriedade de isomor- 
fismo. 

DEFINICAO. Sejam A uma matriz mx p qualquer, e B outra matriz px n qualquer, 
por exemplo 

^ = Wm e B = (b i ,)lf =1 . 

O produto A B defme-se como sendo a matriz mx n, C— (e tJ ), cujo elemento ij e dado por 


( 2 . 22 ) 


V 


1 


Nota: O produto AB so se define quando o numero de colunas de A e igual ao 
numero de linhas de B 

Se escreve.rmos A, para a linha de ordem i de A , e Bi para a coluna de ordem j de 
B e imaginamos estas como vectores />-dimensionais, entao a soma (2.22) e simples- 
mente o produto escalar A,- B J, isto e, o elemento ijdeAB e o produto escalar da liirha 
i de A com a coluna j de B: 


AB = (A, ■ BXA • 


Assim a multiplicapao de matrizes pode considerar-se como uma generalizapao dc 
produto escalar. 
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i 

"4 

6" 

EXEMPLO 1 . Seja A = 

"3 12 " 

l 

|e B = 

5 

-1 

_-l 1 oj 







_0 

2 . 


3 X 2, o produto A- B e uma matriz 2x2, 


Visto que Ae2x3eBc 


AB = 


B 1 

A x ■ B 2 ~ 


i 17 

21" 

B l 

A 2 ■ B\ 


i 

— 7 


Os elementos de A e B calculam-se do modo seguinte: 


A x - B l = 3 -4 + 1 • 5 + 2-0 = 17, A x • B 2 = 3 • 6 + 1 • (-1) + 2 • 2 = 21, 

A z - B 1 = (— 1) - 4 + 1-5+00 = 1, A 2 - B 2 = C— 1) • 6 + I • (-1) + 0-2 = -7. 


exemplo 2. Seja 



"2 1 -3" 



"-2" 

A - 

.1 2 4. 

e 

B = 

I 





. 2. 


Aqui /Je2x3eZ?e3x 1, pelo que AB e a matriz 2 X 1 dada por 


AB = 


A x ■ B 1 ' 
A 2 ■ B 1 



visto que A,-B' = 2- (-2)+ l-l + (-~3)-2 = -9 e A 2 - B' = 1 ■ ( - 2) + 2-1 + 4- 2 = 8. 


EXEMPLO 3. Se A e B sao ambas matrizes quadradas da mesraa ordem, entao defi- 
ne-se AB e BA. Por exemplo, se 


A = 


encontramos que 


1 

-1 


2 


B = 


'3 4' 
5 2 



"13 

8" 


"-I 10" 

AB = 






2 

-2, 


3 .12 


Este exemplo prova que AB ^ BA, o que acontece em geral. Se AB = BA, dizemos 
que AcB comutam (ou que sao permutaveis). 


EXEMPLO 4. Se I p e a matriz identidade p x p, entao IpA = A para qualquer matriz 
A, p x n, e BI p = B para qualquer B, mX p. Por exemplo, 
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T 0 0" 


T 


’ T 

0 1 0 


3 

- 

3 

O 

O 


4_ 


_4_ 


'1 2 
4 5 



0 O' 

1 0 
0 1 


'1 2 3‘ 
4 5 6 


Provamos agora que a matriz da composigao ST e o produto de matrizes m{S) e 
m{T). 

TEOREMA 2.16. Se T: V e 5: V -* W sao transformagoes lineares com U, V eW 

espagos lineares de dimensao finita. entao, para determinada escolha das bases, as matrizes 
de S, T e ST estao relacionadas por 


m(ST) = m(S)m(T) . 

Demonstragao. Suponhamos que dim U — n, dim V = p, dim W — m. Sejam 
(m,, . . . , u„) uma base para U, (»,, . . . , v p ) uma base para V, e (w,, . . . , w m ) uma base 
para W. Relativamente a estas bases, temos 

m 

m(S) = (s (J )”;Li , onde S(v k ) = 2 s ifc w,- para k = 1,2 ,p, 

*= 1 

e 

m(T) = , onde T(u f ) = ^,t kj v k para j=\,2,...,n. 

k= 1 

Desta maneira, temos 

v j) m m t p \ 

ST(u,) = S[r( Ui )] = 2 t kj S(v k ) = v t kj 2 s ik w 4 = 2 ( 2 V*,) w i» 

k = 1 *=l i=l t— X \*=i / 

pelo que se encontra 

m(ST) - ( 2 s .^A = 

A,j=i 


Ja se observou que a multiplica?ao de matrizes nem sempre satisfaz a propriedade 
comutativa. O teorema seguinte mostra, porem, que a operacao goza de propriedade 
associativa e distributiva. 


TEOREMA 2.17. PROPRIEDADES ASSOCIATIVA E DISTRIBUTIVA PARA A MULTIPLI- 
CACAO DE MATRIZES. Dadas as matrizes A, B, C. 

(a) Se os produtos A(HC) e ( AB)C tern sentido, tem-se 


A(BC) — (AB)C {propriedade associativa). 


(b) Suponha-se que A e B sao do mesmo tipo. Se AC e BC tern significado, tem-se 
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(A + B)C — AC + BC {propriedade distributiva, a direita), 
enquanto que se CA e CB tem signiftcado, se tem 

C(A + B) = CA + CB (propriedade distributiva, a esquerda). 

Demonstraqao. Estas propriedades podem deduzir-se directamente da definigao do 
produto de matrizes, mas preferimos o seguinte tipo de raciocinio. Introduzimos es- 
pagos lineares de dimensao finitat/, V, W^Aetransformagoeslineares T: U->V 4 S'. V -» W , 
R: W'— X tais que, para uraa escolha fixa das bases, se tem 

A = m(R), B = m(S ), C = m(T). 

Pelo teorema 2.16, temos m(RS) = AB e m(ST) = BC. Da propriedade associativa 
para a composigao, encontramos que R(ST) = ( RS)T . Aplicando o teorema 2.16 uma 
vez mais a esta igualdade, obtemos m(R)m(S T) = m(RS)m(T*), ou A(BC) = (AB)C, o 
que demonstra (a). A demonstragao de (b) pode fazer-se por um tipo de raciocinio 
analogo. 


DEF1NICAO. Se A e uma matriz quadrada, defmem-se potencias inteiras de A, por in- 
duQao, do modo seguinte: 

A 0 = I, A" = AA n ~ l for n >; 1 . 


2.16. Exercicios 


1. Se A = 

1 -4 1 

, B = 

1 

-1 

2 

3 

. c = | 

'2 

1 

2 

-1 

, calcular B + C, AB, 


-1 4 — 2_ 


5 

-2 


1 

-3 



BA, AC, CA, A(2B - 3 Q. 


fO 11 


2. Seja A = 


0 2 


Determinar todas as matrizes B, 2x2, tais que (a) AB = O; (b)S/t = O. 


3. Para cada alinea determina a, b, c, d que satisfagam a equagao dada 


"0 0 1 O' 


~a 


T 

10 0 0 


b 


9 

0 10 0 


c 


6 

I 

O 

o 

o 


_d_ 


.5. 



'1 0 2 0' 



f abed" 


0 0 11 


[1 0 6 6] 

1 

to 

1 


0 10 0 

■ 

1 

CJO 

o\ 


0 0 10. 




4. Calcular, para cada alinea, AB — BA. 
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si 

'l 2 2 



" 4 

1 f 


(a) A = 

2 1 2 

, B = 

-4 

2 0 

J 


1 2 3_ 



1 

2 1 



2 0 

0 



3 

1 -2 

(b) A = 

1 1 

2 

» 

B = 

3 

-2 4 


,-l 2 

1 



-3 

5 11 


5. Se A e uma matriz quad rad a, provar que A n A m = A m * n , quaisquer que sejam os inteiros 
m>0en50. 

'1 21 


6. Seja A 
7 Seja A — 


1 1 
0 1 

cos 0 
sen 0 


. Verificar que vl 2 = 


e calcutar A «. 


-sen 0 
cos 0 


° 1 

. Verificar que A 2 = 


cos 20 
sen 20 


-sen 26 
cos 28 


e calcular A". 



'l 

1 

l" 


"l 

2 

3' 

8. Seja .4 = 

0 

1 

1 

. Verificar que A 2 = 

0 

1 

2 


o 

0 

1_ 


_0 

0 

1 


. Calcular A 3 e A*. Tentar escrever 


uma formula geral para A " e demonstra-la por inducao. 

1 01 

. Provar que A 2 = 2A — / e calcular A 100 


9. Seja A = 


-1 1 


10. Determinar todas as matrizes A, 2x2, tais que A 1 = O. 

11. (a) Provar que uma matriz A, 2x2, comuta com toda a matriz 2 x 2 se e so se A comuta 
com cada uma das quatro matrizes 


01 

'0 ll 


"0 

o' 

'0 

o' 

0 0 ’ 

0 0 

u 

» 

1 

9 

0 

0 



(b) Achar todas as matrizes A. 

12. A equaqao A 2 = / e satisfeita por cada uma das matrizes 2x2 


*1 

0" 


ri 01 


‘1 

b 

0 

1 

» 

\ 

rj 

i 

| 9 

0 

-1 


onde bee sao numeros reais arbitrarios. Determinar todas as matrizes A, 2x2, tais que 
A 2 = l. 


2 

-1" 


"7 

6" 



| e fl = 



-2 

3 


. 9 

8 


achar as matrizes C c £>, 2 X 2, tais que AC = B e 


13. Se A = 
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14. (a) Verificar que as identidades algebricas 

(A + Bf = A 2 + 2AB +B 2 e (A + B)(A - B) = A 2 - B 2 


nao sao validas para as malrizes 2x2 , A — 


"l -r 


1 

o 

*“H 


e B = 


° 2 . 


_! 2^ 


(b) Modificar os segundos membros daquelas identidades para obter formulas validas para 
todas as matrices quadradas A e B. 

(c) Para que matrizes A c B sao validas as identidades dadas em (a)? 


2.17. Sistemas de equates lineares 

Seja A = (a..) uma dada matriz m X « de numeros, e sejam c„ c 2 , . . . , outros m 
numeros dados. Um conjunto de m equaqoes da forma 


(2.23) P aril i = 1,2, ... ,tn, 

chama-se um sistema de m equaqoes lineares com n incognitas. Aqui x,, x 2 , ...,x„ 
representam as incognitas. Uma soluyao do sistema e qualquer sistema de n numeros 
(x„ . . . , x„) para os quais todas as equaqoes sejam satisfeitas. A matriz A chama-se a 
matriz dos coeficientes das incognitas do sistema. 

Sistemas lineares podem estudar-se com auxilio das transformaqoes lineares. Escol- 
hamos as bases usuais de vectores coordenados unitarios em V„ e V m . A matriz dos 
coeficientes A determina uma transformacao linear, T: V „ -» V m , a qual aplica um vec- 
tor arbitrario x = (x„ . . . , x„) de V„ num vector y — (y,, . . . , >’ m )de V m , definido pelas 
m equaqoes lineares 


J'i = 5X*** para i = 1, 2, . . . , m . 

k^l 

Seja c= (e„ ..., e m ) o vector de V m cujas componentes sao os numeros aparecendo 
no sistema (2.23). Este sistema pode escrever-se mais simplesmente 

T(x) = c . 

O sistema admite uma soluqao se e so se c pertence ao contradominio de T. Se um 
so x de V n se aplica em c, o sistema tern uma soluqao unica. Se mais do que um x se 
aplica em c, o sistema tern mais do que uma soluqao. 

EXEMPLO 1 . Um sistema sem solufdo. O sistema x + y = 1 , x + y—2 nao admite 
soluqao. A soma de dois numeros nao pode ser simultaneamente 1 e 2. 

EXEMPLO 2. Um sistema com soluQao unica. O sistema x + y- 1, x — y = 0 tern pre- 
cisamente uma solucao: (x, y) = (j, j). 
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f-. EXEMPLO 3. Urn sistema com mais de uma solucao. O sistema x + y= 1 , formado por 
v . uma linica equayao com duas incognitas, tem mais do que uma .solucao. Quaisquer 
i dois numeros cuja soma seja 1 definem uma solucao do sistema. 

| : 

; ■ A cada sistema linear (2.23), podemos associar outro sistema 

I n 

! = 0 P ara i = 1, 2, . . . , m , 

f *=i 


obtido pela substituicao de cada c,, em (2.23), por 0. Este diz-se o sistema homogeneo 
correspondente a (2.23). Se O, o sistema (2.23) diz-se um sistema nao homogeneo. 
Um vector x de V n verificara o sistema homogeneo se e so se 


T(x) = O, 

onde T e uma transformacao linear definida pela matriz dos coeficientes. O sistema 
: homogeneo tem sempre a solucao, x = O, mas pode ter outras. O conjunto de solugoes 
| do sistema homogeneo e o espaco nulo de T. O teorema que se apresenta a seguir 
descreve a reiagao entre as solu^oes de um sistema nao homogeneo e as do sistema 
homogeneo correspondente. 


TEOREMA 2.18. Admite-se que o sistema nao homogeneo (2.23) tem. uma solufdo, por 
exemplo b. 

(a) Se um vector x e uma solucao do sistema nao homogeneo. entao o vector v= x — b 
e uma solucao do correspondente sistema homogeneo. 

(b) Se um vector v e uma solucao do sistema homogeneo, entao o vector x = v + b e 
uma solucao do sistema nao homogeneo. 


Demonstracao. Seja T: V H -» V m uma transformacao linear definida pela matriz dos 
coeficientes, como se referiu atras. Uma vez que b e uma solucao do sistema nao ho- 
mogeneo, temos T{b) =■ c. Sejam x e v dois vectores de V n tais que v= x - b. Entao 
tem-se 


T{v) = T{x - b) = T(x) - T(b) = T(x) - c. 

Portanto T(x) = c se e so se T(v) =0, o que demonstra simultaneamente (a) e (b). 


j Este teorema mostra que o problema da determinacao de todas as solu<poes de um 
i sistema nao homogeneo se divide naturalmente em duas partes: (1) Determinacao de 
1 todas as solucdes v do sistema homogeneo, isto e, determinacao do espapo nulo de T, 
\ e (2) determinacao de uma solucao particular b do sistema nao homogeneo. Adicio- 
_.nando b a cada vector v do espaco nulo de T, obtemos todas as solucoes x = v + b do 
i : sistema nao homogeneo. 

k-, Seja k a dimensao de N(T) (a nulidade de T). Se pudermos encontrar A:solucoes 
k. independentes c,, . . . , Vi do sistema homogeneo, elas formarao uma base para N(T), e 
M; podemos obter cada v em N(T) formando todas as combinagoes lineares possiveis. 
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v = + 1 - t k v k , 

unde /„ . . . , t k sao escalares arbitrarios. Esta combinacao linear chama-se a solucao 
do sistema homogeneo. Sc be uma solucao particular do sistema nao homogeneo, entao 
todas as solugdes x sao dadas por 

x = b + t k v v + b t k v k . 

Esta combinacao linear diz-se a solucao geral do sistema nao homogeneo. Ao teorema 
2.18 pode entao dar-se a nova forma. 

TEOREMA 2.19. Seja T: V„-+ V m uma transformacdo tal que T(x) = y. onde 
x = (x l ,...,x n ),y = (y 7 m) e 


y t ='2,a ik x lc para i = 1,2, ... ,m. 

k= 1 

Seja k a nulidade de T. Se v„ .... v k sao k solucoes independentes do sistema homogeneo 
T(x) = O, e se b e uma solucao particular do sistema nao homogeneo T(x) = c. entao a 
solucao geral do sistema nao homogeneo e 

x = b + t^ + * • • + t k v k , 
onde t,, . . . , t k sao escalares arbitrarios. 

Este teorema nada nos diz como decidir se utn sistema nao homogeneo tern uma 
solupao particular b, nem nos diz como determinar as solucoes r t , .. ., v k do sistema 
homogeneo. Diz-nos apenas o que pode obter-se quando o sistema nao homogeneo 
tern uma solucao. O exemplo seguinte, embora muito simples, ilustra o teorema. 

EXEMPLO. O sistema x + y = 2 admite como sistema homogeneo associado, x + y = 0. 
Por tal facto, o espaco nuto e formado por todos os vectores de V 2 da forma ( t , —t) 
com t arbitrario. Porque ( t , — t) — f(l, -1), este e urn subespaco unidimensional de 
V 2 com base (1, — 1). Uma solucao particular do sistema nao homogeneo e (0, 2). Por 
conseguinte, a solucao geral do sistema nao homogeneo e dada por 

(x,y) = (0, 2) + r(l, -1) ou x = t, 7 = 2 — /, 
com t arbitrario. 


2.18. Tecnicas de calculo 

Voltamos ao problema db calculo de solucoes de um sistema linear nao homoge- 
neo. Embora tenham sido desenvolvidos muitos metodos para resolver este problema, 
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todos eles requerem calculos consideraveis se o sistema tern muitas equaqoes. Por 
exemplo, para resolvermos urn sistema de dez equates com o mesmo numero de 
incognitas podemos levar varias horas de calculos, ainda que disponhamos de urn 
calculador manual. 

Vamos analisar urn metodo largamente utilizado, conhecido por metodo de elimina- 
gdo de Gauss-Jordan , o qual e relativamente simples e pode ser facilmente progra- 
mado por calculadores electronicos de alta velocidade. O metodo consiste na aplicapao 
de tres tipos de operaqoes as equaqoes do sistema linear. 

(1) Troca, entre si, de duas equagoes; 

(2) Multiplicagao de todos os termos de uma equagao por um escalar nao nulo; 

(3) Adigao a uma equagao, membro a membro, de outra multiplicada por um escalar. 
Cada vez que efectuamos uma destas operates no sistema, obtemos um novo sis- 
tema tendo precisamente as mesmas soluqoes que o anterior. Dois tais sistemas dizem- 
se equivalentes. Efectuando estas operates uma a seguir a outra, de uma maneira sis- 
tematica e conveniente, chegamos finalmente a um sistema equivalente que pode resol- 
ver-se por uma analise simples. 

Ilustraremos o metodo com alguns exemplos concretos. Resultara entao claro como 
deve o metodo ser aplicado em geral. 

EXEMPLO 1 . Um sistema com uma unica solugao. Consideremos o sistema 

2x - 5y + 4z = -3 
x — 2y + 2 = 5 
x — 4y + 6z — 10. 


Este sistema tern a solugao unica, x = 124, y — 75, z = 31, que vamos obter pelo me- 
todo de eliminacao de Gauss-Jordan. Para evitar trabalho nao copiamos as letras 
x, y, z nem os sinais de igualdade, mas pelo contrario trabalharemos com a matrix 
ampliada 


(2.24) 


'2 

-5 

4 

—X 

1 

-2 

1 

5 

1 

-4 

6 

!0 


obtida pela jun^ao dos segundos membros das equates do sistema a matriz dos 
coeficientes. Os tres tipos de operapoes fundamentals mencionados atras efectuam-se 
com as linhas da matriz ampliada e chamam-se por esse facto, operagoes lirtha. Em 
qualquer fase do processo, para obtermos as equafoes, colocamos as letras x, y e z e 
intercalamos os sinais de igualdade ao longo da linha divisoria da matriz. O nosso 
objectivq consiste em chegarmos a 
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(2.25) 


"1 

0 

0 

124' 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

1 

3! 


a matriz ampliada depois de uma sucessao de operates linha. O correspondente 
sistema de equaqSes e x = 124, y - 75, z = 31 , que e a solucao pretendida. 

A primeira fase consiste em obter o elemento 1 no vertice superior esquerdo da 
matriz. Podemos consegui-lo trocando entre si as duas primeiras linhas da matriz 
(2.24), ou entao multiplicando a primeira linha por ^ . Permutando as duas primeiras 
linhas obtemos 


'1 

-2 

1 

5' 

2 

-5 

4 

-3 

_1 

-4 

6 

10, 


A fase seguinte consiste em tornar nulos todos os elementos da primeira coluna, 
deixando a primeira linha como esta. Para se conseguir tal, multiplicamos a primeira 
linha por -2 e adicionamos o resultado a segunda linha; em seguida multiplicamos a 
primeira linha por — 1 e adicionamos o resultado a terceira linha. Depois destas duas 
operates, obtemos 


(2.26) 


"1 

-2 

1 

5" 

0 

-1 

2 

-13 

_0 

-2 

5 

5, 


Repetimos agora o processo na matriz 


'-1 2 

-13“ 

— 2 5 

5, 


, que aparece adjacente a 


dois zeros. Podemos obtener 1 no seu vertice superior esquerdo multiplicando a se- 
gunda linha de (2.26) por - 1. Obtemos entao a matriz 




'1 

-2 

1 

5' 



0 

1 

-2 

13 



0 

-2 

5 

5_ 

Multiplicando 

a segunda linha por 2 

; adicionando o 



"1 

-2 

1 

s' 

(2.27) 


0 

1 

-2 

13 



0 

0 

1 

31_ 
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Nesta fase o sistema de equapoes inicial pode escrever-se 

x — 2y + z = 5 
y — 2z — 13 
z = 31. 

Estas equapoes podem resolver-se sucessivamente, partindo da terceira e caminhando 
em sentido ineverso, para obtermos 

z = 31 , y = 13 + 2z = 13 +62 = 75, x = 5 + 2y - z = 5 + 150 - 31 = 124. 

Ou entao, podemos continuar o processo de Gauss-Jordan convertendo em zeros 
todos os elementos situados acima da primeira diagonal na segunda e terceira colu- 
nas. MultipLicando a segunda linha de (2.27) por 2.e adicionando o resultado a pri- 
meira linha, obtemos 


'1 

0 

-3 

3r 

0 

1 

-2 

13 

_0 

0 

1 

3! 


Finalmente multiplicamos a terceira linha por 3 e adicionamos o resultado a primeira 
e em seguida multiplicamos a terceira linha por 2 e adicionamos o resultado a segunda 
para obtermos a matriz (2.25). 

EXEMPLO 2. Urn sistema com mats do que uma solugao. Consideremos o seguinte 
sistema de 3 equapoes com 5 incognitas: 

2x — 5y + 4z -f « — v = —3 

(2.28) x — 2 y + z — u + v = 5 

x ~ 4y + 6z + 2« — v — 10 . 

A correspondente matriz ampliada e 


"2 

-5 

4 

1 

-1 

-3' 

1 

—2 

1 

-1 

1 

5 

_1 

-4 

6 

2 

-1 

10. 


Os coeficientes de x, y, z e os segundos membros sao os mesmos do Exemplo 1. Se 
efectuarmos a mesmas operapoes linha referidas no Exemplo 1, obtemos a matriz 
ampliada 
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'1 

0 

.0 

-16 

19 

124" 

0 

1 

0 

-9 

11 

75 

0 

0 

1 

-3 

4 

31_ 


O correspondente sistema de equates pode resolver-se relativamente a x, y, z em 
funpao de u e v dando-nos 

x — 124 -f 16 u — 19« 
y = 75 + 9u — lit) 
z = 31 + 3u — Av . 

Se fizetnos u=t , e v= / 2 , com / , e t z numeros reais arbitrarios, e determinarmos 
x, y, z por estas equapoes, o vector ( x , y, z , u , i>), em V s , dado por 

(x.j, z, u, v) — (124 + 16/! — 19/ 2 , 75 + 9/ x - ll/ 2 , 31 + 3^ - 4/ 2 , / 2 ) 

e uma solupao; Separando as partes contento /, e t 2 , podemos escrever a igualdade 
anterior na forma 

(x,y, z, u, v) = (124,75,31,0,0) + ^(16, 9, 3, 1,0) + / 2 (-19, -11 , -4,0, 1). 


Esta equapao da a solupao geral do sistema. O vector (124, 75, 31, 0, 0) e uma soiupao 
particular do sistema nao homogeneo (2.28). Os dois vectores (16, 9, 3, 1,0) e (—19, 
— 11, —4, 0, 1) sao solupSes do correspondente sistema homogeneo. Uma vez que 
sao independentes, constituem uma base para o espapo de todas as solupoes do sis- 
tema homogeneo. 

EXEMPLO 3. Urn sistema sem solufdo. Consideremos o sistema 

2x — 5y + Az — —3 
(2.29) x-2y+ z= 5 

x — Ay + 5z = 10 . 

Este sistema e quase identico ao do Exemplo 1, excepto que o coeficiente de z na 
terceira equapao se mudou de 6 para 5. A correspondente matriz ampliada e 


'2 

-5 

4 

-3" 

1 

-2 

1 

5 

.1 

-4 

5 

10. 


Efectuando as mesmas operapoes do Exemplo 1 sobre as linhas de matriz anterior 
que permitiram a passagem de (2.24) a (2.27), obtemos a matriz ampliada 



73 


p Transformagoes lineares e matrizes 







'1 

-2 

1 

5" 

0 

1 

-2 

13 

0 

0 

0 

31 


Quando a ultima linha se escreve na forma de equagao, exprime que 0=31. Por con- 
seguinte o sistema inicial nao admite solugao uma vez que os dois sistemas (2.29) e 
(2.30) sao equivalentes. 

Em cada um dos exemplos precedentes, o numero de equagoes nao excedia o nu- 
mero de incognitas. Se o numero de equagoes for superior ao das incognitas, o me- 
todo de Gauss-Jordan e ainda aplicavel. Por exemplo, suponhamos o sistema do 
Exemplo 1, o qual tern a solugao x= 124, _g = 75, z =31. Se juntamos uma nova 
equagao a este sistema que seja satisfeita pelo mesmo termo de numeros, por exem- 
plo a equagao 2x - 3 y + z~ 54, entao o metodo de eliminagao conduz a matriz am- 
pliada 


~1 

0 

0 

124' 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

1 

31 

0 

0 

0 

0 


com uma linha de zeros na parte inferior. Contudo se juntarmos ao sistema inicial 
uma nova equagao que nao seja satisfeita pelos numeros (124, 75, 31), por exemplo 
a equagao x + y + z — 1, entao o metodo de eliminagao conduz a uma matriz am- 
pliada da forma 


1 

0 

0 

124" 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

1 

31 

0 

0 

0 



com a tO. A ultima linha da-nos uma equagao 0 = a, a qual nos leva a concluir que 
o sistema nao admite solugao. 


2.19. Inversas de matrizes quadradas 

Seja A = (a,j) uma matriz quadrada n X n. Se exister outra matriz quadrada n x n, 
B, tal que BA = /, com / a matriz identidade n x n, entao A diz-se nao singular e B 
chama-se a inversa esquerda de A. 

Escolhamos a base usual do sistema de vectores unitarios coordenados de V„ e seja 
T: K„-> V„ uma transformacao linear com matriz m(T) = A. Entao temos o seguinte. 
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TEOREMA 2.20. A matriz A e nao singular (regular) se e so seTe invert ivel. Se BA — I, 
entao B = M(T~' ). 

Demonstra<xio. Admitamos que A e nao singular e que BA = I. Vamos provar 
que T(x) = O implica x = O. Dado x, t^l que T(x) = O, Seja X a matriz coluna n x 1 
formada pelas componentes de x. Uma vez que T(x) = O, a matriz produto/lA' e uma 
matriz coluna n x 1 formada de zeros, pelo que B(AX) e tambem uma matriz coluna 
de zeros. Mas B(AX) = (BA)X = IX — X, pelo que toda acomponente de x e 0. Deste 
modo, T e invertivel, e a equagao 7T' 1 = / implica que m(T)m(T~') = / oaAm(T~') = /. 
Multiplicando a esquerda por B, encontramos m(T~')= B. Inversamente, se T e in- 
vertivel, entao /‘T e a transformaqao identidade pelo que m(T~')m(T) e a matriz 
identidade. Deste modo A e nao singular e m(T~')A = /. 

Todas as propriedades das transformaqoes lineares invertiveis tern equivalente nas 
matrizes nao singulares. Em particular, matrizes inversas esquerdas (se existirem) sao 
iinicas e toda a inversa esquerda e tambem iiiversa direita. Por outras palavras, se A 
e nao singular e BA = /, entao AB — I. Chama-se B a inversa de A e representa-se 
por A ~ l . A inversa A _1 e tambem nao singular e a sua inversa e A. 

Vamos agora demonstrar que o problem»da determinagao dos elementos da inver- 
sa de uma matriz nao singular e equivalente a resolugao de n sistemas diferentes de 
equagoes lineares nao homogeneas. 

Seja A = (a fj ) nao singular e A~' — (6,y) a sua inversa. Os elementos de A e A 1 es- 
lao relacionados pelas n 2 equagoes 

( 2 - 31 ) 

)t-i 

onde 5 1 se / = j, 6 f y = 0 sc / + j. Para cada valor fixo de j, pode considerar-se 
(2.31) um sistema nao homogeneo de n equagoes lineares com n incognitas b t j, b 2 j, 
..., b„j. Uma vez que A e nao singular, cada um destes sistemas tern uma solugao 
unica, a Coluna j de B. Todos estes sistemas tern a mesma matriz de coeficientes A e 
diferem uriicamente nos seus segundos membros. Por exemplo, se A e uma matriz 
3x3, existem 9 equagoes em (2.31) que podem exprimir-se como 3 sistemas distintos 
de equagoes lineares com as seguintes matrizes ampliadas. 


"flu 

<*12 

<*13 

r 


<*u 

<*12 

<*13 

O' 


"<*ii 

<*12 

<*13 

O' 

<*21 

<*22 

<*23 

0 

9 

<*21 

<*22 

<*23 

1 

9 

<*21 

<*22 

<*23 

0 

_<*31 

<*32 

<*33 

0 


_<*31 

<*32 

<*33 

0 


.<*31 

<*32 

<*33 

1_ 


Se aplicamos o metodo de Gauss-Jordan, chegamos as matrizes ampliadas 


1 

0 

0 

V 

0 

1 

0 

^21 

.0 

0 

1 

^31. 


'1 

0 

0 

bn 

0 

1 

0 

/*22 

0 

0 

1 

^ 32 . 


'1 

0 

0 

^13 

0 

1 

0 

^23 

0 

0 

i 

f >33. 
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Na pratica aproveita-se o facto de que os tres sistemas tern a mesma matriz de coefi- 
cientes e resolvem-se os tres sistemas de uma vez trabaihando com a matriz ampliada 


'<*11 

<*12 

<*13 

1 

0 

0 ‘ 

<*21 

<*22 

<*23 

0 

1 

0 

_<*31 

<*32 

<*33 

0 

0 

1 


O metodo de elimina^ao conduz-nos a 


'1 

0 

0 

b n 

bn 

b 13 

0 

1 

0 

bn 

bn 

bn 

_0 

0 

1 

bn 

bn 

^ 33 , 


A matriz a direita da I inha divisoria e a matriz inversa que se pretendia obter, sendo 
a matriz a esquerda dessa linha a matriz identidade. 

Nao e necessario saber a priori se A e nao singular. Se A e singular (nao regular), 
podemos ainda aplicar o metodo de Gauss- Jordan, mas acontecera que no process© 
de diagonalizacao alguns dos elementos da diagonal virao nulos, e nao sera possivel 
transformar A na matriz identidade. 

Um sistema de n equapoes liniares com n incognitas esta representado por 

n 

= i= 1 , 

k= 1 

pode-se escrever duma maneira mais simples como uma equa<;ao matricial. 

AX=C, 

onde A = (tty) e a matriz dos coeficientes, e X e C matrizes coluna, 



Se A e nao singular, a unica solugao do sistema vem dada por X — A~'C 
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2.20. Exercteios. 


Aplicando o melodo de Gauss-Jordan a cada um dos sistemas seguintes, dcterminar a so- 
luqao gcral caso exista 


1. x + 7 + 3z = 5 
2x — y + 4z = 1 1 

- y + z = 3 . 

2. 3x + 2 y + z = 1 
5x + 3y + 3z = 2 

x + y — z = 1 . 

3. 3x + 2/ + z — 1 
5x + 3j + 3z — 2 
lx + 4y + 5z = 3 . 

4. 3x + 27 + z = 1 
5x + 3/ + 3z = 2 
7x + 4y + 5z = 3 

x + y — z = 0. 


5. 3x — 2j + 5z + u = 1 

x + 7 — 3z + 2u = 2 

6 x + y — 4z + 3u = 7 . 

6. x + 7 — 3z + u=5 
2x— 7+z — 2 h = 2 
7x +7 — 7z + 3« = 3. 

7. x + 7 + 2z + 3u + 4t) = 0 

2x + 27 + 7z + llw + I4v = 0 

3x + 37 + 6z + 10« + 15t> = 0. 

8. x — 27 + z + 2u = — 2 

2x + 37 — z — 5u — 9 

4x — 7+z — « = 5 

5x — 37 + 2z + 11 = 3 . 


9. Demonstrar que o sistema x + 7 + 2z = 2, 2x - 7 + 3z = 2, 5x — 7 + az = 6, tem uma so- 
lupao imica se a + 8. Dcterminar todas as soluqoes se a = 8. 

10. (a) Determinar todas as soluqoes do sistema 


5x + 27 — 6z + 2 k => -1 
x — 7 + z — u — —2. 


(b) Determinar todas as soluqoes do sistema 


5x + 27 — 6z + 2u — — 1 
x — 7 + z — u = — 2 
x + 7 + z = 6. 

11. Este exercicio mostra-nos como determinar todas as matrizes nao singulares 2x2. Provar 
que 


a b 
c d 


d -b~ 

= {ad — 

—c a 


bc)l. 


Deduzir que 


a b 
c d 


e nao singular se e so se ad - be + 0, caso em que a sua inversa e 


ad 


j_r 

- be [. 


d -b 
■c a 


Determinar a inversa de cada uma das matrizes dos Exercicios 12 a 16. 
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12 . 


2 3 4 
2 1 1 
-1 I 2 


15. 


'1 2 
0 1 
0 0 
0 0 


3 4' 
2 3 

1 2 

0 I 


13. 


1 

2 

1 


2 

-1 

3 


2 

1 

2 


14. 


1 

-2 

1 


-2 

5 

-4 



“OlOOOO - 
2 0 2 0 0 0 

0 3 0 1 0 0 

0 0 10 2 0 

0 0 0 3 0 1 

0 0 0 0 2 0 


2.21. Exerctcios variados sobre matrizes. 


1. Se Lima matriz quadrada tern uma fila (linha ou coluna) de zeros,. provar que e singular. 

2. Para cada uma das proposiqoes seguintes relativas a matrizes n x n, dar uma demonstra- 
qao ou aprcsentar um contra exemplo. 

(a) Se AB + BA = O , entao A 2 B> = B’A 1 . 

(b) Se A e B sao nao singulares, entao A + B e nao singular. 

(c) Se A e B sao nao singulares, entao AB e nao singular. 

(d) Se A, B e A + B sao nao singulares, entao A — B e nao singular. 

(e) Se A 1 = O, entao A - I e nao singular. 

(0 Se o produto de k matrizes A, ... A^ e nao singular, entao cada matriz A. e nao singular. 


3. Se A = 


"1 2 
5 4 


determinar uma matriz nao singular P tal que P *AP = 


6 

0 



4. A matriz A = 


a 

i 


i 

b 


, onde p — — 1, a — |(l + i/5), e b = £{1 — y/5 ), goza da propriedade 


A 2 = A. Descrever completamente todas as matrizes 2x2 ,4, com elementos complexos 
tais que A 2 — A. 

5. Se A 2 = A, provar que (A + /)*=/ + (2* — 1 )A. 

6. A teoria da relatividade restrita utiliza o conjunlo de equaqoes x'— a(x — vt), y = y, z — z, 
t’= a{t —vx/c 2 ). em que v represe nta a velocidade de uma particula em movimento, c a 
velocidade da luz, e a = cly/c 2 — v 2 , onde|t>| < c. A translbrmapao linear que aplica o vector 
bidimensional (x, t ) em (*', /) chama-se uma transforma(do de Lorentz. A matriz corres- 
pondente relativa as bases usuais representa-se por L(v)e e dada por 


L(v) 




Observe-se que L(u) e, nao singular e que L(0) = /. Provar que L(v)L(u) = L(w), onde 
w— (u + v )c 2 /(uv+ c 2 ). Por outras palavras, o produto de duas transformaqoes de Lorentz e 
outra transformaqao de Lorentz. 
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1. Se permutamos entre si as linhas e as coiunas de uma matriz rectangular A, a nova matriz 
assim obtida diz-se a iransposla de A e represen'ta-se por A'. Por exemplo, se tivermos 


A = 


'I 2 3' 
4 5 6 


entao A* = 


'1 4 

2 5 

3 6 


2x2, 


Provar que a transposta goza das seguintes propriedades: 

(a) (A‘Y = A. (b) (A + B) 1 = A' + B‘. (c) {cA)< = cA‘. 

(d) (4fl)'= BA'. (e) (A')~' = ( A-')‘ se A e nao singular. 

8. Uma matriz quadrada A chama-se uma matriz ortogonal se AA< = I. Verificar que a matriz 
cos 8 — sendTi 

, e ortogonal para cada real 6. Se A qualquer matriz ortogonal 

sen 8 cos 6 I 

n x n, provar que as suas linhas, consideradas como vectores de V„ , formant um conjunto 
ortogonal. 

9. Para cada uma das seguintes proposigoes relativas a matrizes n x n, dar uma demonstra- 
gao ou entao apresentar um contra exemplo. 

(a) Se A e B sao ortogonais, entao A + B e ortogonal. 

(b) Se/lefi sao ortogonais, entao AB e ortogonal. 

(c) Se A e B sao ortogonais, entao B e ortogonal. 

10. Matrizes de Hadamard, assim designadas por Hadamard (1865-1963), sao as matrizes 
n X n gozando das propriedades seguintes: 

1. Todo o elemento e 1 ou — I . 

11. Cada linha, considcrada como um vector de V„, tern norma igual a \/n. 

III. O produto escalar de duas quaisqucr linhas distintas c 0. As matrizes de Hadamard 
aparecem cm certos problentas de geometria e na teoria dos numeros, e foram recente- 
mente aplicadas a construcao da codiftcacao optica para a comunicagao espacial. Apcsar 
1 da sua aparente simplicidade, apresentam muitos problemas nao resolvidos. O principal 
problema nao resolvido, neste momenlo, consiste na determinagao de todos os valores de 
n para os quais existe uma matriz de Hadamard, n x n. Estc exercicio esboga uma resolu- 
gao parcial. 

(a) Determinar lodus as matrizes de Hadamard 2 X 2 (sao precisamente 8). 

(b) Esta parte do exercicio esboga uma demonstragao simples doseguinte leorenta: Se A e 
uma matriz de Hadamard n X /?. com n > 2, entao n e multiplo de 4. A demonstragao baseja- 
se em dois lemas muito simples referentes ao espago n dimensional. Demonstrar cada um 
desses lemas e aplica-los as linhas da matriz de Hadamard para demonstrar o teorema. 

LEMA 1 . Se X.Y, Z sao vectores ortogonais de V n entao tem-se 


(2T+ 7)-(* + Z)= |AT|*. 


LEMA 2. Escrever X = (x, x„). Y = (>> y„), Z = (z,, .... z„). Se cada com - 

ponente jg- , y , . z, e ou I ou — I . entao o produto (x, + >;,) (x, + z,) e ou 0 ou 4. 
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3.1. IntrodiNjao 

Em muilas aplicaipoes da algebra linear a geometria e a analise, o conceito de de- 
terminante desempenha um papel importante. Neste capitulo estudam-se as proprie- 
dades fundamentals dos dcterminantes c algumas das suas aplicapoes. 

Os determinantes de segunda e terceira ordem foram introduzidos no volume I 
como pretexto para uma notapao conveniente, e sobretudo compacta, em certas for- 
mulas. Recordamos que um determinante de segunda ordem foi definido pela formula 


(3.1) 


— a ll a Z2 a n a 2i ■ 


A despeito da semelhanpa de notapao, o determinante 


(escrito com trapos 


verticals) e conceitualmente dislinto da matriz 


°11 a n 
_ a 2i a %z_ 


a ll a l2 
a 21 a 22 

(escrita com parentesis 


rectos). O determinante e um numero atribuido a matriz e que se calcula segundo a 
formula (3.1). Para acentuar esta ligapao tambem se escreve 


On 

a vi 

■ 

= det 

‘flu 

a \2 

a 2l 



_ a 2 1 

a 22. 


No volume I definiram-se ainda os determinantes de terceira ordem em funpao de 
determinantes de segunda ordem pela formula 
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'«u 

a 12 

a 13 

(3.2) 

det 

a 2.1 

a 2Z 

a 23 



Jhl 

a 32 

a 33_ 


- an 


a 22 

a 32 


a 23 

a 33 



a 2 l 

a 23 

+ a l3 

a 21 

a 22 

«12 






a 31 

°33 


Oil 

a 32 


Este capitulo trata do problema mais geral, o determinante de uma matriz quadrada 
de ordem n com n um inteiro qualquer £ I . O nosso ponto de vista consiste em tratar 
o determinante como uma funcao que atribui a cada matriz quadrada A um numero 
chamado o determinante de A e que se representa por det A. £ possivel definir esta 
funcao por intermedio de uma formula que generaliza (3. 1 ) e (3.2). Essa formula e uma 
soma de n\ produtos de elementos de A. Para grandes valores de n a formula e de di- 
ficil manejo e raramente se usa na pratica. Parece assim preferivel estudar determi- 
nantes de um outro ponto de vista, o qual pora em evidencia as suas propriedades 
fundamentals. Estas propriedades, de grande importancia nas aplicaqoes, serao con- 
sideradas como axiomas para a funcao determinante. Em principio, o nosso programa 
consiste de tres pontos: ( 1 ) justificar a escotha dos axiomas; ( 2 ) deduzir outras pro- 
priedades dos determinantes a partir dos axiomas; (3) provar que existe uma e uma so 
funcao que satisfaz aos axiomas. 


3.2. Justificacao da escolha dos axiomas para a funcao determinante 

No volume I provamos que o produto misto de Ires vectores A,, A ,, A, no espapo 
£, pode exprimir-se como o determinante de uma matriz cujas linhas sao as compo- 
nentes dos vectores. Assim temos 


Ay x A 2 * A 3 — det 


a u On u {3 
a n a Tl a 2 3 
a 3 i a 32 a 33 


onde A ( (r^f, a l2 , r?j t ), A 2 — (o>|, 0 , 3 , rr e /t, — (o, ,, rr (i > , n, ( ). 

Se as linhas sao linearmente independenles, o produto misto e diferente de zero; o 
valor absoluto do produto e igual ao volume do paralelipipedo definido pelos (res 
vectores A,, A 2 , A,. Se as linhas sao dependentes o produto misto e zero. Neste caso os 
vectores A,, A, e A, sao complanares e o paralelipipedo degenera numa figura plana, 
com volume nulo. 

Algumas das propriedades do produto misto servirao de justificacao a escolha dos 
axiomas para a funcao determinante no caso de maior numero de dimensOes. Para 
eslahcleccr estas propriedades de uma maneira adequada a generalizacao. considera- 
mos o produto misto como uma funcao dos tres vectores linha A,, A 2 , A,. Repfescn- 
lamos tal funcao por d\ assim. 


d(Ay , , A2) — Ay X A 3 • A 3 . 
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Centramos a nossa atengao nas seguintes propriedades: 

(a) Homogeneidade em cada linha. Por exemplo, a propricdade de homogeneidade 
na primeira linha significa que 


d(tA x , A 2 , A } ) = ld(A |, A 2 , A 2 ) para todo escalar /. 

(b) Aditividade em cada linha. Por exemplo, a propriedade de aditividade na se- 
gunda linha significara que x 

d(A lt A 2 + C, A 3 ) — d(A lt A 2 , A 3 ) + d(A lt C, A 3 ) 


para todo o vector C. 

(c) O produto misto e nulo se duas das fdas sao iguais. 

(d) Normalizacao: 

d(ij,k)= 1, onde /= (1,0,0), /= (0,1,0), k = (0,0,1). 

Cada uma destas propriedades pode ser facilmente verificada a partir das proprie- 
dades dos produto escalar e produto vectorial. Algumas sao sugeridas pela interpre- 
taqao geometrica do produto misto como o volume do paralelipipedo determinado 
pelos vectores geometricos A„ A 2 , A } . O significado geometrico da propriedade adi- 
tiva (b) num caso particular e de especial interesse. Se tomarmos C— A, em (b), o se- 
gundo termo do segundo membro e nulo devido a (c), e a relafao (b) vem 

(3.3) d(A x , A 2 + A lt A 3 ) = d(A 2 , A z , A 3 ) . 

Esta propriedade esta representada na figura 3.1. na qual se mostra urn paralelipipedo 
definido por A n A 2 , A 3 , e outro paralelipipedo definido por A,, A, 4- A 2 , A,. A equa^ao 
(3.3) estabelece, apenas, que estes dois paralelipipedos tem iguais volumes. Isto, geo- 
metricamente, e evidente devido ao facto de que os paralelipipedos tem bases de areas 
iguais e a mesma altura. 


Volume = d(A , , A 2 , A a ) Volume = d(A A, + A ,, A A 



E Ki. .VI. Inlerpreuieuo gcomclricu da propriedade d(A„ .1.. .4,) ~d(A t , A , + 
Os dois paralelipipedos tem volumes iguais. 
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33. Urn conjunto de axiomas para a funpao determinante 

As propriedades do produto misto mencionadas na Secpao anterior podem ser con- 
venientemente generalizadas e usadas como axiomas para determinantes de ordem n. 
Se A - (<7„) c uma matriz n X n com elementos reais ou complexos, representemos as 
suas linhas por A,, .... A n . Assim, a linha de ordem / de A e um vector no espapo E„ 
dimensional definido por 

A t (a« j a t 2 » ' • • » ®in) * 

Consideremos o determinante como uma funpao das n linhas A„ . . . , A n e represente- 
mos o seu valor por d(A „ — , A n ) ou por det A. 


DEF1NICAO AXIOMATICA DE UMA FUNCAO DETERMfNANTE. Uma funpao d de valores 

reais ou complexos, de/inida para cada sistema ordenado de n vectores A , A„de E„, 

diz-se uma funpao determinante de ordem n se verijica os seguinles axiomas, quaisquer 
que sejam os vectores A A„ e C em E„: 

AXIOMA 1. HOMOGENEIDADE EM Cada linha. Se a linha de ordem k, A k , se mul- 
tiplica por um escalar t, entdo o determinante vem tamhem multiplicado por t: 

d(...,tA k ,...) = td(...,A k> ...). 


AXIOMA 2. ADITIVIDADE EM CADA LINHA. Para todo k tem-se 


d(A k , . . . 


A k + C, . . . , A n ) = d{A x , . . . , A k , . . . , A n ) + <t(A t C, . . . , AJ . 


AXIOMA 3. O DETERMINANTE ANULA-SE SE DUAS LINHAS SAO IGUAIS: 

d(A lt . . . ,A„) = 0 se A t — A j para quaisquer i ej, com i =£ j. 

AXIOMA 4. O DETERMINANTE DA MATRIZ IDENTIDADE £ IGUAL A 1 : 

d(I„ . . .,/„)= 1 , com /* o vector coordenado unitario de ordem k. 


Os dois primeiros axiomas afirmam que o determinante de uma matriz e uma Tun- 
pao linear de cada uma das linhas. Isto e muitas vezes referido dizendo que o deter- 
minante e uma funpao multilinear das suas linhas. Por aplicapao reiterada da proprie- 
dade de linearidade, a primeira linha pode escrever-se 

d i 2 It^k — X d{C k , Ai, , A n ) , 

\*=i ) jt=i 
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onde / [ , .... t p sao escalares e C, , . . . , C p sao vectores quaisquer de En 
Por vezes utiliza-se uma forma mais fraca do Axioma 3: : 

AXIOMA 3'. O DETERMINATE ANUALA-SE SE DUAS LINHAS CONSECUTIVAS SAO 
IGUA1S. 

d(Ai , . . . , A„) — U se A k — A k+l para algum k = 1, 2 n — 1 . 


E um facto notavel que para um dado n existe uma e uma so fungao d que verifique 
os axiomas 1, 2, 3' e 4. A prova deste facto, um dos resultados importantes deste capi- 
tulo, sera apresentada adiante. O teorema seguinte da-nos propriedades dos deter- 
minantes deduzidas unicamente a partir dos Axiomas l, 2 e 3'. Uma destas proprie- 
dades e o Axioma 3. Deve ter-se presente que o Axioma 4 nao intervem na demons- 
trate do teorema. Esta observato sera util mais tarde quando se demonstrar a 
unicidade da fun«;ao determinante. 


TEOREMA 3.1. Uma funpao determinante satisfazendo aos Axiomas I. 2 e 3' possui 
ainda mais as seguintes propriedades: 

(a) O determinante anula-se se liver alguma linha de zeros: 

d(A k , . . . ,A„) = 0 se A k = O para cuaisquer k. 

(b) O determinante muda de sinal se permutam duas Jilas conseculivas: 

d{. . . , A k> A k+1 ,...)= d(. . . , A k+1 , A k 

(c) O determinante muda de sinal se duas quaisquer linhas A, e Aj, com i i- j, se per- 
mutam. 

(d) 0 determinante anula-se se duas quaisquer linhas sao iguais: 

d(A 1 , — , A n ) = 0 se A { = A t quaisquer que sejam i e j com i j. 

(e) O determinante anula-se se as suas linhas sao linearmente dependentes. 


Demonstracao. Para demonstrar (a) basta tomar t = 0 no Axioma t. Para demons- 
trar (b), designamos por B a matriz com as linhas iguais as de A , excepto para as linhas 
de ordem k e k + 1. Sejam as linhas B k e B k + I iguais a3 t + /4 t+l . Entao devido ao 
Axioma 3', det B = 0. Podemos pois escrever 


d{- • • y A k + A k+l , A k + A k+l , . . .) — 0 . 
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Aplicando a propriedade aditiva as linhas k e k + 1 podemos de novo escrever a igual- 
dade anterior na forma 

^(‘ • • j 7 7 * * *) “E • ’ > A k 7 A k + 1 » • ’ ') "f ^(’ ' ■ j ^jfc +1 > ' ■ * •) 

+ </(. . . , -<4*4-! , A k+1 , . . .) = 0 

Os primeiros e quarto termos sao nulos devido ao Axioma 3'. Por conseguinte os se- 
gundo e terceiro termos sao simetricos, o que demonstra (b). 

Para provar (c) podemos admitir que i < j. Podemos permutar as linhas A t c Ajcfec- 
tuando urn niimero impar de permutagoes de linhas consecutims. Permutamos em 
primeiro lugar Aj sucessivamente com cada uma das linhas que a precedem Aj_ t , 
Aj_ 2 , Aj. No total temos j- i permutagoes. Em seguida permutamos A ; sucessi- 
vamente com as linhas que se segiTem A, +I , A i+2 , Aj- t - No total temos _/ — * — I 
permutagoes de linhas consecutivas. Em cada uma de tres permutagoes o sinal do 
determinante muda. Uma vez que sao 0 — 0 + 0 ~ 1 — 0 = 2(/ ~ 0 — 1 permutagoes 
ao todo (urn numero impar), o determinante muda de sinal um numero impar de vezes, 
o que demonstra (c). 

Para demonstrar (d), seja B a matriz deduzida de A por permutagao das linhas A, e 
Aj. Uma vez que Aj— Aj tem-se B — A e por conseguinte det B = det A. Mas por (c), 
del B = —det A e consequentemcnte det A — 0. 

Para a demonstragao de (e) admite-se a existencia de escalares c„ c 2 , . .., c„. nao 
todos nulos, tais que ~^l^\C k A k = O. Entao qualquer linha A k com c* =£ 0 pode expri- 
mir-se eomo uma combinagao linear das outras linhas. Por comodidade, admitamos 
que A, e uma combinagao linear das restantes, por exemplo A, = ^2=2 l kAk- Devido 
a propriedade de linearidade da primeira linha temos 


d(-A 2 , A 2 ,...,/4 n ) ■ d( ^ tk^-k 9 A% 7 * • * 7 s ^ d(A k , A 2 y , A n ) . 

\k=2 } k—2 


Mas cada tcrmo d{A k , A 2 , . . . , A„) na ultima soma e zero, visto ser/t^igual a pelo me- 
nos um dos A 2 , ..., A„. Por tal razao a soma total e zero. Se a linha Aj e uma combi- 
nagao linear das outras linhas, raciocinamos da mesma maneira, utilizando a lineari- 
dade na linha de ordem /, e assim esta demonstrada (e). 


3.4. Calculo de determinantes 

Ao chegarmos a este ponto sera conveniente calcularmos alguns determinantes, 
servindo-nos unicamente dos axiomas e das propriedades dadas no teorema 3.1, pres- 
supondo sempre que as fungoes determinante existem. Em Cada um dos exemplos 
apresentados nao aplicaremos o Axioma 4 ate a derradeira fase do Calculo. 


EXEMPLO I . Determinante de uma matriz 2x2. Vamos provar que 


(3.4) 


a u a n 

det — ^11^22 ^12^21 * 

_ a 2 L a 22. 
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Escrevamos os vectores linha como combinagoes lineares dos vectores unitarios coor- 
denados i" = ( 1 , 0) e /= (0, 1 ): 

A 1 = (< 2 t i , fli 2 ) = flu* d" fli tjt A 2 = (fl 2 u Q22) — fl'21* d - ° 2 z} ■ 

Usando a linearidade na primeira linha temos 

d(A 1 , A 2 ) = d(a n i + a 12 j , A 2) = flu d(i, A 2 ) 4 ~ a 12 d(j, A 2 ) . 

Usando agora a linearidade na segunda linha obtemos 

d(i, A 2 ) = d{i, a 21 i + a 2 J) = a 21 d(i, i ) + a i2 d(i,j) = a 22 d(i,j) , 

Do mesmo modo se encontra 

d(j, AJ — d(j, a 21 i + a-^j) = a n d(j, i) = -a 21 d(i,j) . 

Finalmente, obtemos 

d(A x ,A 2 ) = (ai X fl22 - fli^i) d(i,j) . 

Mas d(i,j) = 1 pelo Axioma 4, pelo que d(A„ A 1 )= fli,fl 22 — fl| 2 fl 21 , como se afirmara. 

Este raciocinio mostra que se existe uma fun?ao determinante para matrizes 2x2, 
entao ela tera necessariamente a forma (3.4). Reciprocamente, e facil verificar que 
esta formula define, na realidade, uma fun?ao determinante de ordem 2. Por conse- 
guinte esta demonstrado que existe uma e uma so fraccao determinante de ordem 2. 

EXEMPLO 2. Determinante de uma matriz diagonal. Uma matriz quadrada da forma 


flu 0 • • • 0 

0 a 22 0 

_ 0 0 • • • a no _ 


diz-se uma matriz diagonal. Cada elemento ay nao pertencendo a diagonal (/ + j) e 
zero. Provaremos que o determinante de A e igual ao produto dos elementos perten- 
centes a diagonal principal (ou primeira diagonal). 


(3.5) det/1 = ajjfljj • - • a„„ . 

A linha de ordem k de A e o produto de um escalar pelo £-esimo vector coordenado 
unitario, Ak= <*kkh- Aplicando a propriedade da homogeneidade, repetidas vezes, 
obtemos 
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det A —d(A lt ...,A„) = d(a n I t , a nn I n ) = a n • • * a nn d(J lf . . . , /„) . 

Esta formula pode escrever-se 

det A = a n •• • a nn det I , 

com / a matriz identidade. O Axioma 4, porem, diz-nos que det /= I, pelo que se 
obtem (3.5). 

EXEMPLO 3. Determinante de uma matriz triangular superior. Uma matriz quadrada 
da forma 



diz-se uma matriz triangular superior. Todos os elementos abaixo da diagonal princi- 
pal sao nulos. Vamos demonstrar que o determinante de tal matriz e igual ao produto 
dos elementos da sua diagonal principal. 

det U = « u « 2 s •••«»,. 

Provemos em primeiro lugar que det U = 0 se algum elemento da diagonal «,-,• = 0. 
Se for nulo o ultimo elemento u„„ , entao a ultima linha e O e det U - 0, devido ao 
Teorema 3.1 (a). Suponhamos, entao, que algum dos elementos prccedentes na diago- 
nal, Ujj, e zero. Para especificar, admitamos « 22 — 0. Entao cada um dos /i— 1 veclores 
linhas U 2 , . . . , U„ tern as duas primeiras componentes nulas. Daqui resulta que estes 
vectores geram um subespapo de dimensao no maximo, n - 2. Deste modo estas n — 1 
linhas (e consequentemente todas as linhas) sao dependentes. Pelo teorema 3.1 (e), 
det U = 0. Do mesmo modo verificamos que det U — 0 se for nulo qualquer elemento 
da diagonal principal. 

Consideremos agora o caso geral. Seja a primeira linha t/, definida como uma soma 
de dois vectores-iinha, 

U 1 =V 1 +V{, 

com V, = [«„, 0 01 e V\ = [0, h 12 , Devido a linearidade na primeira 

linha temos 

det U = det (Fj, U 2 U n ) + det (V[, U U n ). 
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Mas det (V'„ U z , . U n ) = 0 visto que este c o determinante de uma matriz triangular 
superior com um elemento da diagonal principal igual a zero. Consequentemente, 
temos 

(3.6) det U = det (V 1> U z , , U n ) . 

Tratamos agora o vector-linha U 2 de uma maneira analoga, exprimindo-o como uma 
soma, 


U 2 =V 2 + Vi, 

onde 

V 2 = [0, u 22 , 0, . . . , 0] e V 2 = [0, 0, w 23 , . . . , w 2n ] . 

Substituindo no segundo membro de (3.6) e aplicando a propriedade da linearidade na 
segunda linha obtemos 

(3.7) det U — det (K x , V 2 , t/ 3 , . . . , U n ) , 


visto que det(K,, V 2 , U 3 , . .., U„) — 0. Repetindo o raciocinio para cada uma das linhas 
seguintes no segundo membro de (3.7) obtemos finalmente 

det U — det (V 1 , V 2 , . . . , V n ), 

com { V,, V 2 , . . . , V„) uma matriz diagonal com os mesmos elementos que U na diago- 
nal principal. Por conseguinte, segundo o exemplo 2, temos 

det U — w n w 22 

como pretendiamos demonstrar. 

•A 

EXEMPLO 4. Calculo pelo metodo de Gauss-Jordan. O metodo de eliminapao de 
Gauss-Jordan para resolver sistem as de equaeoes lineares e igualmente um dos mel- 
hores metodos para o calculo de determinantes. Recorde-se que o metodo consiste na 
aplicaqao de tres tipos de operapoes as linhas da matriz: 

(1) Vermutacdo de duas linhas. 

(2) Multiplicacao de todos os elementos de uma linha por um escalar nao nulo. 

(3) Adicdo a outra de uma linha multiplicada por um escalar. 

Efectuando estas operaqoes de uma maneira sistematica podemos transformar qual- 
quer matriz quadrada A numa matriz triangular superior V cujo determinante jasabe- 
mos calcular. fi facil determinar a relacao entre det A e det U. De cada vez que se efec- 
tua a operaqao (I) o determinante muda de sinal. De cada vez que se efectua (2), sendo 
c um escalar nao nulo, c =£ 0, o determinante vem multiplicado por c. De cada vez que 
se efectua (3) o determinante permanece inalterado: Desta maneira, se efectuarmos p 
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vezes a operafao (1) e se c„ .. c q sao escalares diferentes de zero usados em q ope- 
rates do tipo (2), temos 

(3.8) det A = (— l) p (c 1 c 2 • • • det U. 

Mais uma vez observamos que esta formula e uma consequencia unicamente dos tres 
primeiros axiomas. A sua demonstrate nao fez intervir o Axioma 4. 


3.5. O teorema de unicidade 

No Exemplo 3 da seepao anterior provou-se que os Axiomas 1,2 e 3 implicam a 
formula det U — h,,m 32 det l. Combinando-a com (3.8) vemos que para toda a 
matriz A, n X n, existe um escalar c (que depende de A) tal que 

(3.9) d(A x 4„) = t(/i /„). 


Alem disso, esta formula e uma consequencia dos Axiomas 1, 2 e 3 unicamente. A 
partir deste resultado podemos facilmente provar que nao existe mais do que uma 
funcao determinante. 

TEOREMA 3.2. TEOREMA DE UNICIDADE PARA DETERM1N ANTES. Se d e uma funedo 
satisfazendo aos quairo axiomas para uma fun<;do determinante de ordem n,e f e outra 
funcao satisfazendo apenas aos Axiomas 1,2c 3 , entao para qualquer escolha de um sis- 
tema de vectores A„ A „ no espaco n dimensional tern-se 

(3.10) f{A x ,...,A„) = d(A 1 ,..., A„)f ( A /„) . 


Em particular, se f tambem verifica o Axioma 4 entao sera 

J(A l ,...,A n )~d(A 1 ,...,A n ). 

Demonstraqao. Seja g(A A„)=f(A„ A„)-d{A„ .... A„)f(I x , .... I„). 

Vamos provar que g(A x , .... A n ) = 0 qualquer que seja a escolha de A„ .... A„. Uma 
vez que, quer d , quer /, verificam os axiomas 1, 2 e 3, o mesmo e verdadeiro parag. Por 
conseguinte g satisfaz tambem a equa^ao (3.9) que fora deduzida unicamente a partir 
dos primeiros tres axiomas. Deste modo podemos escrever 

(3.11) g(A l ,...,A„) = cg(I 1 /„), 

com c um escalar dependendo de A. Tomando A = / na definicao de g e observando 
que d satisfaz ao Axioma 4 encontramos 
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gV. I /„) =/(A. •••./„) -/(A, -■-,/») = 0. 

Por conseguinte, a equaqao (3.11) vem g(A„ A 2 , A„) = 0 , e o teorema esta de- 

monstrado. 


3.6. Exercicios ; 

Neste conjurtto de exercicios deve admitir-se a existencia da funcao determinante. Os deter- 
minantes de terceira ordem podem ser calculados pela formula (3.2). 

1. Calcular cada um dos determinantes seguintes: 



2 

1 

1 


3 

0 

8 


a 

1 

0 

(a) 

I 

4 

-4 

, (b) 

5 

0 

7 

, <c) 

2 

a 

2 


1 

0 

2 


-1 

4 

2 


0 

1 

a 


2. Se det 


x y z 
3 0 2 

1 1 1 


= 1 , calcular o determinante de cada uma das matrizes seguintes: 



1 

£ 

to 

*1 


* 

V- 

N 

1 


x — 1 y — 1 z — l 

(a) 

i o i 

, (b) 

3x +3 3 y 3z + 2 

» (c) 

4 I 3 


- 1 1 K 


x + 1 y + 1 z + 1 


1 1 1 


3. (a) Provar que 


1 1 1 

a b c 


= (b — a)(c — a)(c — b) . 


(b) Determinar as formulas correspondentes para as determinantes 


1 

i 

1 


1 

1 

1 

a 

b 

c 

e 

a 2 

b 2 

c 2 

a 3 

b 3 

c 3 


a 3 

b 3 

c 3 


4. Calcular o determinante de cada uma das matrizes seguintes, pela transformaqao de cada 
uma delas numa matriz triangular superior 


'i ~i i r 


'1 

1 

1 

r 


“1 

i 

i 

r 

i -l -l -l 

, (b) 

a 

b 

c 

d 

, (C) 

a 

b 

c 

d 

i i -l -l 

a 3 


c 2 

d 3 

d 2 

b 2 

c*. 

d 2 

,i i i -l. 


y 

b 3 

c 3 

d\ 

. 

a* 

b* 

c 4 

d*_ 


go Calculo 








"1 1 1 

1 1 r 

a 

1 

0 

0 

0“ 


1 1 1 

-1 -1 -1 

4 

a 

2 

0 

0 


1 1 -1 

-1 1 1 

0 

3 

a 

3 

0 

, (e) 

1 -1 -1 

1 -1 1 

0 

0 

2 

a 

4 


1 -1 1 

- 1.1 1 

_0 

0 

0 

1 

a_ 










_1 -1 -1 

1 1 -i_ 


5. Uma matriz triangular inferior A = (a,y) e uma matriz quadrada cm que os elementos acima 
da diagonal principal sao todos nulos, isto e, o l; = 0 sempre que i < j. Provar quedetermi- 
nante de tal matriz e igual ao produto dos respectivos elementos da diagonal principal: 
det A — 011^22 '• ‘ 

6. Sejam g,, g 2 quatro funqpes derivaveis no intervalo (a, b). Defina-se 


f\(x) /*(*) 

gi( x ) g‘A x ) 


para todo jc de (a, b). Provar que 

F'ix) = 


nix) mx) 

_L 

AW Ato 

<?iW foix) 

T 

g'lix) g'M) 


7. Estabelecer e demonstrar uma generalizaqao do Exercicio 6 para o determinante 


F{x) = 


/iW /*(*) /aW 
ftW 

Alto h 2 (x) h 3 {x) 


8. (a) Se F(x) - 


j/iW /.(*) 
A' to Ato 


..provar que .F'Oir) = 


AW /.to 
A'W //to 


(b) Estabelecer e demonstrar o resultado correspondente para determinantes de terceira 
ordem, admitindo a validade da equagao (3.2). 

9. Sejam U e V duas matrizes triangulares superiores nx n. 

(a) Provar que cada U + V e UV e uma matriz triangular superior. 

(b) Provar que det-fUE) = (det U) (det V). ’ 

(c) Se det U* 0, provar que existe uma matriz triangular superior l/' 1 tal que {/(/-’ = /, e 
demonstrar que det ((/') = I /del U. 

10. Calcular det A, det (A ') e A para a seguinte matriz triangular superior: 


A = 


"2 3 4 r 
0 2 3 4 
0 0 2 3 
0 0 0 2 . 
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3.7. Produto de determinantes 

Nesta Secgao usamos o teorema da unicidade para demonstrar que o determinante 
de urn produto de duas matrizes quadradas e igual ao produto dos correspondentes 
determinantes dessas matrizes. 


det (AB) = (det/l)(det5). 


pressupondo evidentemente que a fungao determinante existe. 

Recordamos que o produto AB de duas matrizes A = (ay) e B = (by) e a matriz 
(7 = (Cy) cujo elemento qj e dado por 


(3.12) 


n 


— 2 a ik^ki • 
l-L 


O produto de matrizes define-se unicamente se o numero de colunas do factor da 
esquerda, A, e igual ao numero de linhas do factor da direita, B. Isto verifica-se sem- 
pre que A e B sao matrizes quadradas da mesma ordem. 

A demonstrate da formula para o produto fara uso de uma rela 9 ao simples defi- 
nida entre as linhas de AB e as de A. Vamos estabelece-las como um lema. Como 
habitualmente, representamos por A,- a linha de ordem i da matriz A. 

LEMA 3.3. Se A e uma matriz mx n e B outra matriz nX p, entao tem-se 

(AB^^A.B. 

isto e, a linha de ordem i do produto AB e igual ao produto da linha A,-de A pela matriz B. 

Demonstraqao. Represente B> a coluna de ordem j de B e seja C = AB. Entao a 
soma (3.12) pode considerar-se como o produto escalar da linha de ordem i de/1 pela 
coluna de ordem j de B , 


c u = 


A t B*. 


Portanto a linha de ordem / de C„ e a matriz linha 


C { = (At ■ B\ A ( ■ B *, . . . , At ■ B*\, 


Mas este e tambem o resultado da multiplicapao da matriz linha A,- por B, vistoque 
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A t B — [aji 


= [A t A t -B*]. 


L^nl b n % • • ■ ^nnj 

Consequentemente C,= A/B e o lema esta demonstrado. 

TEOREMA 3.4. FORMULA PARA O PRODUTO DE DETERMIN ANTES. Para duas quais- 
quer matrixes nX n, A e B, tem-se 

det (AB) = (det /t)(det B ) . 


Demonstracao. Uma vez que (/!/?),= A,B, temos que demonstrar que 


d{A x B, ...,A n B) = d(A lt ..., A n )d(B x , ...,B n ). 

Recorrendo de novo ao lema, temos B,-= (/#),= I/B, com / a matriz identidade nX n. 
Portanto d(B n B„) = d(l t B , . . . , I„B), e temos que provar que 

d(A x B , . . . , A n B ) i = d(A x .... , A„)d(I x B, I„B ) . 


Consideremos B fixo e introduzamos uma funpao / definida pela formula 

f(A x ,...,A n ) = d{A x B, A n B ). 

A equapao que pretendemos demonstrar estabeiece que 

(3.13) f(A i ,...,A n ) = d(A 1 ,...,A n )f(I 1 ,...,I n ). 

E e agora uma questao simples comprovai que / satisfaz aos Axiomas 1, 2 e 3 relativos 
a funpao determinante pelo que, devido ao teorema da unicidade, a igualdade (3.13) 
e valida para uma matriz qualquer A, ficando assim completada a demonstrapao. 

Apresentamos a seguir aplicapoes da formula do produto. 


3.8. Determinante da matriz inversa de uma matriz nao singular 

Recordemos que uma matriz quadrada A diz-se nao singular se admite matriz inversa 
esquerda B tal que BA = /. Se A admite uma inversa esquerda ela e unica e e tambem 
inversa direita, AB ~ I. Representemos a inversa por A' 1 . A relapao entre det A e det 
A ' 1 e a mais natural que se podia esperar. 
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TEOREMa 3.5. Se a matriz A e nao singular, entao del A 3 - 0 e tem-se 

(3.14) det A ~ 1 = — — . 

det A 

Demonsrracao. A partir da formula do produto temos 

(det A )( det A 1 ) = det (A A- 1 ) = det / = 1 . 

Por conseguinte det A # 0 e (3. 14) e valida. 

O teorema 3.5 mostra que o nao anulamento de det A e uma condiqao necessaria 
para que A seja nao singular. Provaremos mais adiante que esta condiqao e tambem 
suficiente, isto e, se det 4^0 entao A' 1 existe. 


3.9. Determinantes e independence de vectores 

Do teorema 3.5 pode deduzir-se urn criterio simples para averiguar a independence 
de vectores. 

TEOREMA 3.6. Um conjunto de n vectores A,, . . . , A„ de inn espa$o n-dimensional e 
linearmente independente se e so se d(A t , . . . , A n ) =± 0. 

Demonstrapao. Ja provamos no teorema 3.2 (e) que a dependence implica 
d(A„ ... , A„) = 0. Para provar a inversa, admitamos que A,,..., T„sao independentes 
e demonstremos que d{A,, . . . , A n ) 0. 

Represente V n o espa«;o linear dos «-tuplos de escalares. Uma vez que A ,, . . . , A„ 
sao /7-elementos independentes de um espaco n-dimensional, formam uma base para 
V n . Pelo teorema 2.12 existe uma transformapao linear T: V n , a qual aplica estes n 

vectores nos vectores coordenados unitarios, 

T(A k ) = 4 para k = 1, 2, . . . , n . 

Por conseguinte existe uma matriz n + n y B, tal que 

A k B = 4 para k — 1, 2, : . . , n. 

Mas pelo lema 3.3 temos A^B = ( AB ) k , com A a matriz cujas linhas sao A„ A„. 
Consequentemente AB = /, pelo que A e nao singular e det A # 0. 


3.10. Determinante de uma matriz diagonal por blocos 


Uma matriz quadrada C da forma 



O' 

B 
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onde A e B sao matrizes quadradas e cada O representa uma matriz de zeros diz-se 
uma matriz diagonal por blocos, com dois blocos diagonals A e B. Como exemplo con- 
sidere-se a matriz 5x5 



1 

0 

0 

0 

0 


0 

1 

0 

0 

0 


0 

0 

1 

4 

7 


0 0 “ 
0 0 
2 3 
5 6 
8 9 


Os blocos diagunais sao neste caso 



'1 O' 


'1 2 3' 

A = 

0 1 

e B = 

4 5 6 

7 8 9 


0 teorema que se segue mostra que o determinante de uma matriz diagonal poi 
blocos e igual ao produto dos determinantes dos respectivos blocos diagonals. 


TEOREMA 3.7. Quaisquer que sejam as matrizes quadradas A e B tem-se 


(3.15) 




= (det /4)(det B). 


Demonstracao. Admitamos que AenxneBcmXm. Observe-se que a matriz 
diagonal por blocos pode exprimir-se como um produto da forma 


" A 

O' 


'A 

O' 


O' 

O 

B 


O 

L. 

r 

O 

B 


onde I„ e l m sao matrizes identidade de ordens new respectivamente. Por conseguin- 
te, segundo a formula do produto de determinantes temos 


(3.16) 

Consideremos agora o determinante det 


det 

'A O' 

= det 

YA O' 

det 

X 

O' 


0 B_ 


Lo /«. 
r a o 

1 

o 

B_ 


Lo U 


como uma funpao das n linhas de 


A. Tal e possivel devido ao bloco de zeros do canto superior direito. fi facil verificar 
que esta funpao satisfaz aos quatro axiomas para uma funpao determinante de ordem 
n. Deste modo, pelo teorema da unicidade, devemos ter 



| Determinantes 

I 
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Um argu mento semelhante mostra que det 
(3.16) implica (3.15). 


O' 

K 


-= det B. Consequentemente 


3.11. Exercicios 

1. Para cada uma das proposigoes seguintes, referenles a matrizes quadradas, efectuar a'.cor- 
respondente demonstracao ou apresentar um contra exemplo. 

(a) det (A + B) = det A + det B . 

(b) det (04 + B?) = {det (A + B)} 2 

(c) det {(A + BY} = det (/l 2 + 2 AB + B 2 ) 

(d) det {(/l + BY} = det (A 2 +B 2 ). 

2. (a) Estabelecer o teorema 3.7 para matrizes diagonals por blocos, com tres blocos diagonals'. 


det 


A O O 
O B O 
O O C 


= (det /t)(det B)(det C) . 


(b) Generalizar e demonstrar o teorema para matrizes diagonals por blocos, com qualquer 
numero de blocos diagonais. 


3. Seja A = 


det B = det 


"1 0 0 0" 


~a b c d~ 



0 10 0 

abed 

, B = 

e f S h 
0 0 10 

. Provar que det A = det 

c d 

JS h . 

- e f S h - 


0 0 0 1. 




e que 


a b 

e fj 


4. Estabelecer e demonstrar uma generalizacao do Exerclcio 3 para matrizes it x n. 
fa b 0 O' 

r s h ~ 


5. Seja A = 


c d 0 0 
e f g h 
x y z tv 


. Provar que det A = det 


a b 
c d 


det 


tv 


6. Estabelecer e demonstrar uma generalizacao do Exercicio 5 para matrizes n x n da forma 



B O' 
C D 


onde B, C, D representam matrizes quadradas e O representa uma matriz de zeros. 
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1. Servindo-se do leorema 3.6, verificar se os seguintes conjuntos de vectores sao linearmente 
dependentes ou independentes. 

(a) A x = (1, —1,0), A 2 = (0, 1, -l),A 3 = (2,3, -1). 

(b) A j = (1, -1,2, 1),^, -(-1,2, -1,0), A 3 = (3, -1, 1,0), A t =(1,0,0, 1). 

(c) A x -(1,0, 0,0,1), A, = (1, 1,0, 0,0), 4 = (1.0, 1,0, 1 ),A t = (1, 1,0, 1, 1), 

A s = (0,1,0, 1,0). 


3.12. Formulas para o desenvolvimento de determinantes. 

Menores e eomplementos algebricos 

Ainda nao demonstramos que a fungao determinante existe, excepto para o caso de 
uma matriz 2x2. Nesta Secgao vamos explorar a propriedade de linearidade e o teo- 
rema da unicidade para demonstramos que, se os determinantes existem, eles podem 
ser calculados por intermedio de uma formula que exprime cada determinante de 
ordem n como uma combinagao linear de determinantes de ordem n — l. A equagao 
(3.2), da Secgao 3.1; e um exemplo desta formula no caso 3 X 3. A formula geral su- 
gerira um metodo para demonstrar a existencia de fungdes determinantes por indugao. 

Cada linha de uma matriz A, n x n, pode exprimir-se como uma combinagao li- 
near dos n vectores coordenados unitarios /,, .. ., /„. Por exemplo, a primeira linha 
A, pode escrever-se 


j-i 

Uma vez que os determinantes sao lineares a respeito da primeira linha temos 

( 3 . 17 ) d(A x , A t , . . . , A n ) — d( ^a lt I jt A z , . . . , = £ a u d{I ,■ , A 2 , ■ ■ ■ , A n ) . 

\i-i / r= i 

Quer dizer, para caicular det A basta calcuiar d(I., A 2 , . . . , A n ) para cada vector coor- 
denado unitario /.. 

Utilizemos a notagao A\. para representar a matriz obtida de A pela substitugao da 
primeira linha A, pelo vector unitario /.. Por exemplo, se n = 3 existem tres matrizes 
desse tipo: 



' 1 

0 

0 ‘ 


'0 

1 

0 ' 


' 0 

0 

1 ' 

A’ n = 

a ti 

fl 22 

a 23 

, A u — 

a 21 

a 22 

°23 

, A' 13 = 

a 21 

a 22 

a 23 


- a 3l 

°32 

a 33- 


- a 31 

°32 

a 33- 


- a 3l 

a 32 

a 33- 


Observe-se que det A\ = d(I., A 2 , ..., AJ. A equagao (3.17) pode agora escrever-se 
na forma 
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(3.18) det A = £a u det A' u . 

j-i 

Esta e uma formula de desenvolvimento do determinante; exprime o determinante de A 
como uma combinapao linear dos elementos da sua primeira linha. 

O raciocinio efectuado para deduzir (3.18) pode aplicar-se a linha de ordem k em 
vez da primeira linha. O resultado sera uma formula de desenvolvimento expressa em 
funpao dos elementos da linha de ordem k. 

TEOREMA 3.8. DESENVOLVIMENTO POR COMPLEMENTOS ALGEBR1COS. Se A' kj e a 
matriz obtida de A por substituipao da linha de ordem k, A k , pelo vector coordenado 
unitario I JX entao a formula de desenvolvimento escreve-se 


(3.19) det A — ]Ta w det A' kj 

i=l 

a qual exprime o determinante de A como uma combinapao linear dos elementos da linha 
de ordem k. O numero det A' kj chama-se o complemento algebrico do elemento a kr 

Num teorema que apresentamos a seguir provaremos que cada complemento alge- 
brico e, a menos do sinal, igual ao determinante de uma certa matriz de ordem n— 1. 
Estas matrizes designam-se por menores ou menores complementares (correspondentes 
aos elementos da linha de ordem k). 

DEFIN1CAO. Dada uma matriz quadrada A de ordem n £ 2, a matriz quadrada de 
odem n — 1 obtida da anterior por supressao da linha de ordem k e coluna de ordem j 
chama-se a menor k, j de A e representa-se por A kJ . 

EXEMPLO. Uma matriz A = ( a k j ) de ordem 3 tern nove menores. Tres dentre eles 
sao 



'<*22 

a n~ 


<* 2 l 

<*23 


<*21 

<*22 

^11 = 

3*32 

1 

n 

<? 

J ^12 — 

3*31 

<* 33 _ 

> ^13 — 

3* 31 

<* 32 _ 


A igualdade (3.2) exprime o determinante de uma matriz 3x3 como uma combi- 
napao linear dos determinantes destes tres menores. A formula pode escrever-se 
como segue: 


det A — a n det A kl — a 12 det A 12 + a 13 det A l3 . 

O teorema seguinte generaliza esta formula ao caso n x n com n ^ 2. 
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TEOREMA 3.9. DESENVOLVIMENTO SEGUNDO OS MENORES DA LINHA DE ORDEM k. 
Para qualquer matrix nx n. A, n 5 2, o complemento algebrico de a kJ esta relacionado 
com a matrix me nor A k jpe la formula 

(3.20) det A' kj — ( — 1)* +< det A ki . 

Consequentemente o desenvolvimento de det A em funfdo dos elementos da linha de ordem 
k e dado por 

(3.21) det A = 2(— l)* +, fl*i det A kj . 

j=i 


Demonstrafdo. Consideremos em primeiro lugar o caso particular em que k = j= 1. 
A matriz A' n tem a forma 



i 

0 

0 • • 

0 ^ 


a 21 

a 22 

a 23 ' ' 

a 2n 

A* — 

/in — 

a 3l 

a 32 


a 3 n 


. 



. 


—^nl 

a n2 

a n3 ' ' 

&nn — 


Aplicando as operates elementares do tipo (3) as linhas da matriz, podemos con- 
verter em zeros todos os elementos situados a seguir ao 1 na primeira coluna, dei- 
xando os restantes inalterados. Por exemplo, se multiplicamos a primeira linha de 
A[, por ~a 21 e adicionamos o resultado a segunda linha, a nova segunda linha vem 
(0, a 22 , a 23 , . .., a 2n ). Por meio de uma sucessao de tais operacdes elementares obte- 
mos uma nova matriz que designaremos por A®, e que e da forma 


1 0 ■ • • 0 

0 a 2 2 ' ‘ ‘ a 2 „ 

0 a 32 ' ’ • 


LO a n2 ■■■ a nn J 


Uma vez que as operates do tipo (3) deixam o determinant*: inalterado temos 


(3.22) 


det A 3l — det A ’ n . 


Mas A n u e uma matriz diagonal por blocos pelo que, devido ao teorema 3.7, teremos 

det A 31 — det A u , 


onde A u e a menor I, 1 de A, 
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a 22 ' ' ‘ °2n 

<*32 ’ * ‘ a 3n 

I &n2 ^nn_ 

Portanto del A' u = det A u , estando assim demonstrada (3.20) para k = j- t. 
Consideremos em seguida o caso particular k — 1 ,j qualquer, e provemos que 

(3.23) det A' u = (-l)' -1 det A u . 

Utna vez demonstrada (3.23), resulta imediatamente a formula mais geral (3.20) de- 
vido a matriz A\j se poder transformar numa matriz da forma Bp recorrendo a A: — I 
permutapoes sucessivas de linhas consecutivas. O determinante muda de sinal de 
cada vez que permutamos duas linhas, pelo que se tern 

(3.24) det A' ki = (- 1)* -1 det B' lf , 

onde B e uma matriz n X n cuja primeira linha e / ; e em que a matriz menor I ,j, B,p 
e A k j. Devido a (3.23), temos 

det B' u = (- 1 y- 1 det B u = (— l)- 1 det A kJ , 

pelo que (3.24) nos da 


S' 

'ft 
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det A' kt = (— l)*^— l)’- 1 det A kj = (-1)*+' det A t 


Portanto se provarmos (3.23), demonstramos tambem (3.20). 

Passemos entao a demonstrapao de (3.23). A matriz A\j tem a forma 

"0 ••• 1 ••• 0 

a 21 ‘ ' a 2i ' ' ' fl 2rt | 

*u=' 


Mediante as operapoes elementares do tipo (3) sobre as linhas desta matriz, produzi- 
mos uma coluna de zeros a seguir ao elemento 1 e transformamo-la em 


4 ° — 


K 


0 

a 21 


0 


*2,j— 1 




1 0 
0 a 2,j+l 


0 


0 a 


n,J+l 


«nnJ 
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Como referimos atras o determinante nao varia, isto e det A\.= det A°,j. A matriz 
menor \,j, A tJ , tem a forma 



Considere-se agora det como uma fungao das n— 1 linhas de A 1; -, digamosdet 
A° l j= f(A t j). A fungao /satisfaz aos tres primeiros axiomas para a fungao determinan- 
te de ordem n— 1 . Deste modo, pelo teorema da unicidade, podemos escrever 

(3.25) f(A u )-f(J)tetA u , 

com J representando a matriz identidade de ordem n - 1. Concluimos assim que para 
provar (3.23) devemos demonstrar que f(J) = (- 1 )■/-'. Por definigao f(J) e o deter- 
minante da matriz 



coluna j 

Os elementos situados sobre os segmentos obliquos sao todos iguais a 1. Os res- 
tates elementos nao escritos sao zeros. Permutando a primeira linha de C sucessiva- 
mente com as linhas 2, 3, . . . , j, chegamos a matriz identidade /, nx n, depois de 
j — 1 transposigoes. O determinante muda de sinat em cada permutagao, pefo que det 
C= (— !)>-'. Consequentemente f(J) = (— 1)> _1 , o que prova (3.23) e portanto (3.20). 

3.13. Existencia da fungao determinante 

Vamos recorrer a indugao em «, a ordem da matriz, para demonstrar a existencia 
da fungao determinante de qualquer ordem. Para n= 2 ja provamos que existe uma 
fungao determinante. Para n = 1 admitimos por definigao que det [a,,] = a u . 
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Supondo que existe uma funcao determinante de ordem n — 1 , parece logico que uma 
funcao determinante de ordem n fosse uma das formulas de desenvolvimento do 
teorema 3.9, por exemplo o desenvolvimento segundo os elementos menores da 
primeira linha. Porem, torna-se mais facil verificar os axiomas se usarmos uma formula 
diferente, embora do mesmo tipo, expressa em funcao dos elementos menores da 
primeira coluna. 

TEOREMa 3. 10. Admita-se a existencia de determinantes de ordem n — 1 . Para uma 
matriz qualquer n x n, A = (a jk ), seja fa funcao defmida pela formula 

(3.26) f(A 1 ,...,A n )=X(-l) i+1 and*A n . 

j=i 

Entao f satisfaz aos quatro axiomas para uma fungao determinante de ordem n e por 
conseguinte, por indugao, os determinantes de ordem n existem para todo n. 

Demonstragao. Consideremos cada termo da soma (3.26) como uma funcao das 
linhas de A e escrevamos 

fii^i, • • • > A n ) = (— l) ,+1 a» det A n . 

Se verificarmos que cada/ satisfaz aos Axiomas I e 2, o mesmo se verificara com / 
Consideremos o efeito da multiplicacao da primeira linha de A por urn escalar /. O 
menor A u nao sera afectado uma vez que nele nao intervem a primeira linha de A. 
O elemento a n vem multiplicado por t, pelo que se tera 

AM, > A„) ~ * a n det An = tf\(Ai, . . . , A„) . 

Se j > I a primeira linha de cada menor Aj, resulta multiplicada por re o coeficiente 
Oj, nao e afectado, pelo que mais uma vez temos 

fj{tAi , A t , . . . , A n ) — tf } (Ai,A t ,. . . , A n ) . 

Em conclusao cada^ e homogenea na primeira linha. 

Se a linha de ordem k de A e multiplicada por r, com k> 1, o menor A h nao e 
afectado, mas a k{ vem multiplicado por r, pelo que f k e homogenea na linha k. Se 
yV k, o coeficiente aj, nao e afectado, mas alguma linha de^, vem multiplicada por 
t. Consequentemente cada f e homogenea na linha k. 

Um raciocinio analogo conduzira a demonstracao de que cada f e aditiva relativa- 
mente a qualquer linha, pelo que / satisfaz aos Axiomas 1 e 2. Provemos agora que / 
satisfaz ao Axioma 3', uma versao fraca do Axioma 3. Do teorema 3.1 resulta que / 
satisfaz ao Axioma 3. 

Para verificar que /satisfaz ao Axioma 3', admitamos que duas linhas consecutivas 
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de A sao iguais, isto e A k ~A k + t . Entao, excepto para as matrizes menores A h e 
A k + , ,, cada menor A f tem duas linhas iguais pelo que del A yl = 0. Quer dizer que a 
soma (3.26) consla unicamente dos dois termos correspondentes ay = k ey'=/c + 1, 

(3.27) /(A,,..., A n ) = (- l) t+1 a 41 det A kl + (- l) fc+a a* + i,i det A k+11 . 

Mas A kl - A/ l + , i , e a t) = a t + li , ja que A k -A k + l . Deste modo, OS dois termos em 

(3.27) diferem unicamente pelo sinal, logo f(A„ . ... /l n ) = 0. Assim se provou que/ 
verifica o Axioma 3'. 

Final mente verifiquemos que / satisfaz ao Axioma 4. Quando A - I temos a,, = 1 
e aj, - 0 para j > I. Deste modo A,, 6 a matriz identidade de ordem n — 1, pelo que 
cada termo de (3.26) e zero excepto o primeiro, que e igual a 1. Assim /(/,, ...,/„)= j 
e / satisfaz ao Axioma 4. 

Na demonstraqao anterior poderia ter-se utilizado uma funqao / definida em funqao 
das matrizes A jk , menores relativos a coluna k em vez das matrizes Aj„ menores rela- 
tivas a primeira coluna. Com efeito, se fizermos 

(3.28) f(A k A n ) = J(-l) ,+,t a rt det A ik , 

exactamente o mesmo tipo de demonstracao permitira concluir que esta funqao / 
satisfaz aos quatro axiomas de uma fungao determinante. Visto que as funqoes de- 
terminantes sao unicas, as formulas de desenvolvimento (3.28) e (3.21) sao ambas 
iguais ao det A. 

As formulas de desenvolvimento (3.28) nao so estabelecem a existencia de funqoes 
determinantes, mas revelam ainda um novo aspecto da teoria dosdeterminantes— uma 
conexao entre as propriedades relativas a linhas e as propriedades relativas a colunas. 
Esta conexao e analisada na secpao seguinte. 

3.14. O determinante da matriz transposta 

Associada a cada matriz A existe oulra matriz chamada a transposta de A e que se 
representa por A 1 . As linhas de A‘ sao colunas de A com a mesma ordem. Por exem- 
plo.se 



Uma definiqao rigorosa pode ser dada do modo seguinte: 
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DEFINICAO de TRANSPOSTA. A transposta de uma matriz mx n. A = (a ij )?'j r l , e a 
matriz , n X m, A 1 cujo elemento i,j e a^. 

Embora a transposi<:ao possa ser efectuada sobre qualquer matriz rectangular va- 
mos confinar-nos as matrizes quadradas, provando de imediato que a transposi^ao de 
uma matriz quadrada nao altera o seu determinante. 

TEOREMA 3. 11 . Para qualquer matriz A, n x n. tem-se 

det A — det A‘. 

Demonstracao. A demonslraqao faz-se por indugao em n. Para n = 1 cn—2o resul- 
tado verifica-se imediatamente. Admitamos, pois, que o teorema e verdadeiro para 
matrizes de ordem n — 1 . Seja A = (a^) e B = A' = ( b iy ). Desenvolvendo det A segundo 
os elementos da primeira coluna e det B segundo os elementos da primeira linha 
temos 

det A — ]T(— l) ,+1 a )1 det A,i, det B = }T(— ■ l)’ + 1 b u det B u . 

1 j=i 

Mas, considerando a defim'cao de transposta de uma matriz, temos b x j= e B !y = 
(Aj X )'. Uma vez que estamos a admitir que o teorema e verdadeiro para matrizes de 
ordem n— 1, temos det B ly =det A jt . Deste modo as somas anteriores sao iguais, 
termo a termo, pelo que det A = det B. 

3.15. A matriz complementos algebricos 

O teorema 3.5 mostrou que se A e nao singular entao det A? t 0. O teorema que se 
segue prova o inverso, isto e, se det A ^ 0, entao existe/l -1 . Alem disso da uma formu- 
la explicita para expressar A -1 em funcao de uma matriz formada a partir dos com- 
plementos algebricos dos elementos de A. 

No teorema 3.9 provamos que o complemento algebrico i,j de a iy e igual a(— l)'*i 
det Ajj, sendo /l iy a matriz menor i,j de A. Representemos este complemento algebri- 
co por Cal a/j. Entao, por defini^ao. 


Cal a,y = (— l) <+i det A i} . 


DEFINICAO DA MATRIZ COMPLEMENTOS ALGEBRICOS. A matriz cujo elemento i. j e 
Cal a,j diz-se a matriz complementos algebricos de A e representa-se por Cal A. Assim 
tem-se 

Cal A = (CalaJl^ = ((-1) <+ ' det 

Na literatura acercu de matrizes, especial men te nos tratados classicos, a transposta da matriz complementos algebricos, 
dizem-se adjurua de A. Contudo, a nomenclatura actual rescrva-se a palavra adjunta para outra coisacompletamentedis- 
tinta, que serd tratado na sec^do 5.8. 
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O teorema seguinte mostra que o produto de A pela sua adjurtta (a transposta da 
matriz complementos algebricos) e, a menos de urn factor escalar, a matriz identi- 
dade I. 

TEOREMA 3.12. Para qualquer matriz A. n~x n, com n> 2 tem-se 

(3.29) A(Ca\A)‘ = (det A)I . 

Em particular, se det A 4- 0 a inversa de A existe e e defmida por 

A- 1 = — (CaU)‘. 
det A 

Demonstracao. Usando o teorema 3.9 exprimimos det A em fumjao dos comple- 
mentos algebricos referentes aos elementos da linha k pela formula 

(3.30) det A =fa lcj Ca\a ki : 

i=l 


Consideremos k fixo e apliquemos esta relagao a lima nova matriz B, cuja linha de 
ordem i e igual a linha de ordem k de A para algum / + k, e cujas restantes linhas 
sao as mesmas de A. Entao det B- 0 porque sao iguais as linhas /' e k de B. Exprimin- 
do o det B por intermedio dos complementos algebricos da linha i temos 

(3.31) det £ = b it Cal — 0 . 

i= l 


Mas porque a linha de ordem i de B e igual a linha de ordem k de A temos 
b is = a ki e Cal b tj = Cal a if paratodo j. 

Por este motivo (3.31) significa que 

(3.32) 2 a *jCal = 0 se k^i. 

i=i 


As equaqoes (3.30) e (3.32) podem escrever-se conjuntamente 


(3.33) 


tl 



}- 1 


fdet A 

lo 


se i — k 
se i k. 


Mas a soma figurando no primeiro membro de (3.33) e o elemento k, i do produto 
A ( adj A)*. Consequentemente (3.33) implica (3.29). 



Determinantes 


10S 


Como urn colorario directo dos teoremas 3.5 e 3.12 temos a seguinte condipao 
necessaria e suficiente para que utna matriz quadrada seja nao singular. 

TEOREMA 3.13. Uma matriz quadrada A e nao singular se e so se det A ± 0. 


3.16. Regra de Cramer 

O teorema 3.12 pode tambem utilizar-se para resolver um sistema de equapdes 
lineares, desde que a matriz dos coeficientes seja nao singular. As formulas que se 
obtem traduzem a chamada regra de Cramer, em honra do matematico suipo Gabriel 
Cramer (1704-1752). 

TEOREMA 3.14. REGRA DE CRAMER. Se num sistema de n equapoes lineares com n 
incognitas x, x„ 

(3.34) jUx, = b { (i = l ,2,...,«) 

j=i 

a matriz dos coeficientes A — (af e nao singular, existe uma unica soluqdo para o siste- 
ma defmida pelas formulas 

X< = d ktA '^ b * Cal ° ki ’ para 7 = 1. 2, . . . , n . 

Demonstraqdo. O sistema pode escrever-se na forma matricial atraves da unica 
equapao 


AX = 3, 





’V 

com X e B duas matrizes coluna, X — 

• 

, B = 

- 


*». 


A. 


existe uma unica solupao X definida por 


Visto A ser nao singular, 


(3.35) X = A~'B - — ( Cal A)‘B . 

det A 


A formula (3.34) obtem-se igualando as componentes em (3.35). 

Deve observar-se que a formula para Xj em (3.34) pode expressar-se como cociente 
de dois determinantes 
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det C f 

x, = — — 1 , 
det A 

onde Cj e a matriz obtida de A pela substituipao da coluna j de A pela matriz coluna B. 

3-17. Exercicios 

1 . Determinar a matriz complementos algebricos de cada uma das seguintes matrizes: 



2. Determinar a inversa de cada uma das matrizes nao singulares do Exercicio 1 . 

3. Determinar todos os valores de A para os quais A/ — A e singular, se A e igual a 



4. Se A e uma matriz n X n com n > 2, provar cada uma das propriedades seguintes da corres- 
pondente matriz complementos algebricos: 

(a) Cal (A 1 ) = (adj A)'. (b) (adj A )‘A = (det A)l. 

(c) /4(adj A )‘— (adj A)' A (A permuta com a adjunta). 

5. Resolver cada urn dos sistemas seguintes, utilizando a regra de Cramer: 

(a) x + 2y + 3z = 8 , 2x — y + 4z = 7 , —y + z = 1 . 

(b) x+_y+2z=0, 3x — y — z = 3 , Zx + Sy + 3z — 4 . 

6. (a) Justificar que cada uma das equapoes que se seguem e a equacao cartesiana de uma 
recta, no piano XOY, a qual passa pelos pontos (jc,, e (x 2 , >’ 2 ). 



(b) Estabelecer e demonstrar relapoes analogas para urn piano, no espapo tridimensional, 
passando por tres pontos nao colineares. 

(c) Estabelecer e demonstrar relapdes analogas para uma circunferencia, no piano XOY, 
que passa por tres pontos nao colineares. 

7. Dadas n 2 funpSes fj cada uma das quais derivavet no intervalo (a, b), definir F(x) = det 
l/)/x)l para cada x em (a, b). Provar que a derivada F\x) e uma soma de n determinantes 

F\x) = 2 det /I* W, 
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onde Aj(x) e a matriz obtida por derivacao das (undoes da linha i de (j^(x)l. 

8. Lima matriz n X n de funcoes da forma W(x) = [u}'- 1 >(x)l, na qua! cada linha depois da pri- 
meira e a derivada da linha anterior, chama-se a matriz Wronskiana, em homenagem ao mate- 
matico polaco J. M. H. Wronski (1778-1853). Provar que a derivada do determinante de 
K’Xx) e o determinante da matriz obtida derivando cada um dos elementos da ultima linha 
de W(x). \Sugestdo: utilizar o Exercicio 7.1 


4 

VALORES PROPRIOS E VECTORES PR0PRIOS 


4.1. Transformapdes lineares representadas por matrizes diagonals 

Seja T: V -* V uma transformapao linear definida num espapo linear Ededimensao 
finita. As propriedades de T, que sao independentes de qualquer sistemade coordena- 
das (base) definido em V, dizem-se propriedades intrinsecas de T. Eias estarao presentes 
em todas as representapoes mairiciais de T. Se puder ser escolhida uma base de ma- 
neira que a matriz dai resultante tenha uma forma parlicularmente simples, podera 
tornar-se possivel a detecpao de certas propriedades intrinsecas directamente a partir 
de representapao matricial. 

Entre os mais simples tipos de matrizes estao as matrizes diagonais. Portanto sera 
de por a queslao de se saber se cada transformapao linear pode representar-se median- 
te una matriz diagonal. No capitulo 2 tratamos do problema de determinapao de uma 
representapao da transformapao linear T: V~+ W por uma matriz diagonal, com dim 
n e dim IV— m. No teorema 2.14 provamosque existe sempre uma base e„) 

para V e uma base (w,, . . . , w„,) para W , tais que a matriz de T relativa a este par de 
bases e uma matriz diagonal. Em particular, se W — V-a matriz sera uma matriz diago- 
nal quadrada. O aspecto novo do problema reside agora no facto de pretendermos 
usar a mesma base para V e W. Com esta restripao nem sempre e possivel determinar 
uma matriz diagonal para a representapao de T. Voltamos,'entao, ao problema da 
determinapao daquelas transformapoes que admitem uma representapao por uma 
matriz diagonal. 


Notagao: Se A = ( a,j ) e uma matriz diagonal, escrevemos A = diag (a u , a 22 , . . . , a nn ) . 

E facil estabelecer uma condipao necessaria e suficiente para que uma transfor- 
mapao linear tenha uma representapao matricial diagonal. 
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TEOREMA 4.1. Seja T: V-> V uma transformagao linear, com dim V=n. Se T admit e 
uma representafao matricial diagonal, entao existe em V um conjunto independente de 
element os «, u k e um correspondente conjunto de escalares A A, tais que 

(4.1) T(u k ) = Afctt* para k = \,2,...,n. 

Inversamente, se existe um conjunto independente «, u n de elementos de V e um 

correspondente conjunto de escalares A, X„ verificando (4.1). entao a matriz 

A = diag (A x , 

e uma representacao de T, relativa a base (u, u„). 

Demonstracao. Admitamos em primeiro lugar que T admite uma representagao 
matricial diagonal, A = (a^), relativa a determinada base (e,, . . ., e n ). A acgao de T 
sobre os elementos da base e dada pela formula 


n ■ 

T(e k ) = 2 a itc e i = a hk e k 
1=1 

ja que a ik — 0 para i =£ k. Isto derrionstra (4.1) com u k = e k e X k — a kk . 

Admitamos agora que existent os elementos independentes ...,«„ e os escalares 
A,, .... A verificando (4. 1). Visto que sao independentes, constituent uma 

base para V. Se definirmos a kk = X k e a ik - 0 para i =£ k , entao a matriz A = (a ik ) e 
uma matriz diagonal que representa T em relagao a base («,, . ... , u„). 

Assim o problema de obtengao de uma representacao matricial diagonal para uma 
transformagao linear foi transformado num outro problema, o da determinagao de 
elementos independentes u„ . . . , u n e escalares A,, . . . , A„ verificando (4.1). Os ele- 
mentos u k e os escalares A* verificando (4.1) dizem-se vectores proprios e valores pro- 
prios de T, respectivamente, Estudaremos, na secgao seguinte, os valores proprios e 
vectores proprios duma maneira mais geral. 

4.2. Valores proprios e vectores proprios de uma transformagao linear 

Nesta discussao V representa um espago linear e S um subespago de V. Os espagos 
5 'e K nao sao nccessariamente de dimensao finita. 

DEFiNiCAO. Seja T: S-> V uma transformagao linear de S em V. Um escalar A diz-se 
um valor proprio de T se existir em S um elemento x nao nulo tal que 

(4.2) T(x) = Ax. 

o elemento x chama-se um vector proprio de T correspondente a A. O escalar A diz-se um 
valor proprio respeitante a x. 
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* Existe precisamente um valor proprio dizendo respeito a um vector proprio dado x. 
Com efeito, se tivemos T(x) = Ax e T(x)= px para um certo x+ px para um certo 
x=t O, entao Ax = px donde resulta A = p. 

Noia: Embora a equacao (4.2) seja sempre valida para x = 0 e qualquer escalar 
A, a definicao exclui O como vector proprio. Uma razao do factodaexclusaodo 0 
como vector proprio, reside em que devera existir um unico valor proprio A 
associado a um vector proprio dado x. 

Os exemplos que se seguem classificam o significado destes conceitos. 

EXEMPLO l. Multiplicayao por um escalar dado. Seja T: Fa transformacao linear 

definida pela equacao T{x) = cx para todo x de S , sendo c um escalar determiriado. 
Neste exemplo todo o elemento nao nulo de S e um vector proprio correspondente 
ao escalar c. 

EXEMPLO 2. O espayo £(A) formado por todos os elementos x tais que T(x) = Ax . 
Seja T: S-+V uma trausformapao linear que admite o valor proprio A. Seja £(A) o 
conjunto de todos os elementos x de 5 tais que T(x) = Ax. Este conjunto content o 
elemento zero O e todos os vectores proprios correspondentes a A. £ facil provar que 
E( A) e um subespaco de S, porque se x e y pertencem a £(A) se tem 

T(ax + by) = a'T(x) + bT{y) — a?.x + bXy = X(ax + by) 


para esealares a e b quaisquer. Por conseguinte (ax + by) e £(A), pelo que £(A) e um 
subespaco. O espaco £(A) chama-se o espayo invariante correspondente a A. Pode ser 
de dimensao finita ou infinita. Se £(A) tem dimensao finita, entao dim £(A) > 1, visto 
que £(A) contem pelo menos um elemento nao nulo, x, correspondente a A; 

exemplo 3. Exislencia de valores proprios nulos. Se existe um vector proprio, ele 
nao pode ser nulo por defini^ao. Contudo, o escalar zero pode ser um valor proprio. 
Com efeito, se 0 e um valor proprio para x entao T(x) = 0 x = O, pelo que x pertence 
ao espaco nulo de T. Inversamente, se o espaco nulo de T contem qualquer elemento 
nao nulo entao cada um deles e um vector proprio correspondente ao valor proprio 0. 
Em geral, £(A) e o espaco nuilo de T-Al. 

EXEMPLO 4. Simetria no piano XOY. Seja S- V = P, (R) e seja T uma reflexao no 
piano XOY, isto e, T actua sobre i, j, k do modo seguinte: T(i) = i, T{j) = j , T(k) = 
= -k. Cada vector nao nulo no piano XOY e um vector proprio com valor proprio 1. 
Os restantes vectores proprios sao os da forma ck, com c^O; cada um deles tem va- 
lor proprio — 1. 

EXEMPLO 5. Rotayao de um angulo « no piano e em torno de um ponto flxo. Este exem- 
f plo e de interesse especial porque mostra que a exislencia de vectores proprios pode 
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depender do corpo fundamental de escalares. O piano pode considerar-se como um 
espago linear de duas maneiras diferentes: (l) comoun espagolinearrai/bidimensiona!, 
V— K 2 (R) com dois elementos base (1, 0), (0, 1) e com os numeros reals como escaia- 
res; (2) como um espago linear complexo unidimensional, V - 1^,(0, com um elemento 
base 1 e numeros complexos como escalares. 

Consideremos en primeiro lugar a segunda interpretagao. Cada elemento z ^ 0 de 
de K,(C) pode exprimir-se na forma polar, z = re' 0 . Se T imprime a.z uma rotagao de 
um angulo or, entao T(z) = reW + "> = e h, z. Assim, cada 0 e um vector proprio com 
valor proprio A — e' ,r . Observe-se que o valor e‘" nao e real a menos que a seja um 
multiplo inteiro de ir . 

Consideremos agora o piano como um espago linear real , K 2 (R). Porque os escalares 
de K 2 (R) sao numeros reais, a rota<;ao T tern valores proprios reais somente se a e um 
inteiro multiplo de n. Por outras palavras, se a nao for um inteiro multiplo de n, 
entao T nao admite valores proprios reais e, por conseguinte, nao tern valores proprios. 
Quer dizer que a existencia de vectores proprios e valores proprios pode depender da 
escolha dos escalares para V. 

EXEMPLO 6. O operador derivapao. Seja V o espapo linear de todas a fungoes reais / 
admitindo derivadas de todas as ordens num dado intervalo aberto. Seja/) atransfor- 
magao linear que aplica cada / sobre a sua derivada, Dif) = /.' Os vectores proprios de 
D sao as fungdes nao nulas /satisfazendo a uma equagao da forma 

/'— V 

para algum real A. Esta e uma equagao diferencial linear de primeira ordem. Todas 
as suas solugoes sao dadas pela formula 

fix) = ce Xx , 

onae c e uma constante arbitraria real. Deste modo os vectores proprios de D sao 
todas as fungoes exponenciais/(.x) = ce Xx com 0. O valor proprio correspondente 
a /(*) — e A. Em exemplos como este em que V e um espago funcional os vectores 
proprios chamam-se /undoes proprias. 


EXEMPLO 7. O operador integraQao. Seja V o espago linear de todas as fungoes reais 
continuas num intervalo finito [a, b). Se f&V, definamos T(J) como sendo a 
fungao dada por 


g(x) = jj/(t) dt 


se a ^ x <, b. 


As fungdes proprias de T { se existirem) sao as fungdes nao nulas / satisfazendo a uma 
eouagao da forma 
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\ (4.3) J7(0 dt = Xf(x) 

para algum real A. Se existe uma fungao propria podemos derivar esta igualdade para 
jf obter a relagao f(x) = Xf\x), a partir da qual obtemos f(x) — ce x/A , desde quc A 0. 
Por outras palavras, as unicas fungoes proprias possiveis sao as fun goes exponenciais 
da forma f(x) = ce xl ' , com c * 0 e A * 0. Contudo, se fazemos x = a cm (4.3) resulta 

0 = A/(a) = Ace an . 

Mas porque e a ' x nunca e zero, vemos que a equagao T{J)= A/ nao pode ser satisfeita 
com uma fungao / nao nula, pelo que T nao tern nem fungoes proprias nem valores 
proprios. 

EXEMPLO 8. O subespafo gerado por urn vector proprio. Seja T: S - V uma transfor- 
magao linear admitindo urn valor proprio A. Seja x urn vector proprio correspondente 
a A e seja L(x) o subespago gerado por x , isto e, L(x) e o conjunto de todos os produtos 
de escalares por x. E facil mostrar que T aplica ZL(x) em si proprio. Com efeito, se 
y = cx temos 

T(y) = T(cx) = cT(x) — c(ax) — A(cx) — Ay . 

Se c ^ 0 entao yjt 0 pelo que cada elemento^’de L(x) nao nulo e tambem um vector 
proprio correspondente a A. 

Um subespaco U de S diz-se invariante sob a transformagao T se T aplica cada ele- 
mento de U sobre um elemento de U. Acabamos de provar que o subespago gerado por 
um vector proprio e invariante sob T. 


4.3. Independence linear de vectores proprios correspondentes a valores proprios 
distintos 

Uma das propriedades mais importantes dos valores proprios e referida no teorema 
que se segue. Como atras, S representa um subespago de um espago linear V. 

TEOREMA 4.2. Se u sao vectores proprios de uma transformagao linear 

T: S-* V e os correspondentes valores proprios A, X k sao distintos, entao os vectores 

proprios u k sao independentes. 

Demonstracao. A demonstragao faz-se por indugao em k. O resultado e trivial quan- 
v do k= 1. Suponhamos, entao, que o teorema se demonstrou para qualquer conjunto 
de A- 1 vectores proprios. Sejam ...,u k os k vectores proprios correspondentes a 
■t. valores proprios distintos, e admitamos que existem escalares c, tais que 
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(4.4) 


* 


If* -O. 

i=l 


Aplicando T a ambos os membros dc (4.4) e usando o facto de que F(w ( ) = en- 
contramos . 

(4.5) ic,V, = 0. 

i=l 

Multiplicando (4.4) por X k e subtraindo de (4.5), obtemos a equapao 

-**)«■ i = 0. 

»=-l 


Mas porque «^_,.sao independentes, deve verifica-se c ( (A,- A*) = 0 para cada 

i=l, 2, . . . , k— l . Uma vez que os valores proprios sao distintos temos A,- =£ A* para 
/ + k, o que implica c,= 0 para i ■= 1, 2, . . k-\. De (4.4) vemos que c k e tambem 0 
pelo que os vectores proprios u„ . . . , u k sao independentes. 

Observe-se que o teorema 4.2 nao seria verdadeiro se o elemento zero pudesse ser 
um vector proprio. Esta e outra razao para a exclusao do O como vector proprio. 

Obsermcao. O inverso do teorema 4.2 nao e verdadeiro, isto e, se T admite os 
vectores proprios independentes u , , . . . , u kl entao os valores proprios que en dizem 

respeito. A, A*, nao sao necessariamente distintos. Por exemplo, se 7~e a trans- 

formagao identidade, T(x) = x para qualquer x, entao cada x * 06 um vector pro- 
pio mas existe unicamente um valor proprio, A = 1. 

O teorema 4.2. tern consequencias importantes para o caso de espa^os de dimensao 
finita. 

TEOREMA 4.3. Se dim V - n, toda transformafdo linear T: V-> V admite quando rrnito 
n valores proprios distintos. Se T tem precisamente n valores proprios distintos. entao os 
correspondentes vectores proprios formant uma base para V e a matriz de T, me relafao 
a esta base , e uma matriz diagonal com os valores proprios como elementos diagonals. 

Demonstracao. Se existissem n + 1 valores proprios distintos entao, pelo teorema 
4.2, V conteria n + 1 elementos independentes. Tal nao e possivel porque dim V = n. 
A segunda afirmacao resulta dos teoremas 4.1 e 4.2. 

Nota: O teorema 4.3 diz-nos a existencia de n valores proprios distintos e uma 
condigao suficiente para T admitir uma representagao matricial diagonal. Esta 
condigao nao e, porem, necessaria. Existem transformagoes lineares con menos do 
que n valores proprios, as quais podem ser representadas por matrizes diagonals. 
A transformagao identidade e um exemplo. Todos os seus valores proprios sao 
iguais a 1, mas pode representar-se pela matriz identidade. O teorema 4.1 diz-nos 
que a existencia de n vectores proprios independentes e uma condigao necessaria 
e suficiente para que T tenha uma representagao matricial diagonal. 
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4.4. Exerctcios 

1. (a) Sc T admite urn valor proprio A, provar que aT admite o valor proprio aX. 

(b) Se .v e um vector proprio para 7j e T z , provar que x e tambem um vector proprio para 
aT t + bT 2 . Como estao relacionados os valores proprios? 

2. Suponhamos que T: V-* V tem um vector proprio x correspondente ao valor proprio A. 
Provar que x e um vector proprio dc T 7 correspondendo a A 2 e. mais geralmente, x e um 
vector proprio de T" correspondente de A". Utilizar depots o rcsultado do Exercicio 1 para 
mostrar que se P e um polinomio. entao x e um vector proprio de P(T) correspondente a 
/’(A). 

3. Consideremos o piano como um espago linear real, V = (^(R), e seja T uma rotagao de Pde 
nil radianos. Embora T nao possua vectores proprios, provar que todo o vector nao nulo e 
um vector proprio de T 2 ; 

4. Se T: V— V goza da propriedade de T 2 admitir um valor proprio nao negativo A 2 , provar que 
pelo menos um dos valores A ou -Ae um valor proprio para T. I Sugestao: T 2 r-X 7 l = {T + XI) 
(T-XD. I 

5. Seja V o espago linear de todas as fun cogs reais derivaveis no intervalo (0, I ). Se /G V, definir 
g = T( f ), pondo g(t) = tf\t) para todo t em (0,1 ). Provar que cada real A e um valor pro- 
prio para T, e determinar as funpocs proprias correspondentes a A- 

6. Seja V o espaco linear de todos os polinomios reais p(x) de grau < n. Se p G V, definir 
Q = T(p) significando q(t) = p(t + I) para todo o real t. Provar que T admite unicamente 
o valor proprio I. Quais sao as funtpoes proprias correspondentes a este valor proprio? 

7. Seja V o espa^o linear de todas as fungoes continuas em ( — at, +oo) e tais que o integral 
f v .,/(0rfr existe para todo o real x Se /C V, seja g = T (/) definida pela equuv'ao g(.v) = 
J-c Provar que cada positivo A e um valor proprio para T e determinar as funtbes 
proprias correspondentes a A . 

8. Seja V o espago linear de todas as fungbes continuas em ( — oo, +oo) e tais que o integral 

exista para todo o real x. S e /e V, seja g = T(J ) definida pela equagao g(.v) = 
Provar que cada A negativo e um valor proprio para 7'e determinar as fungbes 
proprias correspondentes a A. 

9. Seja V - C(0, t) o espago linear real de todas as fungbes reais continuas no intervalo 
10, tA Seja .S o subespago de todas as fungbes /as quais tem derivadas de segunda ordem 
continuas e que verificam as condigbes fronteira /(0) = f{x) — 0. Seja T. S — V a transfor- 
magao linear que a plica cada / sobre a sua segunda derivada, T(f) -J~. Provar que os 

valores proprios de T sao ntimeros da forma -ir, onde n— I, 2 e que as fungbes 

proprias correspondentes a — sao/(r) = c„ sen nr, onde c„ ^ 0 . 

10. Seja Vo espago linear de todas as sucessoes reais convergentes f.v„ ) . Definase T: V— P do 
modo seguinte: Se x= l.v„l e uma sucessao convergente com limite a , seja T(x) = lr„(, 
onde r„ = a — ,v„ para n 5 I. Provar que T admite unicamente dois valores proprios, A = 0 
e A = — I, e determinar os vectores proprios correspondentes a cada A. 

11. Admitir quo uma transformagao linear T tem dois vectores proprios v e r correspondendo 
a valores proprios distinlos A e p. Se ax + by e um vector proprio de T, provar que a = 0 
ou b = 0. 

12. Seja T: 5- V uma transformagao linear lal que cada elemento nao nulo de 5 seja um vec- 
tor proprio. Provar que existe um escalar c tal que 7'(.v) = cx. Por outras palavras, a unica 
transformagao com esta propriedade c o produto da identidade por um escalar. I SngeMao: 
Fazer uso do Exercicio 1 1 . 1 
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4.5. O caso de dimensao finita. Polinomios caracteristicos 

Se dim V= n, o problema de determinagao de valores proprios de uma transforma- 
gao linear T: V-V pode ser resolvido com recurso aos determinantes. Pretendemos 
determinar aqueles escalares A tais que a equagao T(x) = Ax tenha uma solugao com 
x + O. A equagao 7'(x) = Ax pode escrever-se na forma 

{II- r)(x) = O, 

sendo I a transformagao identidade. Se fizermos T x = A/ — T, entao A e um valor 
proprio se e somente se a equagao 

(4.6) T,(x) = 0 

tem uma solugao x nao nula, caso em que T x e nao invertivel (devido ao teorema 
2.10). Portanto, pelo teorema 2.20, uma solugao nao nula de (4.6) existe se e so se a 
matriz de T x e singular. Se A e uma representagao matricial de T, entao XI— A e uma 
representagao matricial para T x - Pelo teorema 3.13, a matriz XI - A e singular se e so 
se det (A/ — A ) = 0. Quer dizer, se A e um valor proprio para T, verifica a equagao 

(4.7) det (XI- A) = 0. 

Inversamente, qualquer A do corpo fundamental de escalares que satisfaz a (4.7) e um 
valor proprio. Isto sugere o estudo do determinante det (A/ — A) considerado como 
uma fungao de A. 


TEOREMA 4.4. Se A e uma matriz nxnese lea matriz identidade nx n, a funQaof 
definida pela equagao 


/(A) = det (A/ - A) 


e um polinomio em A de grau n. ^ item disso, o termo de maior grau e X n e o termo de 
grau zero e f(0) = det(— A ) = (— 1 ) n det A . 


Demonstrate. A afirmagao /(0) - det(— A ) resulta imediatamente da definigao de 
f. Vamos provar que / e um polinomio de grau n unicamente para o caso n < 3. A 
demonstragao para o caso geral pode ser feita por indugao e e deixada como exer- 
cicio. (Ver Exercicio 9 da Secgao 4.8.) 

Para n= 1 o determinante e o polinomio linear /(A) = A— a,,. Para n—2 temos 


det (A/ — A) — 


A - a n 

~ a 2i : 


— a , 


A 022 


(A On)(A a 22 ) a 12 a 2l 


( fl n + fl 2a)A + ( a n a 22 — ttils 


um polinomio quadratico em A. Para n = 3 temos 
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A - 

-a a 

— <*13 

det (A/ - A) = 

~ a zi 

A — a i2 

~ a 23 


~<hi 

— <*32 

A — 033 


= (A - <*„) 

^ — #22 

«23 

+ <*12 

° 2l 

-<*23 

, 

~ «13 

&21 ^ ” &22 


— <*32 

A 033 


—a 3 i 

A — <*33 


a 31 °32 


Os dois ultimos termos sao polinomios lineares em A. O primeiro tcrmo e um poli- 
ndmio do 3.° grau, sendo o termo de maior grau A J . 

DEFINICAO. Se A e uma matriz n x n, o determinante 

/(A) = det(A/ —A) 

chama-se o polindmio caracteristico de A. 

As raizes do polinomio caracteristico de A sao niimeros complexos, podendo algu- 
mas delas serem reais. Se F representa quer o campo real R quer o campo comple- 
xo C, temos o seguinte teorema: 

TEOREMA 4.5. Seja T: V-> T uma transformaqao linear, com Fo corpo dos escalares 
de V e dim V = n. Seja A e representaqdo matricial de T. O conjunto dos valores proprios 
de T e formado pelas raizes do polindmio de A que pertencem a F. 

Demonstraqao. A discussao do teorema 4.4 mostra que cada valor proprio de T 
satisfaz a equaqao det(A/ - A ) = 0 e que qualquer raiz do polindmio caracteristico de 
A que pertence a F e um valor proprio de T. 

A matriz A depende de escolha da base em V, mas os valores proprios de T foram 
definidos sem referenda a uma base dada. Portanto, o conjunto das raizes do polind- 
mio caracteristico de A deve ser independente da escolha da base. Mas pode ir-se 
mais longe, pois na Secffio seguinte demonstraremos que o proprio polindmio carac- 
teristico e independente da escolha da base. Retomamos agora o problema do calcu- 
lo dos valores proprios e vectores proprios no caso de espacos de dimensao finita. 

4.6. Calculo de valores proprios e vectores proprios no caso de dimensao finita 

No caso de dimensao finita os valores proprios e vectores proprios de uma trans- 
formacao linear T chamam-se tambem valores proprios e vectores proprios de cada 
representacao matricial de T. Assim, os valores proprios da matriz quadrada A sao 
as raizes do polindmio caracteristico /(A) = det(A/ - A). Os vectores proprios corres- 
pondentes a um valor proprio A sao os vectores nao nulos X = (x„ . . . , .v„) conside- 
rados como matrizes coluna n x 1 que satisfazem a equapao matricial. 
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AX = IX, ou {XI — A)X = O . 

Este e um sistema de n equates lineares para as componentes x, , x n . Uma vez 

conhecido A podemos obter os vectores proprios resolvendo esse sistema. Esclarece- 
mos o assunto com tres exemplos que apresentam aspectos diferentes. 


EXEMPLO 1. Uma matriz com todos os valores proprios distintos. A matriz 



tern o polinomio caracten'stico 


det {XI — A) = det 




-1 ' 
—4 
X + 2. 


= (A - 1)(A + 1)(A - 3), 


pelo que os tres valores proprios sao distintos: !, — 1, e 3. Para determinar os vectores 
proprios correspondentes a A = 1, resolvemos o sistema AX — X , ou 


que nos da 


o qual pode escrever-se 



1 

r 


V 


V 

3 

4 


*« 

= 

*2 

1 

— 2_ 


_*3_ 


.*3. 


2x, + Xt + x 3 — x x 
2x 1 + 3* 2 + 4*j = *2 
— *! — *2-2* s = * 3 , 

*1 + *2 + X 3 = 0 

2 *! + 2*2 + 4*3 = 0 
—x x — *2 — 3*3 = 0 . 


Adicionando membro a membro a primeira e terceira equapoes encontramos * } = 0 
e as tres equapoes reduzem-se a *, + * 2 = 0. Deste modo os vectores proprios cor- 
respondentes aA = I sao X= r(l, — 1,0), com t qualquer escalar nao nulo. 

Por calculos analogos encontramos os vectores proprios X = r(0, 1 , — ! ) correspon- 
dentes a A = — I, e X— t{ 2, 3, — 1) correspondentes a A = 3, com t qualquer escalai 
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nao nulo. Uma vez que os valores proprios sao distintos os correspondentes vectores 
proprios (1, —1, 0), (0, l, — 1) e (2, 3, —1) sao independentes. Os resultados podem 
resumir-se da maneira seguinte, indicando-se na terceira coluna a dimensao do espago 
invariante £(A). 


Valor proprio A Vectores proprios dim £(A) 


1 /(l, -1,0), t* 0 1 

-1 /( 0 , 1 ,- 1 ), 1^0 1 

3 t(2, 3, — 1), t* 0 1 


EXEMPLO 2. Uma matriz com valores proprios repetidos. A matriz 


A = 


'2 

0 

2 


-1 

3 

1 




corresponde o polinomio caracteristico 


a -2 


det (XI — A) — dct 


0 

-2 




- 2)(X - 2)(X - 4). 


Os valores proprios sao 2, 2 e 4. (Citamos o valor proprio 2 duas ve.zes para evidenciar 
que e uma raiz dupla do polinomio caracteristico.) Para determinar os vectores pro- 
prios correspondentes a A = 2 resolvemos o sistema A X = 2X, que se reduz a 

— x 2 + *3=0 

x 2 — x 3 = 0 

2x 1 + x 2 + x 8 = 0. 

Este tern a solupao x t =x } = — x, pelo que os vectores proprios correspondentes a 
A = 2 sao /(— 1, 1, 1), com t 0. Analogamente encontramos f(l, — l, 1) corresponded 
do ao valor proprio A = 4. Os resultados podem resumir-se como segue: 


Valor proprio A Vectores proprios dim£(A) 


2,2 *(- 1 , 1 , 1 ), t* 0 1 

4 /(l, —1, 1), t* 0 1 


EXEMPLO 3. Outra matriz com valores proprios repetidos. A matriz 
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' 2 i r 

2 3 2 

_3 3 4 


admite o polinomio caracteristico (A — 1)(A — I)(A — 7). Quando A = 7 o sistema 
AX = IX vem 

5*1 — x 2 — x 3 = 0 
— 2x x + 4x 2 — 2x s = 0 
— 3x x — 3x 2 + 3x s = 0 . 


Este admite a soluqao x 2 = 2x,, x 3 = 3x,, pelo que os vectores proprios corresponden- 
tes a A = 7 sao /(l, 2, 3), com t 0. Para o valor proprio A = 1, o sistema AX — X 
consta da equapao 

*1 + *2 + *3 = 0 

repetida tres vezes. Para resolver esta equaqao podemos fazer x, — a, x 2 = b, com a e b 
arbitrarios e tomarx, = -a - b. Assim cada vector proprio correspondente a A = 1 tem 
a forma 

(a, b, —a — b) = a( 1,0, —1) + 6(0, 1, -1), 

onde a =£ 0 e b =£ 0. Isto significa que os vectores (1,0, - I) e (0, 1,-1) forma uma 
base para £(l). Consequentemente £(A) = 2 quando A = 1. Os resultados podem re- 
sumir-se como segue. 

Valor proprio Vectores proprios dim £(A) 

7 <(1,2,3), 1 5*0 1 

1,1 «(1, 0, — 1) + 6(0, 1, — 1), a, b nao ambos nulos 2 

Observe-se que neste exemplo existem tres vectores proprios independentes, mas so- 
mente dois valores proprios distintos. 


4.7. Tra?o de uma matriz 

Seja/(A) o polinomio caracteristico de uma matriz A, nx n. Representemos asn 
raizes de /(A) por A,, . . . , A„, com cada raiz escrita tantas vezes quantas as unidades 
que o seu grau de multiplicidade indica. Entao pelo teorema de factorizapao tem-se 

/(2) = (2 — Aj) (A — A n ) . 


Podemos tambem escrever /(A) ordenado segundo as potencias decrescentes de A na 
forma 
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/(A) = A” + c^A"-* + • • • + Cl X + c 0 . 

Comparando esta com a forma factorizada concluimos que o termo constante c„ e o 
coeficiente de A”- 1 sao dados pelas formulas 

Co = (-0^1 ' ' • K e c„_! = — (Aj + * • • + A„). 

Visto ser tambem c 0 = (— 1)" det A , ve-se que 

Aj ■ • ■ A„ = det A . 

isto e, o produto das raizes do polinomio caracteristico de A eigual ao determinate de A. 

A soma das raizes de /(A) chama-se o traco de A, e reprerenta-se por tr A. Desta ma- 
neira temos, por definigao, 

tr ^4 = 2 A, , 

x-l 

O coeficiente de A"- 1 e dado por c„_, = — tr A. Podemos tambem calcular este coefi- 
ciente a partir de /(A) na forma de determinante e encontramos 

C»»— 1 0*11 ” “f ®n«) • 

(No Exercicio 12 da Secgao 4.8 pede-se uma demonstragao desta formula.) As duas 
formulas para c„_, mostram que 

tr/l = 2a H . 

t=i 

Isto e, o traco de A e tambem igual a soma dos elementos diagonals de A. 

Uma vez que a soma dos elementos diagonais e facil de calcular, ela pode usar-se 
coroo verificagao numerica no calculo de valores proprios. Nas secgoes que se seguem 
analisaremos outras propriedades do trago de uma matriz. 


4.8. Exerdcios 

Determinar os valores proprios e vectores proprios de cada uma das matrizes dos Exerci- 
cios 1 a 3. Determinar igualmente, para cada A, a dimensao do espago £(A). 



'1 O' 


'i r 

ri oi 


"i r 

1. (a) 


, (b) 


. (c) 

. (d) 



0 1_ 


.o i. 

i i 


i i 



1 a 



"cos 0 

—sen <f 

2. 

b 1_ 

,a>0,b>0. 

3. 

senfl 

cos 6_ 
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4. As matrizes P\ 


"0 1 
1 0 


p 1 = 


0 

i 




aparecem na teoria quantica e dizem-se matrizes spin de Pauli, em honra do fisico Wolfang 
Pauli (1900-1958). Verificar que elas tern valores proprios 1 e — 1. Determinar depois todas 
as matrizes 2x2 com elementos complexos tendo os dots valores proprios 1 e — 1. 

5. Determinar todas as matrizes 2x2 com elementos reais cujos valores proprios sao (a) 
reais e distintos, (b) reais e iguais, (c) complexos conjugados. 

6. Determinar a , b, c, d , e, /, dados que os vectores (1, 1, 1), (1,0, - 1) e (1, -1,0) sao vec- 
tores proprios da matriz 

’1 1 r 

a b c 


l d e 

1. Calcular os valores proprios e vectores proprios de cada uma das matrizes seguintes e 
calcular igualmente a dimensao do espa^o £(A) para cada valor proprio A. 



1 

0 

O' 


"2 

1 

3' 


5 

-6 

-6' 

(a) 

-3 

1 

0 

, (b) 

1 

2 

3 

, (c) 

-1 

4 

2 


4 

-7 

1 


3 

3 

20 


3 

-6 

-4 


8. Calcular os valores proprios de cada uma das cinco matrizes. 


"0 

0 

1 

O' 


"1 

0 

0 

O' 


"0 

1 

0 

O' 

0 

0 

0 

1 

, (b) 

0 

1 

0 

0 

, (c) 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 


0 

0 

-1 

0 


0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0_ 


_0 

0 

0 

- 1 . 


,0 

0 

1 

0_ 



"0 

—i 

0 

O' 


1 

0 

0 

O' 


i 

0 

0 

0 


0 

-1 

0 

0 

(d) 

0 

0 

0 

—i 

. (e) 

0 

0 

1 

0 


_0 

0 

i 

0. 


0 

0 

0 

-1, 


Estas chamam-se matrizes de Dirac em homenagem a Paul A.M. Dirac (1902- ), fisico 

ingles. Elas aparecem na resolu?ao da equacao das ondas relativista em Mecanica Quantica. 

9. Se A c B sao matrizes n X n, com B uma matriz diagonal, provar (por induqao) que o deter- 
minante /(A) = det (A B — A) e um polinomio em A com /( 0) = (— 1)" det A, e com o coefi- 
ciente de X" igual ao produto dos elementos principals de B. 

10. Provar que uma matriz quadrada /lea sua transposta A> tern o mesmo polinomio caracte- 
ristico. 

11. Se A e B sao matrizes nxn, com A nao singular, provar que AB e BA tern o mesmo conj unto 
de valores proprios. 

Nota: Pode demonstrar-se que AB e BA tern o mesmo polinomio caracteristico, mesmo 
se A e singular, mas nao se pede a demonstrapao para esta hipotese. 
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)2. Seja A uma matrix nxn com o polinomio caracteristico f(X). Provar (por indupao) que o 
coeficiente de A*-i em/(A) e -tr A. 

13. Sejam A e B matrizes nx n com det A - del B e tr A = tr B. Provar que A e B tern o mesmo 
polinomio caracteristico se n = 2, mas que tal nao se verifica sen > 2. 

14. Provar cada uma das seguintes proposipoes relativas ao trapo. 

(a) tr (A + B) = tr A 4- tr B . 

(b) tr ( cA ) = c tr A . 

(c) tr (AB) = tr ( BA ) . 

(d) tr A‘ = tr A. 

4.9. Matrizes representando a mesma transformapao linear. Matrizes semelhantes 

Nesta Secpao vamos demonstrar que duas representapbes matriciais distintas de uma 
transformapao linear tem.o mesmo polinomio caracteristico. Para isso vamos analisar 
mais em pormenor a relapao entre matrizes que representem a mesma transformapao. 

Recordemos como se deftnem as representapoes matriciais. Admitamos que 
T: V-* W e uma aplicapao de urn espapo n dimensional V num espapo m dimensional 
IP. Sejam (e,, ..., e„) e (IP,, ..., bases ordenadas para V e IP respectivamente. 
A representapao matricial de T relativa a esta escolha de bases e a matriz mxn cujas 
colunas sao as componentes de T(e,), .... T(e„) relativamente a base (tv,, ..., w„), 
Diferentes representapoes matriciais sao devidas a diferentes escolhas das bases. 

Consideremos agora o caso em que V = IP, e admitamos que se considera a mesma 
base ordenada (e,, . . . , e„) em V e W. Seja A = (a,*) a matriz de T relativa a esta base. 
Isto significa que se tern 


« 

(4.8) T(e k ) = 2 para k — 1,2 , ,n. 

i = 1 

Escolhamos agora outra base ordenada («,,.. . , u„) para Pe We seja B = (b k j) a matriz 
de T relativa a esta nova base. Entao tem-se 

(4.9) T(Uj) = 2 b kj u k para j - 1 , 2, . . . , n . 

fc-1 

Visto que cada Uj pertence ao espapo gerado por e x , ... y e n podemos escrever 

n 

(4.10) u )~'L c ki e k para j — 1,2 n, 

r=i 

para algum conjunto de escalares c kj . Entao a matriz C = (c k j), nx n, definida por estes 
escalares e nao singular porque representa uma transformapao linear que aplica uma 
base de V sobre outra base de V. Aplicando T aambos os membros de (4.10) resultant 
igualmente as equapoes 
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(4-11) 


« 


T(u,) = ^c k ,T(e k ) 

k= 1 


para j = 1 , 2, . . 


n . 


Os sistemas de equacoes de (4.8) a (4. 1 1 ) podem escrever-se de modo mais simples 
na forma matricial introduzindo matrizes cujos elementos sejam vectores. Sejam 

E=[e e n ] e U u n ] 

matrizes linha, 1 X« cujos elementos sao os das bases que se consideram. Entao o con- 
junto de equates em (4.10) pode escrever-se como uma simples equa?ao matricial 

(4.12) U = EC. 

Analogamente, se introduzimos 

E’ = [Tie,), T(e „, )] c U' = [r( Kl ), .... T(u n )] , 

as equates (4.8), (4.9) e (4.1 1) escrevem-se, respectivamente, 

(4. 13) E' = EA, V =UB, U' = E'C. 

De (4.12) resulta 


E - UC - 1 . 

Para encontrarmos a relacao entre A e B exprimimos V de duas maneiras diferentes 
em funcao de U. De (4.13) resulta 


U' = UB 


e 


U' = E'C - EAC = UC~ l AC. 

Portanto UB — UC~ l AC. Mas cada elemento nesta equagao matricial e uma combi- 
nacao linear dos vectores base ..., u„. Porque os Uj sao independentes teremos 


B = C~ l AC. 


Demonstramos assim o seguinte: 

TEOREMA 4.6. Se duas matrizes nXn, A e B. representam a mesma transformapao 
linear T. entao exisle uma matriz nao singular C tal que 


B = C~ r AC. 
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Alem disso, se A e a matriz de T relativa d base E = (e,, . . . , e„] e se B e a matriz de T 
relativa a base U = [«,, .... u„\. entdo para C pode tomar-se a matriz nao singular que 
relaciona as duas bases at raves da equapao matricial U — EC. 

O inverso do teorema 4.6 e tambem verdadeiro. 

TEOREMA 4.7. Se A e B sao duas matrizes nx n relacionadas pela equa(do da forma 
B = C~' AC, com C uma matriz nx n nao singular, entdo A e B represent am a mesma 
transformacao linear. 

Demonstracao. Escolhamos uma base E = [e, e„ ] para um espago rc-dimensio- 

nal V. Sejam vectores definidos por 

n 

(4.14) Uj — ^c k je k para j = 1, 2 , . . . , n , 

*=i 


onde os escalares c* ; sao os elementos de C. Visto C ser nao singular representa uma 
transformacao linear invertivcl, pelo que U = la,, . . . , u n \ e tambem uma base para V 
e tem-se V = EC. 

Seja T a transformacao linear que admite A corno representacao matricial relativa 
a base E , e seja S a transformacao que admite B como representacao relativa a base U. 
Tem-se enlao 

(4.15) T(e k ) — 2 a ik e { para k = 1, 2, . . . , n 

t = l 

e 


(4.16) S(u y ) = J b kl u k para j = 1,2, ... ,n. 

*=i 

Demostraremos que S = T provando que T(uJ) = S(uj) para cada j. 

As equacoes (4.15) e (4.16) podem escrever-se, de maneira simplificada, na forma 
matricial. 

mO, •••, T(e,)) = EA , [S( Ml ) $(«„)] = UB . 

Apticando T a (4.14) obtemos tambem a relacao T(uj) = c kjT(e k ) ou 

mo. no] = eac: 


Mas sabe-se que 
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UB = ECB = EC(C~ l AC) = EAC , 

o que prova que T(uj) — S(uj) para cada j. Deste modo I(x) = S (jc) para todo x em V, 
pelo que T= S. Por outras palavras, as matrizes A eB representam a mesma transfor- 
maqao linear. 

DEFINICAO. Duas matrizes n x n. A e B. dizem-se semelhantes se existir uma niatriz 
nao singular C tal que B = C~'A C. 

Os teoremas 4.6 e 4.7 podem combinar-se para dar origem a: 

TEOREMA 4.8. Duas matrizes n X n sao semelhantes se e so se representam a mesma 
transformacdo linear. 

Matrizes semelhantes gozam de muitos propriedades importantes. Por exemplo, 
tern o mesmo determinante visto que 

det (O^C) = det (C _J )(det A)(det C) = det A . 

Esta propriedade conduz-nos ao seguinte teorema. 

TEOREMA 4,9. Matrizes semelhantes tern o mesmo polindmio caracteristico e portanto 
os mesmos valores proprios. 

Demonstraeao. S e A e B sao semelhantes, existe uma matriz nao singular C tal que 
B = C'AC. Portanto temos 

XI- B = XI- C~ 1 AC = XC-HC - C-'AC = C~\Xl - A)C. 

Isto mostra que XI— B e XI— A sao semelhantes, pelo que det (XI- B) = det (XI— A). 

Os teoremas 4.8 e 4.9 em conjunto mostram que todas as representaqoes matriciais 
de uma dada transformaqao linear T tern o mesmo polinomio caracteristico. Este poli- 
ndmio chama-se tambem o polindmio caracteristico de T. 

O teorema que se segue e uma combinaqao dos teoremas 4.5, 4.2 e 4.6. No teore- 
ma 4.10, F representa quer o corpo dos reais R quer o corpo complexo C. 

TEOREMA 4.10. Se T: V > V e uma transformacao linear com F o corpo dos escalares de 
V e dim K — n, e se se admite que o polinomio caracteristico de T tern n raizes distintas 
X„ ...,-X„em F, entao: 

. (a) Os correspondentes vectores proprios u , , . . . , u„ forma uma base para V. 

(b) A matriz de T relativa a base ordenada V = [«,, u„\ e a matriz diagonal A 

tendo os valores proprios como elementos principals: 
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A = diag (A x , .... A n ). 

(c) Se A e a matriz de T relativa a outra base E = \e e„) entao. 

A = C~ l AC, 

onde C e a matriz nao singular relacionando as duas bases pela equapao 

U = EC. 

Demonstracao. Pelo teorema 4.5 cada ra!z A,- e um valor proprio. Porque existem n 
raizes distintas, o teorema 4.2 diz-nos que os correspondentes vectores proprios 
sao independentes. Por conseguinte formam uma base para V, e a alinea (a) 
fica demonstrada. Visto que T{u) — A,«, a matriz de T relativa a U e a matriz diagonal 
A, o que demonstra (b). Para provar (c) usamos o teorema 4.6. 

Nota: A matriz nao singular C do teorema 4.10 chama-se uma matriz diagonali- 

zadora. Se ( e e„) e uma base dos vectores coordenados unitarios I n ) 

entao a equafao U = EC no teorema 4.10 mostra que a coluna de ordem k de Ce 
formada pelas componentes do vector proprio u k relativo a (/,, ... ,1/ „). 

Se os valores proprios de A sao distintos, entao A e semelhante a uma matriz diago- 
nal. Se os valores proprios nao sao distintos, entao A ainda pode ser semelhante a uma 
matriz diagonal. Isto verifica-se-a se e so se existirem k vectores proprios indepen- 
dentes correspondentes a cada valor proprio de multiplicidade k. Nos exercicios que 
se seguem sao dados alguns exemplos. 


4.10. Exercicios 


n n r* °1 ... . , 

1. Provar que as malrizes e tem os mesmos valores proprios, mas nao sao 

semelhantes. |_0 1_ _0 1_ 

2. Para cada alinea determinar uma matriz nao singular Ctal que C"‘/4Cseja uma matriz diago- 
nal ou explicar porque razao nao existe tal C. 



3. Dao-se tres bases no piano. Com respeito a estas bases um ponto tem coordinadas (jc,, Xj), 
O',, y 2 ) e (z„ z 2 ) respectivamente. Admitindo que I >■, . g 2 l = lx,, x 2 \ A, 1 z„ z 2 l — lx,, x 2 I B, e 
|z, , z 2 | — \y i2 y 2 ]C, com A, B e C malrizes 2x2, exprimir C cm funcao de A e B. 

4. Para cada alinea, moslrar que os valores proprios de A nao sao distintos mas que A tem tres 
vectores proprios independentes. Determinar uma matriz n3o singular C tal que C"'/1C seja 
uma matriz diagonal. 
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'0 

0 

r 


1 

-1 

-f 

(a) A = 

0 

1 

0 

, (b) A = 

1 

3 

1 


1 

0 

0 


-1 

-1 

1 


5. Mostra que neutiuma das seguintes matrizes e semelhante a uma matriz diagonal, mas qu c 


cada uma e semelhante a uma matriz triangular da forma 


A 0 
1 A 


, com A um valor proprio. 



1 

N) 


2 1 

(a) 

0 2J 

, (b) 

.“I 1 


6. Determinar os valores proprios e vectores proprios da matriz 
provar que nao e semelhante a uma matriz diagonal. 


0 

0 

-1 


-1 

0 

“3 


O' 

1 

3 


e com eles 


7. (a) Provar que uma matriz quadrada A e nao singular se e so seO nao c um valor proprio de/4, 

(b) Se A e nao singular, provar que os valores proprios de A sao os reciprocos dos valores 
proprios de A. 

8. Dada uma matriz n X n. A, com elementos reais e tal que A 2 = provar que as seguintes 
proposigoes relativas a A. 

(a) A e nao singular. 

(b) n e par. 

(c) A nao tern valores proprios reais. 

(d) det A = 1. 



VALORES PR0PRIOS DE OPERADORES EM ESPACOS 

EUCLIDIANOS 


5.1. Valorem proprios e produtos interims 

Estc capitulo descreve algumas propriedadcs dos valores proprios e vectores proprios 
de transformacoes lineares que operam em espacos euclidianos, isto e, espagos lineares 
dotados com a estructura de produto interno. Recordemos as propriedades fundamen- 
tais do produto interno. 

Num espaqo euclidiano real o produto interno (x, y) de dois elementos x e y e um 
numero real satisfazendo as seguintes propriedades: 

(1) (x, y) = (y, x) (simetria) 

(2) (x + z, y) = (x, y) + ( z , (linearidade) 

(3) (cx, y) = c{x , v) (homogeneidade) 

(4) (x, x) > 0 se x * O (positividade) 

Num espaqo euclidiano complexo o produto interno e um numero complexo satis- 
fazendo as mesmas propriedades, com excepqao da simetria que e substitulda pela 
simetria hermitica. 

(!') O, y) = (j, x ) , 

onde a barra representa o complexo conjugado. Em (3) o escalarce complexo. De (! ') 
e (3) resulta 

(3') (x, cy) = c(x, y ) , 

que significa que os escalares sao os conjugados quando sao tornados do segundo 
factor. Tomando x = y em (I *) vemos que (x, y) e real, pelo que a propriedade (4) tern 
significado se o espaqo e complexo. 

Quando usamos a expressao espaqo euclidiano sem qualquer outra designaqao, 
deve entender-se que o espaqo pode ser real ou complexo. Embora a maior parte das 
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nossa aplicaeoes digam respeito a espagos de dimensao finita, nao se impoe esta res- 
trict) a priori. 

O primeiro teorema vai mostrar que os valores proprios (se existirem) poderao expri- 
mir-se em funeao do produto interno. 


TEOREMA 5.1. Se E representa um espa(o euclidiano, V um subespapo de E.eT: V-* E 
uma transformacdo linear admitindo um valor proprio A com um correspondente vector 
proprio x, entao 


(5.1) 


( T(x),x ) 
(x,x) 


Demonstracao. Uma vez que T(x) = Ax tem-se 


(T(x), x) = (Ax, x) = A(x, x ) . 

Porque x O, podemos dividir por (x, x) para obtermos (5.1). 


Varias propriedades dos valores proprios podem facilmente deduzir-se das equates 

(5.1) . Por exemplo, da simetria hermitica do produto interno temos a formula anaioga 

(5.2) A = 

(*,*) 

para o compiexo conjugado de A. De (5.1) e (5.2) vemos que A e real (A = A) se e so se 
(r(x), x) e real, isto e, se e so se 

(T(x), x) = (x, T(x)) para o vector proprio x. 

(Esta condieao e trivial num espaco euclidiano real). Tambem A e imaginario puro 
(A = A) se e so se (T(x), x) e imaginario puro, isto e, se e so se 

(T(x), x) = — (x, T(x)) para o vector proprio x. 


5.2. Transformaeoes herm ideas e hemi-hermiticas 

Nesta Secgao vamos fazer a introducao de dois tipos importantes de operadores 
lineares definidos para espapos euclidianos. Estes operadores tern duas especies de 
designapao, que dependem do facto do espapo euclidiano fundamental ter um produto 
interno real ou compiexo. No caso real as transformaedes dizem-se simetricas e henii- 
simetricas. No caso chamam-se hermiticas e hemi-hermiticas. Estas transformaedes 
aparecem em enorme variedade de aplicapoes distintas. Por exemplo, operadores her- 
miticos definidos em espacos de dimensao infinita desempenham um papel importante 
na mecanica quantica. Discutiremos fundamentalmente o caso compiexo visto que 
nao apresenta dificuldades suplementares. 
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DEFINICAO. Seja E um espapo euclidiano e V um subespapo de E. Uma transformapao 
linear T: V— E diz-se hermit ica em V se 

(T(x), _y) = (x, T(y)) para todo o par x.y em V. 

0 operador T diz-se hemi-hermitico em V se 

(T(x),y) = — (x, T(y)) para todo o par x, y em V. 

Por outras palavras, um operador hermitico T pode passar-se de um para outro 
factor de um produto interno sem que o valor deste se altere. Efectuando essa mesma 
troca com um operador hemi-hermitico o produto interno muda de sinal. 

Nota: Como ja mencionamos, se E e um espago euclidiano real, as transforma- 
goes hermiticas dizem-se simetricas ; transformagSes hemi-hermiticas dizem-se 
hemi-simetrieas. 

EXEMPLO 1 . Simetria e hemi-simetria no espapo C(a, b). Seja C{a, b) o espago de to- 
das as fungoes reais continuas num intervalo fechado la, 61, com o produto interno 
real 

(/.*)« /Vojgco*. 

Seja V um subespago de C(o, b). Se T: K-»C(a, b) e uma transformagao linear entao 
{J, T(g)) = \^f{t)Tg{t)dt, onde Tg(t) significa Deste modo as condigoes para 

simetria e hemi-simetria vem 

(5.3) J a * {/(t)Tg(t) — g(t)Tf(t)} dt = 0 se T e simetrico, 
e 

(5.4) J { f(t)Tg(t ) + g(t)Tf(t)} dt — 0 se T e hemi-simetrico. 

EXEMPLO 2. Mulliplicacao por uma funpdo dada. No espago C\a, b) do Exemplo 1, 
escolhamos uma fungao p e definamos T(J) - pf, o produto de p por /. Para este T, 
a equagao (5.3) e satisfeita quaisquer que sejam / e g em C(a, b) visto que a fungao 
integranda e zero. Por conseguinte, a multiplicagao por uma fungao fixa e um opera- 
dor simetrico. 

EXEMPLO 3. 0 operador derivapao. No espago C(a, b) do Exemplo 1, seja V o sub- 
espago de todas as fungoes / que admitem derivada continua no intervalo aberto (a, b) 
e que verificam ainda as condipoes de frontera f{a) — f(b). Seja D: V -► C{a, b) o opera- 
dor derivagao dado por £ facil provar que D e hemi-simetrico. Neste caso 

a fungao integranda (5.4) e a derivada do produto fg, pelo que o integral e igual a 
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XT (/«)'(*) = f( b Mb) - /(a)g(a ) . 

Uma vez que am bos /e g satisfazem as condigoes limites, temos f(b)g(b) — f{a)g(a) = 0. 
Assim, as condigoes limites implicam a hemi-simetria de D. As unicas fungdes proprias 
no subespago V sao as fungoes constantes. Elas dizem respeito ao valor proprio 0. 

EXEMPLO 4. Operation's de Sturm- l.iotiville Hste exemplo c importante na icoria das 
equates diferenciais lineares de segunda ordem. Consideremos oespagos C(a, b) do 
Exemplo 1 uma vez mais, e seja V o subespago de todas as fungdes / que admitem 
derivada de segunda ordem continua em [a, b 1 e que satisfazem igualmente as duas 
condigoes de fronteria 

(5.5) p(a)f(a) = 0 , p(b)f(b) = 0, 

onde p e uma fungao de C\a, b) com derivada continua em [a, 6], Seja q outra fungao 
dada em Qa, b) e T: V-* C(a, b) o operador definido pela equagao 

T(J) = (p/y + qf. 

Este e b chamado operador de Sturm-Liouville. Para averiguar da sua simetria obser- 
vamos que fT(g) — gT{f) = fipgT— g(pf)'- Utilizando esta igualdade em (5.3) e inte- 
grando ambos j^f{pgydt e \ b a g-(pT)dt por partes, encontramos 

/" {/T( g) - gT(/)} dt = fpg' I".- J" pg'f dt - gpf | 6 + J" pf'g' dt — 0, 

J a \ a Jo la •'a 

uma vez que /eg satisfazem ambas as condigoes (5.5). Por conseguinte T e simetrico 
em V. As fungoes proprias de T sao aquelas fungdes nao nulas /que satisfazem, para 
algum real A, a equagao diferencial da forma 

(p/y + qf= ¥ 


em [a, b], e tambem satisfazem as condigoes (5.5). 


5.3. Valores proprios e vectores proprios de operadores hermiticos e hemi-hermiticos 
Com respeito aos valores proprios temos o seguinte: 

TEOREMA 5.2. 5c T admite uni valor proprio A, entao: 

(a) Se T e hermitico. A e real: A = A. 

(b) Se T e hemi-hermitico, A e imaginario puro: A — —A. 

Demonstracao. Seja x um vector proprio correspondente a A. Entao temos 
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^ (T(x), x ) e t- _ (x, T(x)) 

(x, x ) (x, x) 

Se T e hermitico temos (!T(x), x) — (x, T(x)) pelo que A = X. Se T e hemi-hermitico 
temos (7\x), x) = -(x, T(x)) pelo que X = -A. 

Nota: Se T e simetrico, o teorema 5.2 nao nos diz nada acerca dos valores pro- 
prios de T.-uma vez que todos os valores proprios devem ser reais se o produto 
interno e real. Se T e hemi-simetrico, os valores proprios de T devem ser simultanea- 
mente reais e imaginarios puros e por conseguint'e todos os valores proprios de ope- 
radores hemi-simetricos devem ser zeros (caso existam). 


5.4. Ortogonalidade de vectores proprios correspondentes a valores proprios distintos 

Valores proprios distintos de uma transformaijao linear qualquer correspondem 
a vectores proprios independentes (pelo teorema 4.2). Para as transformapoes hermi- 
ticas e hemi-hermiticas podemos afirmar algo mais. 

TEOREMA 5.3. Se T e uma transformagao hermitica ou hemi-hermitica e X e p sdo 
valores proprios distintos de T com correspondentes vectores proprios x e y, entao x e y sdo 
ortogonais, isto e, (x, y) = 0. 

Demonstragao. Escrevemos T’(x) = Ax, T(y) = py e comparemos os dois produtos 
internos (T(x), y) e (x, T(y)). Temos 

( T (x), j) = (Ax,y) = A(x,y) e (x, J(y)) = (x, py) = p(x, y) . 

Se T e hermitico podemos escrever A(x, y ) — p(x, y) = p(x, y) visto que p = p. Deste 
modo (x, y) =0 por ser A =£ p. Se T e hemi-hermitico obtemos A(x, y) = — p{x, y) = 
= p(x, y) o que implica (x, y) = 0. 

EXEMPLO. Apliquemos o teorema 5.3 as fun<poes nao nulas que satisfazem a equacao 
diferencial da forma 

(5.6) (pf'Y+qf=V 

num intervalo [a, b] e as quais verificam tambem as condigoes p(a)f(a) = p(b)f(b) = 0. 
A conclusao e que duas quaisquer solupoes / e g correspondendo a dois valores distin- 
tos de A sao ortogonais. Por exemplo, consideremos a equacao diferencial do movi- 
mento harmonico simples 

/" + A 2 / = 0 

no intervalo 10, 7rl, com A;# 0. Estae a forma de (5.6) com p= \,q = 0cX- - A 2 . Todas 
as solufoes sao dadas por f(t) = c, cos kt + c 2 sen A/. A condicao de fronteria /( 0) — 0 
implica c, = 0. A segunda condi<?ao,/(7r) = 0, implica c 2 sen A* = 0. Porque c 2 ^ 0 para 
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uma solugilo nao nula, deve ter-se sen kn = 0, o que significa que k e urn inteiro. Por 
outras palavras, soluqoes nao nulas que verifiquem as condiqoes de fronteria existem 
se e so s c k for inteiro. Estas solugoes sao /(/)*= sen nt, n = ± 1, +2, — A condigao 
de ortogonatidade implicada pelo teorema 5.3 transforma-se aqui na relagao conhe- 
cida 


f 


sen nt sen mtdt — 0 


se m 2 e n 1 sao inteiros distintos. 


5.5. Exercicios 

1. Seja E um espago euctidiano, V um subespago e T: V-» E uma dada transformagao linear. 
Seja A um escalar e x um elemento ndo nulo de V. Provar que A e um valor proprio de 7 
com x como vector proprio se e so se 

(T(x),y) = k(x,y) para todo y em E. 

2. Seja T(x) = cx para todo x um espago linear V, sendo c um escalar determinado. Provar 
que 7 e simetrico se V e um cspago euclidiano real. 

3. Suponhamos 7: V—V uma transformagao hermitica. 

(a) Provar que 7"e hermitica para todo inteiro positivo n, e que 7 _l e hermitico se 7e in- 
vertivel. 

(b) O que pode concluir-se acerca de T" e 7“ 1 se 7 e hemi-hermitico? 

4. Sejam 7,: V -> E e 7 2 ; V -> E duas transformagSes hermiticas. 

(a) Provar que aT, + bT- l e hermitica para todo o par de escalares reais a zb. 

(b) Provar que o produto (composigao) 7,7 2 e hermitica se 7, e 7 2 comutam, isto e, se 

T t T z = 7j7, . 

5. Seja V = P 3 (R) com o produto escalar como produto interno. Seja 7 uma simetria no piano 
XOY, isto e, seja 7(i) = i, T(j) --- j e T(k) ~ —k. Provar que 7 e simetrico. 

6. Seja C(0, 1) o espago linear real de todas as fungdes reais continuas em 10, ! ] com o produto 

interno (/, g) = Seja V o subespago de todos os / tais que Ji f(i)dt =0. Seja 

7: V-> C( 0, 1) o operador integragao definido por Tf{x) = Provar que 7 e hemi- 

simetrico. 

7. Seja V o espago euclidiano real de todos os polinomios com o produto interno (/, g) = 
= Ji, f(t)g(t)dt. Determinar quais das seguintes transformagoes 7: V-+ V sao simetricas ou 
hemi'simetricas. 

(a) Tf(x) =f{-x). (c) Tf(x) =/{x) +f(-x). 

(b) Tf(x) = f{x) fi-x). (d) Tf(x) = fix) -fi-x). 

8. No Exemplo 4 da Secg&o 5.2 modificar o produto interno do modo seguinte: 

(f,g) = f{t)g(f)wiOdt, 

J a 


onde w e uma determinada fungao positiva em -C(o, b). Modificar o operador de Sturm- 
Liouville 7 escrevendo 
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(,/w 

w 

Provar que este operador modificado e simetrico no subespago V. 

9. Seja V um subespago de um espago euclidiano compiexo E. Seja T: V E uma transfor- 
magao linear e defina-se uma fungao de valores escalares Q em V do modo seguinte: 

Q(x) = (T(x), x) para quaiquer x em V. 

(a) Se Te hermitica em V , provar que Q(x) e real para todo x. 

(b) Se T e hemi-hermitica, provar que 0(x) e imaginaria pura para todo x. 

(c) Provar que Q(tx) — tiQ(x) para quaiquer escalar 1. 

(d) Provar que Q(x + y) = Q(x) + Q(y) + ( T(x ), >>) + (7X.y), x), e determinar a formula co- 
rrespondente para Q( x + ty). 

(e) Se Q(x) = 0 para todo x provar que T^x) = O para todo x. 

(0 Se Q(x) e real para todo x provar que T e hermitica. [Sugestdo: Utilizar o facto de que 
Q{x + ty) e igual a sua conjugada para todo o escalar /.I 

10. Este exercicio poe em evidencia que os polinomios de Legendre (introduzidos na Secgao 
1.14) sao fun goes proprias do operador de Sturm-Liouville. Os polinomios de Legendre sao 
definidos pela equagao 

“ /tr’W • onde fn(t) = (/’ - 1)" - 

(a) Verificar que ( t 1 - = 2 nlf„(t). 

(b) Derivar n + 1 vezes a equagao (a), mediante a formula de Leibniz, (ver p. |2|6K) do vo- 
lume 1) para obter 

(/* - D/^ +2, (<) + 2 /(« + l)/^ +1, (r) + n{n + 1 )/<,“>(/) = lntf^ +l \t) + 2 n(n + l)/^/). 

(c) Mostrar que a equagao em (b) pode ser de novo escrita na forma 

((<* - 1)^(/)]' = nQi + 1)P„(0- 

Isto mostra que P n {t) e uma fungao propria do operador de Sturm-Liouville T dado no in- 
tervalo 1 — 1, I) por T(J) = (j if)', onde pit) = t 1 — 1. A fungao propria P„(t) corresponde ao 
valor proprio A = n(n + 1). Neste exemplo as condigoes de fronteira para a simetria sao 
automaticamente satisfeitos visto p(l) = p( - 1) = 0. 

5.6. Existencia de um conjunto ortonormal de vectores proprios para operadores hermi- 
ticos e hemi-hermiticos em espagos de dimensao finita 

Ambos os teoremas 5.2 e 5.3 se baseiam na afirmagao de que T admite um valor 
proprio. Como sabemos os valores proprios nao existem necessariamente. Contudo, 
se T actua num espago compiexo de dimensao finita, entao os valores proprios existem 
sempre uma vez que sao as raizes do polinomio caracteristico. Se Te hermitico, todos 
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os valores proprios sao reais. Se T e hemi-hermitico, todos os valores proprios sSo 
imaginarios puros. 

Sabemos tambem que dois valores proprios distintos dizem respeito a vectores pro- 
prios ortogonais, se T e hermitico ou hermi-hermitico. Servindo-nos desta propriedade 
podemos provar que T admite um conjunto ortonormado de vectores proprios que 
geram todo o espago. (Lembramos que um conjunto ortogonal se diz ortonormado se 
cada um dos seus elementos tern norma 1). 

TEOREMA 5.4. Se dim V= n e T: V— V e hermitico ou hemi-hermitico, entdo existem n 
vectores proprios a,, . . . , a„ que const ituem uma base ortonormado para V. Consequente- 
mente a matriz de T relativa a esta base e a matrix diagonal A = diag (A„ . .-. , A„), com 
o valor proprio respeitante a u k . 

Demonstracao. Recorremos a demonstra^ao por induipao em n. Se n= 1, entao T 
tern precisamente um valor proprio. Qualquer vector proprio a, de norma l e uma 
base ortonormada para V. 

Suponhamos que o teorema e verdadeiro para todo 6 espa 90 euclidiano de dimen- 
sao n— l. Para demonstrar que e tambem verdadeiro para V escolhamos um valor 
proprio A, para T e um vector proprio correspondente a, de norma 1. Entao T(u,) = 
= A, a, e jja,l] = 1. Seja S o subespa?o gerado por a,. Devemos aplicar a hipotese de 
inducao ao subespaco formado por todos os elementos de V que sao ortogonais a a„ 

= {x\xeV, (x,a 1 ) = 0}. 


Para tal necessitamos saber que dim S 1 = n - 1 e que T aplica 5 X em si proprio. 

Pelo teorema 1.7(a) sabemos que a, e parte de uma base de K, por exemplo a base 
(a,,p 2 , . . . , t> n ). Podemos supor, sem perda de generalidade, que esta e uma base orto- 
normada. (Caso contrario aplicamos o metodo de Gram-Schmidt para a transformar 
numa base ortonormada, mantendo a, como primeiro eiemento da base). Tomemos 
agora qualquer x em S 1 e escrevamos 


x = x i u 1 + x 2 v 2 -| + x n v„. 


Entao x, = (x, a,) = 0 visto que a base e ortonormada, pelo que x pertence ao espapo 
gerado por e 2 , . . . , v„. Consequentemente dim S 1 = n — 1. 

Demonstremos em seguida que T aplica S x em si proprio. Suponhamos que T e 
hermitico. Se x e S 1 temos 


(r(x), u t ) = (x, r( Ml )) = (x, Vi) = AiCx, aj = 0 , 


pelo que T{x) € S x . Uma vez que T e hermitico em S x podemos aplicar a hipotese de 
indugao para concluir que T admite n - 1 vectores proprios a 2 , . . . , a„os quais formam 
uma base ortonormada para S x . Deste modo o conjunto ortogonal a,, . . . , a„ e uma 
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base ortonormada para V, e o teorema fica demonstrado na hipotese de T ser hemitico. 
Um raciocinio semelhante e valido no caso de T ser hemi-hermitico. 


5.7. Representapao matricial de operadores hermiticos e hemi-hermiticos 

Nesta Secpao supomos que V e um espapo euclidiano de dimensao finita. Uma 
transformapao hermitica ou hemi-hermitica pode caracterizar-se pe!a sua acpao sobre 
os eiementos de uma base qualquer. 

TEOREMA 5.5. Se (e t , e„) e uma base de V e T: V -* V uma transformagao linear, 
entao: 

(a) T e hermitica se e So se (T(ej), e,) = (e r T(ef) para quaisquer i e j. 

(b) T e hemi-hermitica se e so se ( T(ej ), e,) - - (e,, T(e ,)) para quaisquer i e j. 

Demonstragao. Consideremos dois quaisquer eiementos x e y de V e exprimamos 
cada um deles como combinapao linear dos eiementos da base, seja x — 2 x j e j e 
y = 2 yfii- Entao temos 

(T(x), y) = (ix y T( e/ ), - 2 xJne,), 2 y<e\ = £ I *». «.)• 

\i-l / i~l \ i= 1 / 

Analogamente encontramos 

(x, T(y)) = £ £ x^e , , Tie,)) . 

t=i i—i 


As proposipoes (a) e (b) sao consequencia imediata destas equapoes. 

Caracterizemos agora estes conceitos por intermedio da representapao matricial 
de T. 

TEOREMA 5.6. Se (e { , .... e„) for uma base ortonormada para V e A = (ay) a repre- 
sentagao matricial de uma transformagao linear T: V-* V relativa a esta base entao tem-se 
que: 

(a) T e hermitica se e so se ay = dy para quaisquer i e j. 

(b) T e hemi-hermitica se e so se ay = — dy para quaisquer i e j. 

Demonstragao. Uma vez que /lea matrizde T temos 7’(e y )= 2/c=i a */V Tomando 
o produto interno de T(ej) por e, e recorrendo a linearidade deste produto obtemos 

(Tie,), e 4 ) = ( 2 

\Jfc=l 

Mas ( e k , e t ) = 0, salvo se k = i, pelo que a ultima soma se simplifica e se reduz a 
a iji e i> e i\ visto que (e h e,) - 1 . Consequentemente temos 


a kj e k> e i) — 2 a l 
1 


ki( e k > e i) • 
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Oij = (Tie,), ej) para quaisquer i e j. 

Trocando entre si os indices i e j, tomando os conjugados, e utilizando a simetria her- 
mitica do produto interno, encontramos 

= ( e j> T( e i)) para quaisquer i e j. 

Para completar a demonstra«;ao recorremos ao teorema 5.5. 

5.8. Matrizes herniiticas e hemi-hermiticas. A associada de uma matriz 
O teorema 5.6 sugere a seguinte definicao. 

DE FIN ICAO. Uma matriz quadrada A==(a i} ) diz-se hermitica se a^= a j; para i e j 
quaisquer. A matriz diz-se hemi-hermitica se a,y = — a fl para i e j quaisquer. 

O teorema 5.6 estabelece que uma transformaqao T num espapo V de dimensao 
Finita e hermitica ou hemi-hermitica conforme a sua matriz relativa a uma base orto- 
normada e hermitica ou hemi-hermitica. 

Estas matrizes podem introduzir-se doutro modo. Seja A a matriz obtida pela 
substituipao de cada eiemento de A pelo seu complexo conjugado. A matriz A diz-se 
a matriz conjugada de A. A matriz A e hermitica se e so_se e igual a transposta da sua 
conjugada, A = A'. A matriz e hemi-hermitica se A = — A 1 . 

A transposta da conjugada recebe uma designaqao especial. 

DEFINICAO DA MATRIZ ASSOCIADA (TRANSCONJUGADA) DE UMA MATRIZ. Dada uma 
matriz qualquer A. a transposta da conjugada, 71', designa-se por associada (ou transcon- 
jugada j de A e representa-se por A* 

Portanto, uma matriz quadrada A e hermitica se A = A *e hemi-hermitica se A =-A*. 

Nota: A maior parte da anliga lileratura relativa a matrizes utiliza a denominagao dzadjunta para a matriz complementos 
algebricos, que e um ente completamenle distinio. A defini^ao dada aqui concorda com a nomenclatura actual da teoria 
dc operadores Imeares. 


5.9. Diagonalizacao de uma matriz hermitica ou hemi-hermitica. 

TEOREMA 5.7. To da a matriz A. n X n, hermitica ou hemi-hermitica e semelhante a 
matriz diagonal A = diag (A,, .... A„) dos seus valores proprios. Alem disso, tem-se 

A = C-'AC, 

com C uma matriz nao singular cuja inversa e a sua associada. C 1 = C* 

Demonstrayao. Seja V o espa<?o dos n-tuplos de mimeros complexos, e seja 
(e t , . . . , e„) a base ortonormada de vectores coordenados unitarios. Sex= e 

y — y L e h consideremos o produto interno definido por (x, y) = 2 Para a matriz 
dada A, seja T a transformaqao representada por A relativa a base escolhida. Entao 
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v o teorema 5.4 diz-nos que V admite uma base ortonormada de vectores proprios 
[ u„ ), a respeito da qual T tem uma representa^ao em matriz diagonal A = diag 

(A,, . . . , A„), sendo A k o valor proprio pertencente a u k - Posto que tanto A como A re- 
presen tarn T elas sao semelhantes, pelo que se tera A = C~'AC, onde C-(e,j) e a 
matriz nao singular relacionando as duas bases: 

[«i. •♦••«»] = fa. e„]C. 

\ Esta equagao mostra que a coluna de ordem j de C e formada pelas componentes de 
Uj relativas a (e,, .... e„). Deste modo c,y e a componente de ordem i de Uj. O produto 
interno de Uj e «, e dado por 

n 

=!c ki c M . 

k= 1 


Visto que {«,, «„} e um conjunto ortonormado, isto mostra que CC*= 1 , pelo 

que r 1 "' = C*. 

Nota: A demonstracao do teorema 5.7 diz-nos tambem qual a maneira de deter- 
minar a matriz diagonalizadora C. Determinamos um conjunto ortonormado de 

vectores proprios u u n e depois utilizamos as componentes de (relativas a 

base formada pelos vectores coordenados unitarios) como elementos da coluna de 
ordem j de C. 


EXEMPLO 1. 


A matriz real hermitica A = 


"2 2 ' 
2 5 


tem os valores proprios A, = l e 


A 2 = 6. Os vectores proprios correspondentes a 1 sao /( 2, —1), f^O. Os correspon- 
lentes a 6 sao /(l, 2), t + 0. Os dois vectores proprios u, = t(2, — 1) e u 2 — /(l, 2) com 
i = 1/^/5 form am um conjunto ortonormado. Deste modo a matriz 


C 




2 1 
.-1 2 . 


e a matriz diagonalizadora de A. Neste caso C*= C l visto que t e real. 


Verifica-se com facilidade que C’AC — 


'1 0 " 
0 6 


EXEMPLO 2. Se A e ja uma matriz diagonal, entao a matriz diagonalizadora C do 
teorema 5.7 ou deixa A invariavel ou simplesmente reordena os elementos diagonals. 


5.10. Matrizes unitarias. Matrixes ortogonais 

DEFlNICAO. (Jma matriz quadrada A diz-se unitaria se AA *— /. A matriz diz-se orto- 
gonal se A A 1 = /. 

Nota: Toda a matriz real unitaria e ortogonal visto que A *= A‘: 
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O teorema 5.7 diz-nos que uma matriz hermitica ou hemi-hermitica pode sempre 
ser diagonalizada por meio de uma matriz unitaria. Uma matriz real, hermitica, tern 
valores proprios reais e os vectores proprios correspondentes podem tornar-se reais. 
Portanto uma matriz hermitica real pode ser diagonalizada por uma matriz real orto- 
gonal. Tal nao e verdadeiro para as matrizes hemi-hermiticas reais (Ver Exercicio 1 1 
da Sec<?ao 5.11). 

Assim temos os conceitos seguintes 

DEFINICAO. Uma matriz quadrada A com elementos reais ou complexos diz-se sime- 
trica se A = A'; diz~se hemi-simetrica se A = — A'. 


EXEMPLO 3. Se A e real, a sua associada e igual a sua transposta A*= A'. Assim, 
toda a matriz hermitica real e simetrica, mas uma matriz simetrica nao sera necessaria- 
mente hermitica. 



"1 + i 2 ' 

, entao A = 

"1 - / 2 

ri + i 3 — i 

EXEMPLO 4. Se A = 



, A* = 


_3 - i 4 i_ 


3 + / — 4/_ 

L 2 4/ J 


c\A* = 



3 + / 
—4 i 


EXEMPLO 5. Ambas as matrizes 
e simetrica, e a segunda nao. 

EXEMPLO 6. Ambas as matrizes 


1 

2 

0 

2 



meira e hemi-simetrica, e a segunda nao. 


2 4- i 
3 

-2 

3/ 


sao hermiticas. A primeira 
sao hemi-hermiticas. A pri- 


EXEMPLO 7. Todos os elementos diagonals de uma matriz hermitica sao reais. To- 
dos os elementos diagonals de uma matriz hemi-hermitica sao imaginarios puros. 
Todos os elementos diagonals de uma matriz hemi-simetrica sao zeros. 


EXEMPLO 8. Para uma matriz quadrada qualquer A, a matriz B = %{A + zl*)e hermi- 
tica, e a matriz C = $(A — A*)e hemi-hermitica. A sua soma e A. Assim, toda a matriz 
quadrada A pode ser expressa por uma soma A — B + C, com B uma matriz hermitica 
e C uma matriz hemi-hermitica. E um exercicio simples a verificagao de que a decom- 
posigao e unica. Tambem toda a matriz quadrada A pode ser expressa, de uma maneira 
unica, como a soma de uma matriz simetrica, f(zt + A'), com uma matriz hemi-simetri- 
ca, {(A — A'). 


EXEMPLO 9. Se A e ortogonal tem-se 1 = det (AA‘) = (del zl)(det A') = (det A) 2 , 
pelo que det A = ± 1 . 


5.11. Exercicios 

1. Delerminar quais das seguintes matrizes sao simetricas, hemi-simetricas, hermiticas, hemi 
hermiticas. 
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0 1 2 


(N 

0 

1 


(N 

O 


i 

o 

2 

(a) 

1 0 3 

_2 3 4^ 

, (b) 

i 0 3 

-2 -3 4i 

, (c) 

-i 0 3 

-2 -3 0_ 

, (d) 

J 

1 1 

S) *— 

1 o 

u> 

3 

0 


2. (a) Verificar que a matriz 2 X 2, A = 


e uma matriz ortogonal 


cos 6 —sen 0~] 
sen q cos g 

(b) Seja T a transformaqao linear com a matriz anterior A relativa a base ordinaria {«,/|. 
Provar que T aplica cada ponto do piano com coordenadas polares (r, or) sobre o ponto com 
coordenadas polares (r, a + 0). Assim, T e uma rotaqao do piano en tornoda origen, sendo 
6 angulo de rotacao. 

3. Seja V o espaco real tridimensional com a base usual /, j, k. Provar que cada uma das se- 
guinles matrizes e ortogonal e representa a transformacao indicada. 


(simetria no piano XOY) 



1 

0 

o' 



(a) 

0 

1 

0 




_0 

0 

- 1 . 




"l 

0 

o' 



(b) 

0 

-1 

0 




_0 

0 

-1 





1 0 


o' 


(c) 


0 -1 


0 




0 0 

- 

1 



'l 

0 

0 

'1 

(d) 

0 

cos 0 

J 

— send 


0 

sen 0 

cos 

0 


r- 

-1 0 


0 


(simetria em relapao ao eixo OX) 


(simetria a respeito da origem) 


(rotacao em torno de OX) 


(e) 


0 cos 6 — sen0 

0 sen 0 cos 0 


(rotacao em tomo de OX seguida 
de simetria em relacao ao piano YOZ). 


4. Uma matriz ortogonal real A diz-se propria se det A = I e impropria se det A = — 1. 

fcos 0 — sen0 

(a) Se A e uma matriz 2x2 propria, provar que A 
representa uma rotacao de um angulo 0. 


para algum 0. Esta 


(b) Provar que 


'1 

0 " 

r- 1 

0" 

0 

< 

-1 

1 — ' 

O 

I_ 


sen 0 cos 0 

—I 

sao matrizes improprias. A primeira representa uma 


simetria no piano XOY em relaqao a OX\ a segunda representa uma simetria em relac&o ao 
eixo OY. Determinar todas as matrizes 2x2 improprias. 

Em cada um dos Exercicios 5 a 8 determinar: (a) um conjunto ortogonal dos vectores proprios 
para A, e (b) uma matriz unitaria C tal que Cr'AC seja uma matriz diagonal. 
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‘ 9 

12' 


12 

16_ 


1 

3 

O' 

3 

-2 

-1 

0 

-1 

1 


6. A 

8. A 


'0 - 2 ' 
2 0 _ 
"l 3 4' 

3 1 0 

4 0 1 


9. Dizer quais das matrizes seguintes sao unitarias e quais sao ortogonais {a,b. 0 sao reais). 



V 

S' 

O 


cos 8 

0 

sene" 


1 IS 
> 

~i V 2 


(a) 

0 e ib 

, (b) 

0 

1 

0 

, (c) 

0 

JV3 

1^0 

> 


L u c J 


-sen0 

0 

cos 8 



3 ' 



10. A teoria da relatividade reslrita utiliza as equates 


x'=a(x— vt), y'—y . z'=z, t' = a{t — vxl<?) . 

Aqui v represe nta a velocidade dum objecto em movimento, c a velocidade da luz, e 
a = cl\/c 2 — v 1 . A transformacao linear que aplica ( x , y, z, t ) em (x \y\ z\ i) diz-se uma 
transformacao de Lorentz. 

(a) Sejam (x,, x„ x„ x 4 ) = (x, y, z, id) e (xj, x' 2 , xj, x') = (x‘, y‘, z\ id'). Mostrar que as 
quatro equacoes podem escrever-se na forma de uma equagao matricial 


[x 2 , Xg t Zj , x 4 ] [z 2 , Z 2 , X3 , Z4] 


a 

0 

0 


0 0 
1 0 
0 1 


1 Javjc 0 0 


— iav/c 
0 
0 
a 


(b) Provar que a matriz 4 x 4 da alinea (a) e ortogonal mas nao unitaria. 


! 1. Seja a um mimero real diferente de zero e A a matriz hemi-simetrica A = 


0 

—a 


a 

0 


(a) Determinar um conjunto ortonormado de vectores proprios de/1. 

(b) Determinar uma matriz unitaria Cta! que C' l ACe uma matriz diagonal. 

(c) Provar que nao existe nenhuma matriz ortogonal C tal que C-'AC seja uma matriz 
diagonal. 

12. Se os vaiores proprios de uma matriz A hermitica ou hemi-hermitica sao todos iguais a c, 
provar que A = cl. 

13. Se A e uma matriz real hemi-simetrica, provar que ambas as matrizes / — A e / + A sao nao 
singulares e que (/ — A) (/ + A)~' e ortogonal. 

14. Para cada uma das proposicoes seguintes relativas a matrizes n X n, efectuar a corresponden- 
te dcmonstragao ou apresentar um contra exemplo. 

(a) Se A e B sao unitarias, entao A + B e unitaria. 

(b) Se A e B sao unitirias, entao AB e unitaria. 

(c) Se^4 e AB sao unitarias, entao B e unitaria. 

(d) Se A e B sao unitarias. entao /1 + B nao e unitaria. 
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5.12. Formas quadraticas 

Seja V o espago euclidiano real e seja T: V -* V um operador simetrico. Isto significa 
que T pode ser mudado de um para outro factor no produto interno 

(Tfx),^) = (x, T(y )) para quaisquer xeyem V 


Dado T, definimos uma funcao real Q em V pela equafao 

Q(x) — (T(x), x). 

A funcao Q chama-se a forma quadratica associada com T. A design a^ao “quadratica” 
e sugerida pelo teorema seguinte que mostra que, no caso de dimensao finita, Q(x) 
e um polinomio do segundo grau nas componentes de x. 

TEOREMA 5.8. Sejant (e, e„) uma base ortonormada para um espago euclidiano 

real V. 7V V-*V uma transformagao simetrica e A = (Ojj) a matrix de T relativa aquela 
base. A forma quadratica (Q(xj = (T(x). x) estd relacionada com A do modo seguinte: 

n n n 

(5.7) QW = 2 2 W; se x = 2*A- 

i=l*=l i=l 

Demonstrate), Devido a Hnearidade temos T(x) = 2 Portanto 


<?(*) = fexiTieJ, T i'x £ x 3 (T(e,), e y ). 

\»=1 j — 1 / <=1 i—l 


igualdade que demonstra (5.7) ja que a,j= ajj= ( T(e ; ), ej). 


A soma que aparece em (5.7) e ainda provida de significado mesmo se a matriz A 
e nao simetrica. 


definicAo. Seja V um espago euclidiano real qualquer. com uma base ortonormada 

{e l ej e A = f a,j) qualquer matriz n x n de escalares. A fungao de valores escalares Q 

definida em cada elemento x — 2 x fii de V pela dupla soma 

( 5 - 8 ) Q(x) = 2 J.a if x i x j 

«=1 3=1 


diz-se uma forma quadratica associada com A . 

Se A e uma matriz diagonal, entao 0 ^— 0 se /-* j pelo que a soma em (5.8) contem 
unicamente termos quadraticos e pode escrever-se mais simplesmente na forma 


Q(x) = 2 ««*?• 


i=l 
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Neste caso a forma quadratica diz-se uma forma diagonal. 

A dupla soma era (5.8) tambem pode exprimir-se como um produto de tres matrizes. 


TEOREMA 5.9. Se X - [x x„l e uma matriz linha Ixn e A = (a,j) e uma matriz 

ri X n. entdo XAX' e uma matriz 1 X 1 cujo elemento e 

(5.9) 2 2Wi- 

- >-i >=i 

Demonstraqdo. O produto XA e uma matriz 1 X n, XA - ly„ . . . , y„] cujo elemento 
y>ji o produto escalar de X pela coluna j de A, 

n 

y i = lx i a ii . 

i-l 

Portanto o produto XAX 1 e uma matriz 1 x 1 cujo unico elemento e o produto escalar 



n n 


= 2 2 • 
f-l 3—1 


Nota: E usual identificar a matriz 1x1, A AX', com a soma (5.9) e chamar o 
produto XAX 1 uma forma quadratica. A equacpao (5.8) escreve-se mais simples- 
mente na forma seguinte: 


Q(x) = XAX‘ . 


EXEMPLO 1. 


X — [Xi, x 2 ] . Entao temos 


XA 


-3- 

r 1 

— [Xi,Xs,]l ^ J = [X! — 3x 2 , — x t + 5x 2 ], 


e por conseguente 
XAX 


EXEMPLO 2. Seja B 


[xi 

' = [*i — 3x 2> —x 1 + 5x 2 ] = xl — 3x 2 Xi — XiXj, + 

' 1 - 2 ] 

= , X = [xi , x 2 ] . 


5x 2 . 


Entao temos 


XBX'= [x 1; x 2 ] 


1 

L-2 



— xl — Ix^ — 2XjX 2 •+• 5x1 • 


Em ambos os Exempios 1 e 2 os termos rectangulares dao, ao somarem-se, -4x,x 2 
pelo que XAX 1 = XBX‘. Concluimos assim que matrizes diferentes podem conduzir a 
mesma forma quadratica. Observe-se que pelo menos uma dessas matrizes e simetrica. 
O que e um exemplo de seguinte teorema. 



Valores proprios de operadores em espacos euclidianos 


145 


TEOREMA 5.10. Para qualquer matriz A, n X n, e qualquer matriz linha X, 1 X n, tem- 
se XAX' = XBX’ com B a matriz simetrica B = \{A + A'). 

Demonstraqdo. Porque XAX' e uma matriz l x 1 ela e igual a sua transposta, XAX' = 
= (XAX 1 )'. Mas a transposta de urn produto de matrizes e o produto das transpostas 
das matrizes factores consideradas por ordem inversa, pelo que se tern (XA X') ' — 
= XA 'X'. Deste modo XAX' = 1, X A X‘ + \XA'X l = XBX 1 . 


5.13. Reduqao de uma forma quadratica real a forma diagonal 

Uma matriz simetrica real A e hermitica. Portanto, pelo teorema 5.7, e semelhante 
a matriz diagonal, A = diag (A,, . . . , A„), dos seus valores proprios. Alem disso, temos 
A = 04 C, onde C e uma matriz ortogonal, Vamos agora demonstrar que C pode utili- 
zar-se para converter a forma quadratica XAX' numa forma diagonal. 

TEOREMA 5.11. Se XAX 1 e uma forma quadratica associada com uma matriz simetrica 
real A e se C e uma matriz ortogonal que convene A numa matriz diagonal A - OA C, 
entao tem-se 

XAX* = YAY‘ = 

i=l 

onde Y = (>>,, . . . , y n \ e a matriz linha Y = XC, e A A„ sao os valores proprios de A. 


Demonstrafdo. Uma vez que C e ortogonal temos Q~' — O. Deste modo a equa^ao 
Y = XC implica X — YO , e obtemos 

XAX‘ = ( YC‘)A(YC‘y = Y(C‘AC)Y' = YAY‘ . 


Nota: O teorema 5. 1 1 exprime que a transformacao linear Y = XC reduz a forma 
quadratica XAX' a forma diagonal YA Y'. 

EXEMPLO 1 . A forma quadratica correspondente a matriz identidade e 


XIX* = Xx* = || 

t-i 


o quadrado do comprimento do vector X = (a,, ..., x n ). Uma transformaqaoAinear 
Y= XC, onde Ce uma matriz ortogonal, define uma nova forma quadratica YA K'com 
A = CIC'— CC‘ — /. Uma vez que XIX' = YIY ' temos ||A|| 2 = | K|| 2 , donde resultaque 
Y tern o mesmo comprimento que X. Uma transformaqao linear que preserva o compri- 
mento de cada vector diz-se uma isometria. Estas transformaqdes serao analisadas mais 
■ em pormenor na Seccao 5.19. 
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EXEMPLO 2. Determinar uma matriz ortogonal C que reduza a forma quadratica 
Q(x) = 2xj + 4x,x 2 + 5x 2 a forma diagonal. 


Resolucao. Escrevemos (?(x) = XAX', com A = 


2 2 
2 5 


Esta matriz simetrica foi 

diagonalizada no Exemplo l a seguir ao teorema 5.7. Ela tern os valores proprios 
A, = 1, A, = 6, e um conjunto ortonormado de vectores proprios w, e u 2 , u, = f( 2, — 1), 


m 2 = r(l, 2), t= My/5. Uma matriz diagonalizadora e C = t 
dente forma diagonal e 


" 2 1 " 

.-1 2 , 


. A 


correspon- 


yAY‘ = + 2 2 yf = y? + 6 y\. 


O resultado deste exemplo e susceptivel de uma interpretacao geometrica simples, 
representado na figura 5.1. A transformaqao linear Y = XC pode considerar-se como 
uma rotapao que aplica os vectores da base, i e j, sobre os novos vectores u 2 da base. 
Um ponto de coordenadas (x,, x 2 ) em relaqao a primeira base admita novas coordena- 
das (y„ y 2 ) em rela<?ao a segunda. Visto que XAX 1 — YA Y, o conjunto de pontos 
(x,, x 2 ) satisfazendo a equacao XAX 1 = c, para algum c, e identico ao conjunto de pon- 
tos (y„ y 2 ) satisfazendo a Y A Y‘ - c. A segunda equacao escrita na’ forma yj + 6yj = c 
e a equacao cartesiana de uma elipse se C > 0. Portanto a equacao XAX' = c, posta na 
formal 2xj + 4x,x 2 + 5xj = c, representa a mesma elipse no sistema de coordenadas 
inicial. A figura 5. 1 mostra a elipse correspondente a c — 9. 



Fig. 5.!. Rotacao dos eixos por uma matriz ortogonal. A elipse admite a equacao cartesiana 
XAX' — 9 no sistema X,OX 2 , e a equacao Y A Y' = 9 no sistema Y,OF 2 . 
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5.14. Aplicacdes a geometria analitica 

A reduqao de uma forma quadratica a forma diagonal pode ser utilizada para iden- 
tificar o conjunto de todos os pontos (x, y) no piano que satisfazem a uma equaqao 
cartesiana da forma 

(5.10) ax 2 + bxy + cf + dx + ey +/== 0. 

Verificaremos que este conjunto e sempre uma conica, isto e, uma elipse, uma hiper- 
bole ou uma parabola ou urn dos cas'os degenerados (o conjunto vazio, um unico 
ponto, ou uma ou duas rectas). O tipo de conica e definido pelos termos do segundo 
grau, isto e, pela forma quadratica ax 2 + bxy+cy 2 . Para estarmos de acordo com 
a notaqao usada antes, escrevemos x, para x, x 2 em vez de>>, e exprimimos esta forma 
quadratica como um produto.matricial, 

XAX* = axl + bx x x 2 + cx%. 


onde X = [x,, x,l e A = 


6 / 2 ' 


Por uma rotacao Y = XC reduzimos esta forma 

[6/2 c 

quadratica a forma diagonal A„ y\ + A^, onde A ( e A 2 sao os valores proprios d eA. 
Um conjunto ortonormado de vectores proprios u , e « 2 determina um novo conjunto 
de eixos coordenados, relativamente aos quais a equaqao cartesiana (5. 10) vem 


(5.11) 2 x yf + A 2 y\ + d’y x + e'y 2 + f = 0, 

com novos coeficientes d'e e nos termos lineares. Nesta equa^ao nao ha termos rectan- 
gulares da forma yy t , pelo que o tipo de conica se identificara pela analise dos vectores 
proprios A, e A 2 . Se a conica e nao degenerada, a equaqao (5.1 1) representa umaetipse 
se A,, A 2 tern o mesmo sinal, uma hiperbole se A, e A 2 tern sinais contrarios e uma para- 
i bola se qualquer dos valores ,t,e A 2 for nulo. Os tres casos correspondent aA,A 2 > 0, 
s A,A 2 < 0, e A,A 2 = 0. Vamos apresentar alguns exemplos especiricos. 

3 

> EXEMPLO 1 . 2x 2 + Axy + by 2 + 4x + 1 3y — J = 0. Escrevemos novamente 

s > (5.12) 2x? + 4x x x s + 5x| -f 4x x + 13x 2 — \ — 0. 

r 

■ A forma quadratica 2x] + 4x,x 2 + 5x 2 e uma das analisadas no Exemplo 2 da Secqao 
| anterior. A sua matriz tern valores proprios A, = 1, A 2 = 6 e um conjunto ortonormado 
~ u, = /( 2, -1), u 2 ==r(l, 2) com t= M^/i. Uma matriz ortogonal diagonalizante e 

. Esta reduz a parte quadratica de (5.12) a forma y\ + 6 y$. Para deter- 

j| minar o efeito sobre a parte linear escrevemos a equaqao da rotacao Y = XC na forma 
X = YO e obtemos 


lc = / 


' 2 1 
-1 2 
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[xi , x 2 ] = —= [yi , y 2 ] 


2 -1 
.1 2j 


= (2yi + y 2 ), X 2 = -j= (-y 2 + 2y 2 ) . 


Portanto a parte linear 4x, + 13x 2 transforma-se em 

-j= (2^1 + y 2 ) + (->'1 + 2y 2 ) = -y/5 y 2 + 6yj5 y 2 . 

A equagao cartesiana transformada vem 

y? + 6yt - 75 y t + 6^/5 y z - J = 0. 

Conmpletando os quadros em y, e y 2 escrevemos de novo a equagao na forma seguinte 

Oi - |V5)* + 60, + W5)* = 9. 

a qual e a equagao de uma elipse cujo centro e o ponto G\/5, — 1\/5) no sistema coor- 
denado OY t OY 2 . Os sentidos positivos de Oy, e Oy 2 sao determinados pelos vectores 
proprios «, e u 2 , como se indica na figura 5.2. 

Podemos simplificar a equagao um pouco mais escrevendo 

= y t — , z 2 = y z + bfe - 

Geometricamente isto e equivalente a definir um novo sistema de eixos coordenados 
paralelos aos eixos do sistema OY l OY 2 , mas com a origem no centro da elipse. No 
sistema O' Z, Z 2 a equagao da elipse escreve-se simplesmente 


z\ + 6z| = 9, 


ou 


^ + — = 1. 
9 3/2 


Na figura 5.2 esta tragada a elipse e os tres sistemas de eixos coordenados. 

exemplo 2. 2x* — 4 xy — y 2 - 4x + lOy — 13 = 0. Escrevamos a equagao na forma 
2xj — 4x 2 x 2 — x| — 4x x + 10x 2 — 13 = 0. 


A parte quadratica e XAX 1 , com A = 


2 -21 
-2 -lj‘ 


Esta matriz tern os valores proprios 


A, = 3, A 2 =— 2. Um conjunto ortonormado de vectores proprios e h, = r(2, - 1), 

r 2 1 

u 2 = t(l, 2), com t - l/y/5. Uma matriz diagonalizadora ortogonale C = t 


A equagio da rbtagao X = YC vem 


-1 2 


= -~ (2y x + y 2 ), x 2 = (— y 2 + 2y a ). 
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Fig. 5.2. Rotagao e translagao de eixos coordenados. A rotagao Y = XCe seguida 
da translagao z, = y, - }\/5, z 2 = y 2 + 5. 


Rtrtanto as equagdes transformadas vem 


- 2y\ - (2* + y 2 ) + — ( Yi + 2y 2 ) - 13 = 0, 


... 0..2 18 * 16 


3^ - 2y% — ~-j= yi + -j= y 2 - 13 = 0. 


Completando os quadrados em_y, obtemos a equagao 

3(^1 - iVs) 2 - 2 (y 2 - h/5f = 12, 

a qual representa uma hiperbole^com centro em (fg/5, 5) no sistemaOK, Y 2 . A trans- 

lagao z, = y t — f/5, z 2 = y 2 - f\/ 5 simplifica esta equagao para 

3z* — 2z\ = 12 , ou £l-^=l. 

4 6 

A hiperbole esta tragada na Fig. 5.3 (a). Os vectores proprios a, e u 2 determinant os 
semi-eixos positivos OK, e OY 2 . 

EXEMPLO 3. 9x 2 + 24 xy + 16/ - 20x + 15j = 0. Escrevemos de novo a equagao na 
forma 


9xf + 24x^2 + 16x 2 — 20x! + 15x 2 = 0. 



ISO Calculo 



(a) Hiperbole: 3 z\ —2z\— 12 (b) Parabola: y\ + y 2 = 0 


Fig. 5.3. As curvas dos Exemplos 2 e 3. 

' 9 12] ... 

A matriz simetrica para a parte quadratica e A l = Os seus valores propnos 

sao A, = 25, A 2 = 0. Um conjunto ortonormado de vectores proprios e w, = $(3, 4), 

P ~ 4 ~ 

u 2 = K~4, 3). Uma matriz ortogonal diagonalizadora eC = | .A equa^ao 

da rota^ao X = YC' da-nos 3 - 

xi = i(3ji - 4 _j>j,) , x 2 = -sC 4 /! + 3>> 2 ) . 

Portanto a equaqao cartesiana transformada escreve-se 

25 yf - ~°(3y 1 ~ 4y 2 ) + + 3 y 2 ) = 0. 

Simplificando esta equaijao chega-se a yf + y 2 = 0, a equaqao de uma parabola com 
vertice na origem. A parabola esta tra^ada na fig. 5.3 (b). 

EXEMPLO 4. Casos degenerados. O conhecimiento unicamente dos valores proprios 
nao revela se a equaqao cartesiana representa uma conica degenerada. Por exemplo, 
as tres equates x 1 - 1 - 2 y 2 =1, x 2 + 2 y 2 = 0 , e x 2 + 2 y 2 = — 1 admitem todas os mes- 
mos valores proprios; a primeira representa uma elipse nao degenerada, a segunda 
so e verificada para (x, y) = (0, 0) e a terceira representa o conjunto vazio. As duas 
ultimas podem considerar-se como casos degenerados da elipse. 

O grafico da equacaoy 2 = 0 e o eixo OX. A equaqao y 2 — 1 = 0 representa duas rectas 
paralelas y = 1 e 7 — — 1 . Estas podem considerarse como casos degenerados da para- 
bola. A equa?ao x 2 4y 2 = 0 representa duas rectas que se intersectam ja que e satis- 
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feita se x - 2y = 0 ou se x + 2y = 0, e pode portanto considerar-se como um caso dege- 
nerado da hiperbole. 

Porem, se a equagao cartesiana ax 2 + bxy + cy 2 + dx + ey + /= 0 representa uma 
conica nao degenerada, entao o tipo de conica pode ser determinado de modo muito 
facil. O polinomio caracten'stico da matriz da forma quadratica ax 2 + bxy + cy 2 e 


det 



-bl 2' 
A — c 


= A 2 - (a + c)A + (ac - \b 2 ) = (A - A l )(A - l,). 


Portanto o produto dos seus valores proprios e 


KK = ac — \o 2 =. i(4ac — b 2 ) . 

Visto que o tipo de conica se determina pelo sinal do produto A,A 2 , vemos que a conica 
e uma elipse. hiperbole ou parabola conforme 4 ac — b 2 e positive, negativo ou nulo. O 
numero 4 ac - b 1 diz-se o descriminante da forma quadratica ax 2 + bxy + cy 2 . Nos 
Exemplos 1, 2 e 3 o descriminante tern os valores 34, — 24 e 0, respectivamente. 


5.15. Exercicios 


Em cada um dos Exercicios 1 a 7, determinar: (a) uma matriz simetrica A para a forma qua- 
dratica; (b) os valores proprios de A; (c) um conjunto ortonormado de vectores proprios; 
(d) uma matriz diagonalizadora ortogonal C. 


1 . 4jcj + 4x x x 2 + x\ . 

2 . x,x 2 . 

3. x 2 + 2x x x 2 — x\- 

4. 34x 2 — 24x^2 + 4 1 x 2 . 


5. x\ + x 2 x 2 + x,x 3 + x 2 x 3 . 

6 . 2x\ + 4x 3 x 3 + x\ — x§ . 

7. 3xj + 4x,x 2 + 8 x ^3 + 4x 2 x 3 + 3xf. 


Em cada um dos Exercicios 8 a 18, identificar a conica definida pela respectiva equagao e 
desenha-la. 


8 . / — 2 x 7 + 2x 2 - 5 =0. 

9. / - 2xy + 5x = 0. 

10. / - 2xy + x 2 - 5x = 0. 

11. 5X 2 - 4 xy + 2y t - 6 = 0. 

12. 19X 2 + 4 xy + 16/ - 212x + 104j = 356. 

13. 9x* + 24 xy + 16/ - 52x + \4y = 6 . 


14. 5x 2 + 6xy + 5/ - 2 = 0. 

15. x 2 + 2xy + / - 2x + 2y + 3 = 0 . 

16. 2x4 + 4 xy + 5/ — 2x — y — 4=0. 

17. x 2 + 4 x 7 " 2 / - 12 = 0. 

18. xy +y -2x -2 =0. 


19. Para que vaior (ou valores) de c sera o grafico da equagao 2 xy — 4x + ly + c = 0 um par de 
rectas? 

20. Se a equagao ax 1 + bxy + c)’ 2 = I representa uma elipse, provar que a area da regiao que 
ela limita e 2nl^/4ac — b 1 . Isto confere ao descriminante 4ac — b 2 um significado geomc- 
trico. 



152 Calculo 

w S.I6t Valores proprios de uma transformagao simetrica obtidos como valores desua 
forma quadratica 

Prescindindo agora da exigencia de que V seja de dimensao finita, vamos encontrar 
uma relagao entre os valores proprios de um operador simetrico e a sua forma qua- 
dratica. 

Suponhamos que r e um vector proprio com norma 1 correspondendo a um valor 
proprio A. Entao T(x) = Ax pelo que se tern 

(5.13) Q(x) = ( T(x ), x) — (Ax, x) = A(x, x) = A, 

visto que (x, x) = 1. O conjunto de todos os x d&Y satisfazendo a (x, x) = 1 chama-se 
a esfera unitaria de V. A equa^ao (5.13) demonstra o seguinte teorema 

TEOREMA 5.12. Se T: V-* V e uma transformafao simetrica num espafo euclidiano real 
V e Q(x) = (T(x). x), entao os valores proprios de T (se existirem) encontram-se entre os 
valores que Q toma na esfera unitaria de V. 


EXEMPLO. Seja V — P 2 (R) com a base usual (*, j) e o produto escalar como produto 

„ . r 4 oi 

interno. Seja T uma transformacao simetrica com matrix A = Entao a for- 
ma quadratica de T e dada por [_0 8J 


Q(x) = 2 2. a u x .Xj = 4xf + 8xf . 

1=1 i= 1 

Os valores proprios de T sao A, = 4, A 2 = 8. £ facil de ver que estes valores proprios 
sao, respectivamente, os valores maximo e minimo que Q toma no circulo unidade 
xj + x\ = I . Com efeito, neste circulo temos 

Q(x) = 4(xf -f xf) + 4x| = 4 -f 4x1, onde — 1 <, x 2 <, 1 . 

Este alcanna o seu valor minimo, 4, quando x 2 = 0 e o seu valor maximo, 8, quando 

Xj = ± 1 . 

A figura 5.4 mostra o circulo unidade e duas elipses. A elipse interior tern a equacao 
cartesiana 4xj + 8x1 = 4 - £ formada por todos os pontos x = (x,, x 2 ) no piano, satisfa- 
zendo Q(x) — 4. A elipse exterior tern por equapao cartesiana 4xJ + 8x1 = 8 e e forma- 
da por todos os pontos satisfazendo a Q(x) = 8. Os pontos (± 1,0), nos quais a elipse 
interior e tangente ao circulo unidade, sao vectores proprios correspondentes ao valoi 


t As Secedes assinaladas com asterisco pod cm suprimir-se, ou deixar-se para posterior leitura, sem perda de 
continuidade. 
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Fig. 5.4. Relapao geometrica entre os valores proprios de T e os valores de Q na 
esfera unidade, ilustrada com urn exemplo bidimensional. 

proprio 4. Os pontos (0, ±1) da elipse exterior sao vectores proprios correspondentes 
ao valor proprio 8. 

O exemplo anterior ilustra propriedades extremais dos valores proprios que sao 
validas com maior generalidade. Na secqao que se segue provaremos que o menore 
maior valor proprio (se existirem) sao sempre os valores minimo e maximo que Q 
loma na esfera unitaria. Na discussao destas propriedades extremas faremos uso do 
seguinte teorema relativo a formas quadraticas, o qual nao exige que V seja de dimen- 
sao finita. 

TEOREMA 5.13. Seja T: V * V uma transformagao simetrica num espago euclidiano 
real V dot ado com a forma quadrat tea Q(x) = (F(x), x). Admita-se que Q nao muda de 
sinal em V. Entao se Q(x) =0 para algum x em V tem-se igualmente T{x) = O. [‘or 
outras palavras, se Q nao muda de sinal entao Q e nulo unicamente no espago mlo de T. 

Demonstrafdo. Suponhamos Q{x) — 0 para algum x em Ke seja y qualquer elemen- 
to de V. Escolhamos um escalar real t e consideremos Q(x + ty). Aplicando a linearida- 
de de T, linearidade do produto interno, e simetria de T, temos 

<2(x + ty) = (T(x + ty), x + ty) = (J(x) + tT(y), x + ty) 

= (T(x), x) + t(T(x),y) + t(T(y), x) + tKT(y),y) 

= GW + 2 t(T(x), y) + t*Q(y) = at + bt\ 

onde a = 2 ( T(x ), y) e b= Q{y). Se Q e nao negativa em V temos a desigualdade 

at + by 2 > 0 para todo real t. 

Por outras palabras, o polinomio quadratico p(t) — at + bt 2 tern o seu valor minimo 
para t = 0. Consequentemente /?'(0) =0. Mas p'(0) - a = 2(T(x), y), pelo que (T(x), 
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y) = 0. Uma vez que y era arbitrario, podemos em particular tomarj = T(x), obtendo 
(T(x), T(x)) - 0. Isto prova qUe T(x) = O. 

Se Q e nao positiva em V obtemos p(t) = at + bt 1 < 0 para todo t, pelo que p tern 
urn maximo quando / = 0, e consequentemente ;?'(0) = 0 como anteriormente. 

★ 5.17. Propriedades extremals dos valores proprios de uma transforma^ao simetrica 

Vamos agora demonstrar que os valores extremos de uma forma quadratica na es- 
fera unitaria sao valores proprios. 

TEOREMA 5.14. Seja T: V- V uma transformacao linear simetrica mm espaco eucli- 
diano real V, e seja Q(x) = (T(x), x). Entre todos os valores que Q toma na esfera uni- 
dade, admita-se que existe um extremo f ( maximo ou minimo) num ponto u com (u, u) = 1 . 
Entao u e um vector proprio dt; T; o correspondente valor proprio e Q(u), o valor extremo 
de Q na esfera unitaria. 

Demonstracdo. Admitamos que Q tern um minimo em u. Entao temos 

(5. 14) Q(x) ^ Q(u) para todo x que verifique (x, x) = 1 . 

Seja X = Q(u). Se (x, x) = 1 temos Q(u) = A(x, x) = (Ax, x) pelo que a desigualdade 

(5. 14) pode escrever-se 

(5.15) (r(x), x) ^ (Ax, x) 

com tanto que (x, x) = 1. Demonstremos agora que (5.15) e valida para qualquer x 
em V. Admitamos que ||x|| = a. Entao x = ay, onde ||_yH = 1. Por conseguinte 

(T(x), x) = (T{ay), ay) = a\T{y), j) e (Ax, x) = a\Xy, y) . 

Mas (7 Xj>), y) g (A>>, j) visto que (>>, y)= 1. Multiplicando ambos os membros desta 
igualdade por a 1 obtemos (5.15) para x = ay. 

Uma vez que ( T(x ), x) — (Ax, x) = (T(x) — Ax, x), podemos escrever de novo a 
desigualdade (5.15) na forma (T(x) - Ax, x) > 0, ou 

(5.16) (5(x), x) ^ 0, onde 5 = T — A/. 

Quando x = u em (5.14) tem-se uma des igualdade, o mesmo acontecendo em (5.16). 
A transforma<;ao linear S' e simetrica. A desigualdade (5.16) estabelece que a forma 
quadratica Q, dada por £?,(x) = (S(x), x) e nao negativa em V. Quando x-u temos 


t Se V tem ditncnsSo infinita, a forma quadratica Q n3o tera necessariamcnte um extremo na esfera uni- 
taria. Serd o caso quando T nao admite valores proprios. No caso de dimensdo finita, Q tem sempre um 
mdximo e um minimo em pontos da esfera unidade. Isto e uma consequSncia dum tcorema mais geral 
sobre valores extremos de fun 9 des continuas. Na sec«3o 9.16 apresenta-se um caso particular desse teorema. 



Valores proprios de operadores em espagos euclidianos 


155 


Q,(u) - 0. Portanto, pelo teorema 5.13 devemos ter S («) = O. Por outras palavras, 
T{u) — Au, pelo que « e urn vector proprio para T, e A = Q(u) e o'correspondente 
valor proprio. Esta assim completada a demonstrapao se Q tem um minimo em u. 

Se existir um maximo em u todas as desigualdades da demonstrapao anterior se 
invertem e aplicamos o teorema 5.13 a forma quadratica nao positiva Q t . 

★ 5.18. O caso de dimensao finita 

Suponhamos agora que dim V = n. Entao T tem n valores proprios reais os quais 
podem dispor-se por ordem crescente, por exemplo 

Segundo o teorema 5.14, o menor valor proprio A, e o minimo de Q na esfera uni- 
dade, e o maior valor proprio e o maximo de Q na referida esfera. Pretendemos 
agora demonstrar que os valores proprios intermedios tambem se apresentam como 
valores extremos de Q, restringidos a determinados subconjuntos da esfera unidade. 

Seja «, um vector proprio na esfera unidade que minimiza Q. Entao A, = Q(u,). Se A 
e um valor proprio de A, qualquer vector proprio correspondente a A deve ser ortogo- 
nal a Por conseguinte e natural procurar um tal vector proprio no complemento 
ortogonal do espapo gerado por w, . 

Seja S o sub-espaqo gerado por O complemento ortogonal 5^ consiste de todos 
os elementos de V ortogonais a Em particular, S x contem de todos os vectores 
proprios correspondentes aos valores proprios A =£ A,. Com facilidade se verifica que 
dim S L — n — 1 e que T aplica S 1 em si proprio. T Seja S n _ , a esfera unidade no sub- 
espaqo 5- 1 , de dimensao n - 1. (A esfera unidade S„_, e um subconjunto da esfera uni- 
dade de V). Aplicando o teorema 5.14 ao subespapo S 1 - verificamos que A 2 = (?(u 2 ). 
onde u 2 e um ponto que minimiza Q em S n _ x . 

O vector proprio seguinte, A 2 , pode obter-se de maneira analoga como o valor 
minimo de Q na esfera unidade 5„_ 2 no espapo de dimensao ( n — 2) formado por 
todos os elementos ortogonais quer a u , quer a u 2 . Continuando este processo, veri- 
ficamos que cada valor proprio A*e o minimo valor que Q k toma numa esfera uni- 
dade 5„_ i+l num subespapo de dimensao n — k + I. O maior destes valores minimos 
A„, e tambem o valor maximo que Q toma em cada uma das esferas S„ tfl . O cor- 
respondente conjunto de vectores proprios . . . , u„ formam uma base ortonormada 
para V. 

5.19. Transformapdes unitarias 

Concluimos este capitulo com uma breve discussao sobre outra classe importante 
de transformapoes conhecidas por transformapdes unitarias. Na hipotese de dimensao 
finita sao representadas por matrizes unitarias. 


t Fez-se islo na demonstrapilo do teorema 5.4 da SecpSo 5.6. 
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DEFINICAO. Seja E um espago euclidiano e V um subespago de E. Uma transformagao 
linear T: V -* E diz-se unit aria em V se 

(5.17) (7(x), T(j)) = (x,y) quaisquer que sejam xeyemV. 

Quando E e um espago euclidiano real uma transformagao unitaria diz-se tambem uma 
transformagao ortogonal. 

A equapao (5.17) significa que T preserva os produtos internos. Deste modo e na- 
tural esperar que T conserve tambem a ortogonalidade e as normas, uma vez que 
estas derivam do produto interno. 

TEOREMA 5.15. Se T: V-»E e uma transformagao unitaria em V, entao para quais- 
quer x e y de V tem-se: 

(a) (x, y)= 0 implica (T{x), T(y)) = 0 (/' preserva a ortogonalidade). 

(b) || 7 T (x)|| = | jc|| (T preserva a norma). 

(c) | T(x) - 7'(>>)n = fl x - y || (T preserva as distancias). 

(d) T e invertivel, e T~ l e unitaria em T(V). 

Demonstragao. A alinea (a) e consequencia imediata da equapao (5.17): A alinea 

(b) resulta de se fazer x =y em (5.17). A alinea (c) resulta de (b), devido a ser 
T(x)-T(y)=nx-y). 

Para demonstrar (d) usamos (b) a qual nos mostra que T(x) = O implica x = O, 
pelo que T e invertivel. Se x 6 T{ K) e y 6 T( V) podemos escrever x = T(u),y = T(v), 
pelo que se tern 


(r \x), T^(y)) = ( K , v) = (T(u), T(v)) = (x,y). 

Portanto e unitaria em T(V). 

Pelo que respeita os valores proprios e vectores proprios temos o seguinte teorema. 

TEOREMA 5.16. Seja T: V-» E uma transformagao unitaria em V. 

(a) Se T tern um valor proprio X entao \X\ = 1. 

(b) Se x e y sao vectores proprios correspondentes aos valores proprios distintos A e p, 
entao x e y sao ortogonais. 

(c ) Se V = E e dim V — n, e se V e um espago complexo, entao existem vectores pro- 
prios u t , . . ., u„de T os quais const ituem uma base ortonormada para V. A matriz 
de T relativa a esta base e a matriz diagonal A = diag (A, , . . . , A„), onde X k eo valor 
proprio correspondente a u k . 

Demonstragao. Para demonstrar (a), designe x um vector proprio correspondente 
a A. Entao r#Oe T(x) = fx. Tomando y = x na equapao (5.17) obtemos 

(Ax, Ax) = (x, x) ou AA(x, x) — (x, x) . 
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Uma vez que (x, x) > 0 c AA =|A| 2 , isto implica |A| = 1. 

Para demonstrar (b), escrevemos T(x) = Ax, T(y) = py e efectuamos o produto in- 
terno (T^x), T(y)) de duas maneiras. Temos 

(r(x), T(y)) = (x, y) 

visto que T e unitaria. Temos tambem 

(T(x), T(y)) = (Ax, py) = Xp{x,y) 

ja que x e y sao vectores proprios. Desta maneira Xp(x, y) = (x, y), pelo que (x, y) = 0 
a menos que Xji = 1. Mas AA = I devido a (a), pelo que se Xp - 1 devera verificar-se 
AA = Xp, A = p, A = p, o que contradiz a afirmaqao de que X c p sao distintos. Por- 
tanto A/i^ 1 e(x,^) =0. 

A alinea (c) demonstra-se por induqao em n, de forma muito semelhante a que 
utilizamos para demonstrar o teorema 5.4 em que se estabelece um resultado analogo 
para os operadores hermiticos. A unica transformaqao exigida diz respeito a parte da 
demonstra<;ao em que se prova que T aplica S em si proprio, sendo 

S 1 = {x 1 x e V, . (x, iq) = 0} . 

Aqui. «, e um vector proprio de T com valor proprio A,. Da equa^ao T(u,) = X,ut 
deduzimos 

«, = VT(ui) = AiT(u.) 

visto que A, A, =|A,| J = 1. Escolhamos agora qualquer x em S 1 e observese que 


(r(x), Hj ) = (T(x), XiUui)) = ^(T(x), T(u t )) = A x (x, u,) = 0. 

Por conseguinte T(x)e5- L se xeS 1 pelo que T aplica S 1 - em si proprio. O resto da 
demonstraqao e identica a do teorema 5.4, o que nos permite suprimir aqui os seus 
pormenores. 

Os dois teoremas que se seguem dizem respeito a propriedades das transformaqoes 
unitarias num espa^o de dimensao finita. Apenas apresentamos um esbo?o da de- 
monstraqao. 


TEOREMA 5.17. Seja dim V = n e E — (c, e n ) uma base dada em V. Uma trans- 

formafdo linear T: V—V e unitaria se e so se 


(5.18) 


T(<? 3 )) = (e it e,) para todo i ej. 
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Em particular, se E e orlonormada entao T e unitaria se e so se T aplica E sobre uma 
base ortonormada. 

Indicates para a demonstrayao. Escreva-se x = X > y ~ X }’i e i ■ Entao tem-se 


( n n \ « n 

X>’A| =22 . «>) > 

*=i i = i / 1=1 /=i 

(T(x), T(j')) = = £ 2 X <P#( T ( C .)* T ( e >» • 

v=l ; = 1 / *-!>=! 


Compare-se agora (x, >’) com ( 7’(x), T{y)). 

TEOREMA 5.18. Se dim V = n e (e, e„) define uma base orlonormada para V e 

A — {a tJ ) e a representafdo matricial de uma transformdfdo linear T: V— V relativa aque- 
la base, entao T e unitaria se e so se A e unitaria. isto e, se e so se 

(5.19) A* A — /. 

Sugestoes para a demonstrapao. Porque (e h ej) e o elemento ij da matriz identidade, 
a equagao (5.19) implica 

n n 

(5-20) (e { , e,) = £ d ki a ks = X a ki a kj . 

Jt=l k=l 


Visto ser A a matriz de T temos T{e) =2*_i a ki e k > T{ e ,) = 2"=i a n e r > pelo que 

( n n \ n n n 

X a ki e k , X a ri e r ) =1 I a ki d Ti (e k ,e r )=X a kAi ■ 

r=l / t-lr=l *=1 

Compare-se agora isto com (5.20) e aplique-se o teorema 5.17. 


TEOREMA 5.19. Toda a matriz unitaria A goza das seguintes propriedades. 

(a) A e ndo singular e A 1 - A* 

(b) As matrizes A', A e A* sao unitarias. 

(c) Os valores proprios de A sao numeros complexes de valor absoluto 1 . 

(d) |det A 1 = 1 ; se A e real, entao det A = ± 1 . 

A demonstracao do teorema 5.19 e deixada ao leitor como exercicio. 


5.20. Exercicios 

I . (a) Seja T: V-> V a transformaeao dada por T(x) = cx , onde c e um escalar fixo. Provar que 
T e unit&rio se e so se |c| = 1 . 

(b) Se V e unidimensional, provar que as unicas transformaeoes unitarias em V sao as deft- 
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nidas em (a). Em particular, se V e um espago real unidimensional, existem unicamente 
duas transformagoes ortogonais, 7'(x)= x e T(x) = — x. 

2. Provar cada uma das proposigoes seguintes relativas a matriz real ortogonal n X n, A. 

(a) Se A e um valor proprio real de A, entao A = 1 e A = - 1. 

(b) Se A e um valor proprio complexo de A , entao o complexo conjugado A c tambem um 
valor proprio de A. Por outras palavras, os valores proprios nao reais de A ocorrcm em 
pares tonjugados. 

(c) Se n e impar, entao A tern pelo menos um valor proprio real. 

3. Seja V um espago real euclidiano de dimensao n. Uma transformagao ortogonal T: K-» V 
com determinante 1 diz-se uma rotacdo. Se n e impar, provar que 1 e um valor proprio 
para T. Isto prova que cada rotagao num espago de dimens&o impar tem um eixo fixo 
1 Sugestao: usar o Exercicio 2|. 

4. Dada uma matriz real ortogonal A com — 1 como valor proprio de grau de multiplicidade 

k, provar que det A = (— 1) * 

5. Se Te linear e preserva a norma, provar que T e unitaria. 

6. Se T: V -* V 6 unitaria e hermitica, provar que T 2 = I. 

7. Sejam (e e„) e («,, . . . , w„) duas bases ortonormadas para um espago euclidiano V. 

Provar que existe uma transformagao unitaria T a qual aplica uma destas bases na outra. 

8. Determinar o real a tal que a matriz seguinte seja unitaria 

‘a \i ia{2i - 1)' 

ia ^(1 + i) £a( 1 — 0 . 

a — ^ la ( 2 - i ) 


9. Sc A e uma matriz hemi-hermitica, provar que /— A e I + A sao nao singulares e (/ — A) 
(/ + A ) e unitaria. 

10. Se A e uma matriz unitaria e se / + A e nao singular, provar que (/ — A)(l + A)" 1 e hemi- 
hermitica. 

11. Se A e hermitica, provar que A — il e nao singular e que (A - i/)~'(A + il) e unitaria. 

12. Provar que qualquer matriz unitaria pode ser diagonalizuda por uma matriz unitaria. 

13. Uma matriz quadrada diz-se normal se AA*- A*A. Dizer quais das seguintes matrizes sao 
normais. 

(a) Matrizes hermiticas. (d) Matrizes hemi-simetricas. 

(b) Matrizes hemi-hermiticas. (e) Matrizes unitarias. 

(c) Matrizes simetricas. (f) Matrizes ortogonais. 

14. Se A e uma matriz normal (AA*= A*A) e sc U e uma matriz unitaria, provar que U*AU e 

normal. 




6 

EQUACOES diferenciais lineares 


6.1. introdu^ao historica 

A historia das equates diferenciais comeqa no seculo xvn quando Newton, Leib- 
niz e os Bernoulli resolveram alguns exemplos simples de equaqoes diferenciais de 
primcira e segunda ordens, postas por alguns problemas de geometria e mecanica. 
Estes primeiros descobrimentos, iniciados cerca de 1690, pareciam sugerir que as 
soluqoes dc todas as equaqdes diferenciais, originadas por problemas geometricos e 
fisicos, poderiam ser expressas por intermedio de fungoes elementares do calculo. 
Deste modo, a maior parte do primitivo trabalho foi orientado para o desenvolvi- 
mento de tecnicas mais ou menos engenhosas tendentes a resolver equaqoes diferen- 
ciais por processos elementares como por exemplo a adiqao. subtraccao, multipli- 
cafao, divisao, composiqao e integragao, aplicadas unicamente urn numero finito de 
vezes as funqoes usuais do calculo. 

Metodos especiais, tais como a separaqao de variaveis e o uso de factores inte- 
grantes foram inventados, de maniera mais ou menos casual, antes do final do secu- 
lo xvn. Durante o seculo xvm foram desenvolvidos metodos mais sistematizados, 
principalmente por Euler, Lagrange e Laplace. Tornou-se de imediato evidente que 
relativamente poucas equates diferenciais poderiam ser resolvidas por processos 
elementares. Pouco a pouco os matematicos come^aram a dar-se conta de que era 
vao o empenho de tentar descobrir metodos gerais para resolver todas as equaqoes 
diferenciais. Em contrapartida, verificaram ser mais proveitoso averiguar se se sim ou 
nao uma aplica^ao diferencial dada tern soluqao e, caso afirmativo, tentar deduzir 
propriedades da soluqao a partir da propria equapao diferencial. Foi devido a este 
ponto de vista que os matematicos comei^tram a considerar as equapoes diferenciais 
como fontes de novas funqoes. 

Uma fase importante da teoria desenvolveu-se nos principios do seculo xix, parale- 
lamente a tendencia de conseguir um desenvolvimento melhor estruturado e mais 
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rigoroso do Calculo. Em 1820, Cauchy obteve o primeiro “teorema de existencia” 
para as equagoes diferenciais; tendo provado que toda a equagao diferencial de pri- 
meira ordem da forma 

y 

tern uma solugao sempre que o segundo membro, f(x, ;»), satisfaz a certas condigoes 
gerais. Urn exemplo importante c a equagao de Ricatti 

/ = P(x)y 2 + Q(x)y + R(x), 

onde P, Q e R sao fungoes dadas. O trabalho de Cauchy garante a existencia de uma 
solugao da equagao de Ricatti, em qualquer intervalo aberto (— r, r) centrado na 
origem, desde que P, Q e R admitam desenvolvimentos em serie de potencias em 
(— r, r ). Em 1841 Joseph Liouville (1809-1882) mostrou que em alguns casos essa 
solugao nao pode obter-se por meios elementares. 

A experiencia tern provado que e dificil obter resultados de grande generalidade 
relativos as solugoes das equagoes diferenciais, salvo para uns poucos tipos. Entre 
estes estao as chamadas equagoes diferenciais lineares que se apresentam em grande 
diversidade de problemas cientificos. Alguns tipos simples destas equagoes foram 
estudados no Volume I, a saber as de primeira e as de segunda ordem com coeficientes 
constantes. A secgao seguinte e dedicada a uma revisao dos principals resultados ob- 
tidos a referentes a esses equagoes. 


6.2. Revisao dos resultados ja estabelecidos relativos as equagoes diferenciais lineares de 
primeira e de segunda ordem 

Uma equagao diferencial linear de primeira ordem e da forma 

(6.1) / + P(x)y = Q(x), 

com P e Q fungoes conhecidas. No Volume I demonstramos um teorema de existencia 
e unicidade para esta equagao (teorema 8.3) que voltamos a enunciar agora. 

TEOREMA 6. 1 . Sejant P e Q fungoes continuas ntim intervalo aberto J. Seja a um 
ponto qualquer de J e b um numero real qualquer. Entao existe uma e uma so funfao 
y = f(x) que satisfaz a equagao diferencial (6.1) e a condifao inicial f(a) = b. Esta funfdo 
e dada pela formula explicita 

(6.2) /(*) = be~ Alx) + e~ Aix) f Q(t)e AU) dt, 

Ja 


com A(x) — $*P(t)dt . 

As equagdes lineares de segunda ordem sao da forma 

P«{x)/ + Pfx)y' + Pfx)y = R(x ) . 
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Se os coeficientes P 0 , Pg, P 2 e o segundo membro R sao continuas em algum intervalo 
J e se P 0 nao se anula em J, um teorema de existencia (exposto na Secpao 6.5) garante 
que sempre existem solupoes no intervalo J. Contudo, nao existe uma formula geral 
analoga a (6.2) capaz de exprimir essas solutes em funpao de P 0 , P t , P 2 e R. Assim, 
nesta generalizapao relativamente simples de (6.1), a teoria esta longe de ser completa, 
excepto em casos particulares. Se os coeficientes sao constantes e se R e nula, todas as 
solupoes podem determinar-se explicitamente por meio de polinomios e funpoes expo- 
nenciais e trigonometricas como se afirma no teorema seguinte que ja foi demons- 
trado no volume I (teorema 8.7). 

TEOREMA 6.2. Consideremos a equagao diferencial 

(6.3) y' + ay' + by = 0, 

onde a e b sao constantes reais dadas. Seja d = a 2 — 4b. Toda a solugao de (6.3) no inter- 
valo ( — oo , + oo) tem a forma 

(6.4) y = e-^iCiUfx) + c 2 u 2 (x)], 

com c, e c 2 constantes, e as fungoes u ,( j ) e ufx) determinados de acordo com o sinal de d, 
conforme se indica: 

(a) Se d = 0, entao ufx) = 1 e « 2 (x) = x 

(b) Se d > 0, entao «,(x) = e^ e u 2 (x) — ey kx , sendo k = j\/d. 

(c) Se d < 0, entao «,(x) — cos kx e u 2 (x) = sen kx, sendo k—' 2 \J-d. 

O numero d— a 1 — 46 e o descriminante da equapao do segundo grau 

(6.5) r 2 + ar + 6 = 0. 

Esta e a equagao caracterlstica da equapao diferencial (6.3). As suas raizes sao dados por 

—a-\-\Jd —a — si d 


O sinal de d determina a natureza destas raizes. Se d > 0 ambas as raizes sao reais e a 
solupao em (6.4) pode exprimir-se na forma . 

y = c 1 e T ' x + . 

Se d < 0, as raizes r x e r 2 sao complexos conjugados. Cada uma das funpoes exponen- ■ 
ciais complexas f(x) = e r ' x e f 2 {x) — e r ' x e uma solupao complexa da equapao difereri- 
cial (6.3). Obtemos solupoes reais examinando as partes real e imaginaria de f e / 2 . 
Escrevendo r, = -\a + ik, r 2 = -\a — ik, com k = — d, temos 
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ffx) = e r ' x = e - ax/2 e ikx = e~ ax,z cos kx + ie~ ax/ ‘ 2 senkx 

f,(x) = e r * x - e~ ax/2 e-' kz = e az/2 cos kx - ie^henkx. 

i solupao geral que se apresenta em (6.4) e uma combinapao linear das partes reais 
partes imaginarias de ffx) e f 2 {x). 


3. Exercicios 

Os exercicios que se seguem foram seleccionados do Capitulo 8 do Volume 1 e constituem uma 

nvsfio referenie as equapoes diferenciais lineares de primeira e segunda ordem. 

Equaydes diferenciais lineares de primdira 6'tdem. Nos Exercicios l, 2, 3 resolver o problema 

os valores iniciais no intervalo indicadc. 

1. y — 3 y = e 1 * em (-ao, +oo), com y — 0 quando x = 0. 

2. xy' — 2 y = .v 5 em (0, +co), com y = 1 quando x = 1. 

3. y' + y tgx = sen lx em (— 5 , 5 ), com v = 2 quando .x = 0. 

4. Se uma cultura de bacterias cresce proporcionalmente a quantidade existente em cada 
instante e se a populapao duplica ao fim de uma hora, quanto crescera ao fim de duas horas? 

5. Uma curva de equapao y = f(x) passa pela origem. Rectas paralelas aos eixos, trapadas a 
partir de urn ponto da curva, formam um rectangulo com os referidos eixos. A curva devide 
um tal rectangulo em duas partes A e B, uma das quais tern n vezes a area da outra. Deter- 
minar a fun^ao /. 

6. (a) Seja u uma solupao, nao nula, da equapao de segunda ordem y" + P(x)y + {?(jc)>> = 0. 
Provar que a substituipao y = uv transforma a equapao 

y~+ P(x)y'+ Q(x)y = R(x) 
numa equapao linear de primeira ordem em v'. 

(b) Obter uma solupao nao nula da equapao y’ — 4 y' + 4r) = 0, por simples analise 

da equapao e utilizar o metodo da alinea (a) para determinar uma solupao de 

y" — 4y + x 2 (y — 4 y) — Ixe*** 13 
tal que y = 0 e y = 4 quando x = 0. 

Equayoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. Em cada um dos 

ixercicios 7 a 10, determinar todas as solupocs em (-oo, + ao). 

7. y" — 4y = 0 . 9. y" - 2y + 5y = 0. 

8. y" + 4y = 0. 10. y" + ly + y — 0. 

1. Determinar todos os valores da constante k, tais que a equapao diferencial y~ + ky = 0 ad- 
mite uma solupao nao trivial y = f k (x) para a qual /*( 0) =f k ( l) = 0. Para cada um desses 
valores de k , determinar a correspondente solupao y = f k (x). Considerar os valores de k 
positivos e negativos. 

2. Se (a, b ) e um ponto dado no piano eseme um numero real dado, provar que a equapao 
diferencial y~ + k l y = 0 tem precisamente uma solupao cujo grafico passa por (a, b ) e tern 
ai declive m. Discutir separadamente o caso k = 0. 
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13. Para cada alinea, determinar uma equagao diferencial linear de segunda ordem verificada 
poru,e«j 

(a) u k (x) - e*, u z (x) = e~*. 

(b) x) - e 2 *, u 2 (x) = xe 2z . 

(c) /qC*) = e~ x/i cos x , u 2 (x) = e~ x/2 sen a: . 

(d) ^(x) = sen(2jt + 1), u 2 (x) = sen(2x + 2). 

(e) %(*) = cosh x , u 2 (x) — senh x . 

14. Uma particula esta animada de movimento harmonico simples. Jnicialmente o seu deslo- 
camento e 1, a sua velocidade e 1 e_a sua aceleragao e — 12. Calcular o seu deslocamento e 
aceleragao quando a velocidade e /8. 

6.4 . Equagoes diferenciais lineares de ordem n 

Uma equagao diferenciat linear de ordem n e da forma 

(6.6) AW/" 1 + AW/ n_1> + ■ • • + P n (x)y = R(x ) . 

As fungoes P 0 , P { , , P„ que multiplicam as derivadas das varias ordens da fungao 

desconhecida y dizem-se os coeficienies da equagao. No nosso estudo da equagao linear 
supor-se-a sempre que todos os coeficientes sao fungoes continuas num certo intervalo 
J. A palavra “intervalo” designara quer um intervalo limitado, quer ilimitado. 

Na equagao diferencial (6.6) o coeficiente P 0 desempenha um papel especial, uma 
vez que determina a ordem da equagao. Pontos para os quais P 0 (x) = 0 chamam-se 
pontos singulares da equagao. A presenga de pontos singulares introduz, algumas vezes, 
dificuldades que requerem um estudo especial. Para evitar essas dificuldades admiti- 
mos que a fungao P u nunca se anula em J Entao podemos dividir ambos os membros 
de (6.6) por P u e escrever a equagao diferencial com o primeiro coeficiente igual a 1. 
Portanto, no estudo geral supomos sempre que a equagao diferencial e da forma 

(6.7) /"> + AW/"- 11 + • • ' + P n (x)y = R(x) . 

A discussao das equagoes lineares pode simplificar-se-mediante o recurso anotagao 
de operadores. Seja ^ ( J ) o espago linear de todas as fungoes de valores reais, conti- 
nuas num intervalo J e seja <g n \j) o subespago de todas as fungoes / cujos n primeiras 
derivadas . . .,/<") existem e sao continuas em J. Seja P„ ... , P„n fungoes dadas 
em (J) e consideremos o operador L: ^"(J)- ( J ) definido por 

L(f) =/<"> + A/ <n_1) + • • • + P n f. 

O operador L escreve-se, por vezes, 

L = D n + P 1 D n ~ 1 + 

com D k o operador derivagao de ordem k. Na notagao operacional a equagao diferen- 
dial (6.7) escreve-se muito simplesmente 
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(6.8) L{y) = R. 

Umu soluqao desta equaqao e qualquer funqao y em &"( J ) que verifique (6.8) no in- 
terval J. 

£ facil verificar que L{y , + yj) — £(>,) + L(y 7 ) e que L(cy) = cL(y), para qualquer 
constante c. Quer isto dizer que L e um operador linear. Por isso se designa a equaqao 
L{y) = R por equaqao linear. O operador L chama-se um operador diferencial linear de 
ordem n. 

A cada equaqao linear L(>’) = R podemos assim associar a equaqao 


L(y) = 0, 

na qual o segundo membro aparece substituido por zero. Esta diz-se a equaqdo homo- 
genea correspondente a L{y) - R. Quando R nao identicamente nulo, a equaqao 
L(y) — R diz-se uma equaydo nao homogenea. Verificaremos adiante que podemos 
resolver a equaqao nao homogenea sempre que seja possivel resolver a corresponden- 
te equaqao homogenea. Por tal facto iniciaremos o nosso estudo pela equaqao homo- 
genea. 

O conjunto das soluqoes de uma equaqao homogenea e c espaqo nulo N(L) do 
operador L. Este chama-se tambem o espaco solucao da equaqao. O espaco soluqao e 
um subespa^o de Embora <&\J) seja de dimensao infinita, resulta que o espaco 

soluqao N{L ) tem sempre dimensao finita. Com efeito provaremos que 

(6.9) dim N(L) = n, 

com n a ordem do operador L. A equaqao (6.9) chama-se o teorema de dimensionalidade 
para operadores difqrenciais lineares. O teorema de dimensionalidade estabelecer-se-a 
como uma consequencia de um teorema de existencia e unicidade que vamos estudar a 
seguir. 


6.5. O teorema de existencia e unicidade 

TEOREMA 6.3. TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE PARA EQUACOES LINEARES 
DE ORDEM n. Sejam P,. P 2 , .... P„ funcoes continuas num intervalo aberio J, e seja L o 
operador diferencial linear 


L = D n +P 1 D n - 1 +---+P n . 


Se x 0 &Jesek 0 ,k l ....,k n _ l sao n numeros reais dados, existe uma e uma so funcao 
y = fix) que satisfaz a equayao diferencial homogenea L{y) — 0 em J e que igualmente 
satisfaz ds condiyoes iniciais 


fix o) = k 0 ,f'(x 0 ) = k l7 . . . 0 ) = 
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Nota: O vector do espapo n dimensional definido por (f(x Q ), f\x 0 ), .... 
)(jc 0 )) chama-se o vector valor initial de / em x a . O teorema 6.3. diz-nos que se 
escolhemos urn ponto em J e urn vector no espapo n dimensional, a equapao 
homogenea L(y) = 0 tem precisamente uma solupao y = J(x) em J com aquele vec- 
tor valor inicial em x 0 . Por exemplo, quando n = 2 existe precisamente uma solu- 
pao com o valor prescrito f(x B ) e a derivada prescrita f\x a ), no ponto dado x 0 . 

A dcmonstrapao do teorema de existencia e unicidade obter-se-a como um coro* 
lario dos teoremas de existencia e unicidade mais gerais que se estudam do Cap it u- 
lo 7. Na Secpao 7.9 apresenta-se outra demonstrapao park o mesmo teorema, para o 
caso de equates de coeficientes constantes. 


6.6. A dimensao do espapo solupao de uma equap&o linear homogenea 

TEOREMA 6.4. TEOREMA DE DIMENSIONALl DADE. Seja L: #"(/)-* % (J) um Opera- 
dor diferencial linear de ordem n, dado por 

(6.10) L = D n + P^D”- 1 + ■ • • + P n . 

Entao o espago solugao da equagdo L(y) = 0 tem dimensao n. 

Demonstragdo. Seja V„ o espapo linear n -dimensional dos n-tuplos de escalares. 
Seja T a transformapao linear que aplica cada funpao / do espapo solupao N(L) sobre 
o vector valor inicial de /em x 0 , 

T{f) = (f(x 0 ),f'(x c ), . . . , 

onde e um ponto fixo de J. O teorema de unicidade diz-nos que T(Jj=0 implica 
/= 0. Portanto, pelo teorema 2.10, T e biunivoca em N(L). Logo T~' e tambem bi- 
univoca e aplica V„ sobre N (L), e o teorema 2.1 1 mostra que dim N(L) = dim V„ = n. 

Uma vez sabido que o espapo solupao tem dimensao n, resulta que qualquer con- 
junto de n solupoes independentes servira como base. Portanto, como corolario do 
teorema de dimensionalidade temos: 

TEOREMA 6.5. Seja L: ( ^ n (J) -* *£ (J) um operador diferencial linear de ordem n. Se 

u, u„ sao n solugoes independentes da equagdo diferencial homogenea L(y) = 0 em J, 

entao toda a solugao y = f(x) em J pode exprimir-se na forma 

(6.11) fix) =iw*), 
onde c u c 2 , ... ,c k sao constantes . 

r-; 

Nota: Uma vez que todas as solupoes da equapao diferencial L(y) = 0 estao 
| contidas na formula (6.1 1) a combinapao linear do segundo membro, com constan- 

/ tes arbitrarias c„. . . ,c„, chama-se a solugao geral da equapao diferencial. 
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O teorema de dimensionalidade diz-nos que o espapo solupao de uma equapao dife- 
rencial linear homogenea de ordem n tem sempre uma base de n solupoes, mas nao nos 
diz como determinar tal base. Com efeito, nao se conhece nenhum metodo simples 
para determinar uma base de solupoes para toda a equapao diferencial linear. Contudo, 
tem-se inventado metodos especiais para equapoes particulares. Entre estas estao as 
equapoes diferenciais com coeficientes constantes que voltamos a considerar. 


6.7. A algebra de operadores de coeficientes constantes 

Um operador A de coeficientes constantes e um operador linear da forma 

(6.12) A = a 0 D n + a 1 D n i + h a n _ x D + a n , 

onde Dio operador derivada e a 0 , a„ , q,_ ,, q, sao constantes reais. Se a 0 =£ 0 o 
operador diz-se de ordem n. O operador A pode aplicar-se a qualquer funpaoy com 
derivadas ate a ordem n em um certo intervalo, sendo o resultado uma funpao A(y) 
dada por 


A(y) = + • ■ • + a n _ x y + a n y . 

Nesta Secpao interessa-nos considerar funpoes possuindo derivadas de todas as ordens 
em (—oo, +co). O conjunto de tais funpoes representa-se por c sera referido 
como a classe das furifdes infinitamente derivdveis. Se y € <» entao A(y) pertence 

tambem a 

As operapdes algebricas usuais com transformapoes lineares ( adiydo , multiplicayao 
por escalates e composiyao ou multi phcayao) podem aplicar-se, em particular, aos 
operadores de coeficientes constantes. Sejam A e B dois operadores de coeficientes 
constantes (nao necessariamente da mesma ordem). Uma vez que a soma A + B e os 
produtos X A sao tambem operadores com coeficientes constantes, o conjunto de to- 
dos os operadores de coeficientes constantes e um espapo linear. O produto de A e B 
(por qualquer ordem) e tambem um operador de coeficientes constantes. Deste modo 
somas, produtos, e produtos por escalares, de operadores de coeficientes constantes 
satisfazem as propriedades . comutativa, associativa e distributiva, como quaisquer 
outras transformapoes lineares. Igualmente, porque D r D s = Z)*£> r para quaisquer in- 
teiros positivos res dois quaisquer operadores de coeficientes constantes sao permu- 
taveis: AB = BA. 

A cada operador de coeficientes constantes A associamos um polinomio p A , chama- 
do o polinomio caracteristico de A. Se A e dado por (6.12), p A e o polinomio que tem 
os mesmos coeficientes que A, isto e, para todo real r tem-se 

PJS) = + air"- 1 + H a n- 

Inversamente, dado um polinomio real qualquer p, existe um currespondente opera- 
dor A cujos coeficientes sao os mesmos de p. O teorema seguinte mostra que esta 



Equagdes diferenciais lineares 


169 


associapao entre operadores e polinornios e uma correspondencia biunivoca. Alem 
disso, esta correspondencia associa a somas e produtos de operadores e produtos de 
operadores por escalares as correspondentes somas e produtos dos respectivos poli- 
nomios caracteristicos e produtos destes por escalares. 

TEOREMA 6.6. Se A e B sao operadores de coeficientes constantes com polinornios ca- . 
racteristicos p A e p B , respectivamente, e A um numero real, entao tem-se: 

(a) A — B se e so se p A = p B , 

(b) Pa+b ~ Pa + Pb > 

(c) Pab = Pa 'Pb> 

( d ) Pxa = ^ 'Pa- 

Demonstragao. Consideremos em primeiro lugar, a alinea (a). Suponhamos p A = p B . 
Pretendemos provar que A{y) = B(y) para todo y em Uma vez que p A = p B , ambos 
os polinornios tern o mesmo grau e os mesmos coeficientes. Por conseguinte A eB tern a 
mesma ordem e os mesmos coeficientes, pelo que A(y) = B(y) para cada .y em 

Demonstremos agora que A = B implica que p A = p B . A relapao A = B significa que 
A(y)- B(y) para todo y em Fapamos y = e rx , com r constante. Uma vez que 
yik)~ r k e rx p ara ca d a > 0, tem-se 

A(y) = p A (r)e rx e B(y) = p B {r)e TI . 

A equapao A(y)<= B(y) implica p A (r) = p B (r). Uma vez que r e arbitraria deve ter-se 
Pa = Pb-> estando assim demonstrada a alinea (a). 

As alineas (b), (c) e (d) resultam imediatamente da definipao de polinomio caracte- 
ristico. 

Do teorema 6.6 resulta que toda a relapao algebrica que inclua somas, e produtos 
por escalares dos polinornios p A e p B tambem e valida para os operadores A e B. Em 
particular, se o polinomio caracteristico p A pode ser factorizado como um produto de 
dois ou mais polinornios, cada factor deve ser o polinomio caracteristico de um certo 
operador com coeficientes constantes, pelo que, pelo teorema 6.6, existe uma factori- 
zapao correspondente do operador A. Por exemplo, se p A {r) = p B (r)p c (r), entao 
A = BC. Se p A (r) pode factorizar-se como um produto de n factores lineares, por 
exemplo 

(6.13) p t (r) = a 0 (r - r, )(r - r 2 ) • * ■ (r - r„) , 

a factorizapao correspondente de A toma a forma 

A = a 0 (D - ri )(D - rj ■ ■ ■ (D - r„). 

O teorema fundamental da algebra diz-nos que todo o polinomio p A (r) de grau n > 1 
admite uma factorizapao da forma (6.13), sendo r u r 2 , ...,r„ as raizes da equapao 
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Pa( 0 = 0 , 


chamada a equafdo caracteristico de A. Cada raiz escreve-se tantas vezes quantas as 
unidades do seu grau de multiplicidade. As raizes podem ser reais ou complexas: 
Porque p A (r) tem coeficientes reais, as raizes complexas aparecem em pares conjuga- 
dos, a + ip, a — ip, se p + 0. Os dois factores Hneares, correspondentes a cada tal par 
de raizes, podem combinar-se para dar um factor quadratico r 1 — 2ar + a 1 + p 1 cujos 
coeficientes sao reais. Deste modo, todo o polinomio p A (r) pode factorizar-se num 
produto de polinomios lineares e quadraticos corn coeficientes reais . Tal facto propor- 
ciona-nos uma factorizacao correspondente do operador A como um produto de 
operadores com coeficientes constantes de primeira e segunda ordem com coeficien- 
tes reais. 

EXEMPLO 1. Seja A = D 1 - 5D + 6. Porque o polinomio caracteristico p A (r) admite 
a factorizacao r 1 — 5r + 6 = {r — 2)(r — 3), o operador A admite a factorizacao 

D i - 5D + 6 = \D - 2 )(D - 3) . 

EXEMPLO 2. Seja A = D* - 2D 3 + 2D 2 - 2D + 1. O polinomio caracteristico p A (r) 
admite a factorizacao 

r l - 2r* 4- 2r z - 2r + 1 = (r - l)(r - l)(r 2 + 1), 

pelo que A tem a factorizacao 

A = (D - 1KD - 1)(D Z + 1). 

6.8. Determinacao de uma base de solucoes para equacoes lineares com coeficientes 
constantes por factorizacao de operadores 

O teorema que se apresenta a seguir mostra como a factorizacao de operadores 
com coeficientes constantes nos auxilia a resolver equates diferenciais lineares com 
coeficientes constantes. 

TEOREMA 6.7. Se L e um operador com coeficientes constantes que pode ser factoriza- 
do como um produto de operadores com coeficientes constantes, por exemplo 

L — A X A 2 • ' • A k . 

entao o espafo solufao da equacdo diferencial linear L(y) = 0 contem o espafo solucao de 
cada uma das equacoes diferenciais Afy) - 0, ou, por outras palavras 

(6.14) N(A f ) s N(L) para todo i = 1,2, ... ,k. 

Demonstrafdo. Se u e o espaco nulo do ultimo factor A„ tem-se A^(u) = 0, pelo que 
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L{u) = (A,A 2 ■ ■ ■ A k )(u ) = (A t • • • Vi)4t(«) = (^i ' • ' 4w)(0) = 0. 


Deste modo o espago nulo de L contem o espa<;o nulo do ultimo factor A/,. Mas 
porque os operadores de coeficientes constantes permutam, podem sempre reorde- 
nar-se os factores de tal modo que qualquer um deles seja o ultimo e portanto esta 
demonstrada (6.14). 

Se L(u ) = 0, o operador L diz-se anular u. O Teorema 6.7 diz-nos que se urn factor 
A, de L anula u, entao L tambem anula u. 

Vamos mostrar como pode o teorema ser utilizado para resolver equates diferen- 
ciais homogeneas com coeficientes constantes. Escolheremos exemplos que ilustram 
aspectos diferentes, dependentes da natureza das raizes da equa^ao caracteristica. 

CA SO I. Raizes reais e distintas 

EXEMPLO 1. Determinar urtia base de solupoes para a equacao diferencial 

(6.15) (D* — ID + 6)y — 0 . 

Resolucao. A equaqao e da forma L(y) = 0 com 

L = D 3 - ID + 6 = (D - 1)(Z> - 2){1 0 + 3) . 

O espa?o nulo de D — 1 contem «, (x) = e x , o de D — 2 contem u 2 (x) = e 2 * e, o de 
D + 3 contem u 3 (x) = e~ 3x . No capitulo 1 (pg. 1 1) demonstrou-se que u 2 , u, sao 
independentes. Porque tres so!u?oes independentes de uma equapao de terceira 
ordem formam uma base para o espago solugao, a soluqao geral de (6.15) e dada por 

y = c x e?- -(- c 2 e 2x + c 3 e -** . 

O metodo usado para resolver o Exemplo l permite-nos encontrar uma base para o 
espa?o solugao de qualquer operador com coeficientes constantes que possa decom- 
por-se num produto de factores lineares distintos. 

TEOREMA 6.8. Se for L um operador de coeficientes constantes cuja equaqao caracte- 
ristica Pifr) = 0 admite n raizes reais e distintas r x , r 2 r n , entao a soluyao geral da 

equayao diferencial L(y) = 0, no intervalo ( — oo. + oo), e dada pela formula 

(6.16) y =2 

k = 1 

Demonstragao. Tem-se a factorizacao 


L = a a {D - r x ){D - r*) •••(/)- r„) . 


172 


Catculo 


Porque o espapo nulo de (D — r k ) contem u k (x) = e rkx , o espapo nulo de L contem as n 
funpoes 

(6. 1 7) Wj. (x) = e' 1 * , u 2 (x) = e'** «„(*) = e™ . 

No capi'tulo 1 (pag. II) provou-se que estas funpoes sao independentes, portanto 
formam uma base para o espapo solupao da equapao L(y) = 0, pelo que a solupao 
geral e dada por (6.16). 

CASO II. Raizes reais, algumas das quais multiplas. 

Se todas as raizes forem reais, mas nao distintas, as funpoes (6.17) nao sao indepen- 
dentes e consequentemente nao constituent uma base para o espapo solupao. Se uma 
raiz r tem multiplicidade m, entao ( D — r) m e um factor de L. O teorema que se segue 
mostra como obter m solupdes independentes no espapo nulo deste factor. 

teorema 6.9. >45 m funQoes 


(x) = e rx , u 2 (x) = xe rx , . . . , u m (x) = 
sao m elementos independentes anulados pelo operador ( D — r) m . 

Demonstracao. A independence destas funpoes resulta da independence dos poli- 
nomios 1, x, x l , x m ~‘. Para provar que h„ u 2 , u m sao anuladas por (Z> — r) m 
recorrendo a indupao em m. 

Se m = 1 existe unicamente uma funpao, u, tx) = e rx , a qual e evidentemente anula- 
da por ( D — r). Admitamos, entao, que o teorema e verdadeiro para m — 1. Tal signi- 
fica que as funpoes . . . , u m _, sao anulados por ( D — Uma vez que 

(D - r) m = (D - r)(D - r)™" 1 

as funpoes « m „, sao tambem anuladas por {D — r) m . Para completar a de- 

monstrapao torna-se necessario provar que ( D — r) m anula u m . Posto que 

(D - r) m u m = {D - r) n -\D - r)(x ro -V*) . 

tem-se 

(D — r)(x m ~ 1 e rx ) — D(x m ~ , e rx ) — rx m ~ 1 e rx 

= (m - l)x m ~*e TX + x m ~ 1 re n - rx m ~ l e' x 
= (m - l)x m -V- = («- l)u m _ 1 (x). 


Quando aplicamos ( D — r) m ~ x a ambos os membros desta equapao obtemos 0 no 
segundo membro, uma vez que (D - r)™- 1 anula u m _,. Por conseguinte ( D — r) m u m = 0, 
pelo que u m e anulado por (D - r) m . Esta pois completada a demonstrapao. 
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EXEMPLO 2. Determinar a solugao geral da equagao diferenciat L(y) — 0, onde 
L = D> - D 1 - ZD + 12. 

Resolugao. O operador L admite a factorizagao 

L = (D — 2 y(D + 3). 

Pelo teorema 6.9, as duas fungoes 


«i(x) - e 2 * , u 2 (x) — xe 21 

pertencem ao espago nulo de ( D — If. A fungao «,(*) = e~ ix pertence ao espago nulo 
de (£) + 3). Uma vez que u 2 , u 2 sao independentes (ver Exercicio 17 da Secgao 6.9) 
constituent uma base do espago nulo de L , pelo que a solugao geral da equagao dife- 
rencial e 


y = Ctf 2 * + c.xe^ + CsfT 3 *. 

O teorema 6.9 diz-nos como determinar uma base de solugdes para uma equagao 
diferencial linear de ordem n de coeficientes constantes, na hipotese da equagao carac- 
teristica possuir apenas raizes reais ainda que algumas delas sejam multiplas. Se as 
raizes distintas sao, r,, r 2 , ..., q e se aparecem com graus de multiplicidade 
m„ m 2 , ... , m k , a parte da base correspondente a r p c dada por m p fungdes 

«<,.„(*) = xfl- x e T ^ , onde q = 1 , 2, . . . , m v . 

Quando p toma os valores 1, 2, k obtemos no total m, + •■■ + m k fungoes. No 
Exercicio 17 da Secgao 6.9 delineamos uma demonstragao para provar que todas estas 
fungoes sao independentes. Uma vez que a soma das multiplicidades m, + + m k e 

igual a n, a ordem da equagao, as fungoes u p q formam uma base para o espago so- 
lugao da equagao. 

EXEMPLO 3. Inlegrar a equagao (Z)* + 2D 5 — 2£> 3 — D 2 )y — 0. 

Resolugao. Tem-se D b + ID 5 — 2D 3 — D 1 = D\D — 1) (£> + l) 3 . A parte da base co- 
rrespondente ao factor D 1 e «,(*) = 1, u 2 (x) = x; a parte correspondente ao factor 
(D — 1) e «,(x) = e x ; e a parte correspondente ao factor (D + l) 3 e u t (x) = e~ x , 
u^x) = xe~ x , « 6 (x) = x 2 e~ x . As seis fungoes ..., « 6 sao independentes, pelo que 
a solugao geral da equagao e 

y — c 2 + c 2 x + c 2 e + (c 4 + c 5 x + c e x 2 )e x . 

CASO III. Raizes complexas. 

Se se utilizam exponenciais complexas, nao ha necessidade de distinguir entre raizes 
reais e complexas na equagao caracteristica da equagao diferencial L(y)=0. Se se. dp- 
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sejam solucoes de valor real, factoriza-se o operador L em factores lineares e quadrati- 
cs com coeficientes reais. Cada par de raizes complexas conjugadas n + fii, a—ifi co- 
rresponde a um factor quadratic. 

(6.18) D 2 - 2a.D + a 2 + fi 2 . 

O espayo nulo desie operador de segunda ordem content as duas (undoes indepen- 
dentes u(x) = e ax cos fix e v{x) = e ax sen fix. Se o par de raizes a ± ifi tem multiplici- 
dade m, entao o factor quadratic aparece elevado a potencia m. O espa?o nulo do 
operador 


[/>* - 2a Z) + a s + (P\ m 
content 2 m funcoes independentes 

u e (x) — x^V* cos fix , n a (x) = x^e^sen fix, q = 1 , 2, . . . , m . 

A demonstracao desta proposicao pode efectuar-se facilmente, por indupao em m. 
(No Exercicio 20 da Seccao 6.9 apresentam-se esbogos de demonstracoes). Os exem- 
plos seguintes ilustram algumas das hipoteses. 

EXEMPLO 4. y~ - 4 y' + 13/ = 0. A equacao caracteristica, r 3 - 4r* + 13/-= 0, tem as 
raizes 0, 2 ± 3/; a solucao geral e 

y = t\ + e 2r (c 2 cos 3x + c 3 sen 3x) . 

EXEMPLO 5. y~- 2 y'+ 4 y - 8y = 0. A equacao caracteristica e 

r 3 - 2r* + 4r - 8 = (r - 2)(r 2 + 4) = 0 ; 

As suas raizes sao 2, 2/, —2 i, pelo que a solucao geral da equacao diferencial e 

y — eye 2 * + c 2 cos 2x + c 3 sen2x . 

EXEMPLO 6. / 5> — 9/ 4 ’ -t- 34g"'- 66/+ 65/- 25y= 0. A equacao caracteristica 
pode escrever-se 

(r - l)(r 2 - 4r + 5) 2 = 0 ; 


as suas raizes sao l , 2 ± /, 2 ± /, de maneira que a solucao geral da equacao dife- 
rencial e 

y = c l e x + ^[(c* + c 3 x) cos x -+ (c 4 + c 5 x)senx] . 
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6.9. Exercicios 


Determinar a solugao geral de cada uma 

1. /' - 2/ - 3/ =0. 

2 . 

3. /' + 4/ + 4/ = 0. 

4. y" -3/ + 3/ =0. 

5. _y (4) + 4/" + + 4_y' + j = 0 . 

6. j/ (4) — 16j = 0 . 


das equagoes diferenciais dos Exercicios I a 12 

7. y 4) 4- 16y = 0. 

8. /' - v = 0. 

9. y H) + Ay" + 8j>" + 8^' +4 y =0. 

10. /*> + 2/ + y = 0. 

11. /« +4y 4 » +4/ =0. 

1 2 . y 6 > + 8y 4) + 16 / = o. 


13. S erne uma constante positiva, determinar a solugao particular y = /(x) da equagao dife- 
rencial 


y m — my * + n?y — n?y — 0 

que satisfaz as condigdes /( 0) = f( 0) = 0, /~(0) = I. 

14. Uma equagao diferencial linear de coeficientes constantes tern a equagao caracteristica 
f(r) = 0. Se todas as raizes da equagao caracteristica forem negativas, provar que toda a 

- solugao da equagao diferencial tende para zero quando x~> +co. O que pode concluir-se 
acerca do comporlamento de todas as solugoes no intervalo (0, +ao) se todas as raizes da 
equagao caracteristica sao nao positivas? 

15. Em cada alinea, determinar uma equagao diferencial linear com coeficientes constantes 
verificada por todas as fungoes que se indicam 

(a) jqCx) = e*. u 2 (x) = e-*, %(x) = e 2 *, u 4 (x) = e” 2 *. 

(b) u 4 (x) = e 2x , u 2 {x) = xe -2 *, u 3 (x) = x 2 e 

(c) u,(x) = 1 , u 2 (x) = x, u 3 (x) - e x , « 4 (x) = xe x . 

(d) %(x) = x , u 2 (x) = e * , tt 3 (x) = xe* . 

(e) <q(x) = x 2 , « 2 (x) = e* , u 3 (x) = xe* . 

(f) «i(x) = cos 3x, u 2 (x) = e -2 * sin 3x , « 3 (x) =e~ 2x , u t (x) =xe~ 2x . 

(g) Wj(x) =coshx, « 2 (x) =senhx, « 3 (x) = xcoshx, « 4 (x) =xsenhx. 

(h) iq(x) = cosh xsenx, u 2 (x) =senh x cos x, u 3 (x)=x. 

16. Seja r,, ..., r„, n numeros reais distintos e sejam Q , Q„ n polinomios, nenhum dos 

quais e o polinomios nulo. Provar que as n fungoes 

«i(x) = Qi(x)e r i *, .... «„(x) = Q n (x)e r « x 


sao independentes. 

Esbofo da demonstracao. Utilizar a indugao em n. Para n = 1 e n = 2 o resultado e facil- 
mente verificavel. Suponhamos que a proposigao e verdadeira para n = p e sejam c,, . . . , 
c„ ... , c ?+ „ p + l escalares reais tais que 

1 

j, c kQk(x)e 1tX = 0 . 

*=i 

Multiplicar ambos os membros por e~ r P+'* e derivar a equagao obtida. Usar entao a hipotese 
de indugao para mostrar que todos os escalares c t sao0. Pode dar-se outra demonstragao 
baseada na ordem de grandeza quando x -> + go, como foi feito no Exemplo 7 da Secgao 
1-7 (pg. 11). 
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17. Sejam m„ m 2 , . .., m k , k inteiros positivos e r„ r 2 , r k , k numeros reais distintos e 
n-m l + ••• + m k . Para cada par de inteiros p, q satisfazendo & \<p<k, \ <p< mp, seja 


Por exemplo quando p = 1 as fungoes correspondentes sao 


= e r i x , u 2il (x) = xe T **, 


U mi . v (x) = 


Provar que as n funfoes u q p assim definidas sao independentes. I Sugestao: Recorrer ao 
Exercicio 16.) 

18. Seja L urn operador diferencial linear de coeficienles constantes de ordem n com polinomio 
caracteristico p(r). Seja L' o operador diferencial linear de coeficienles constantes cujo 
polinomio caracteristico e o polinomio derivado p\r). Por exemplo, se L = 2D 2 — 3D + 1 
entao L'.-4D — 3. Mais geralmente, delina-se a derivada de ordem m, lS m \ como sendoo 
operador cujo polinomio caracteristico e a derivada p ,m \r). (O operador nao deve con- 
fundir-se com a potencia L m .). 

(a) Se u admite deriyadas ate a ordem n , provar que 


L(u) = 2 

k = 0 


/><*>( 0) 

k\ 


„(i> 


(b) Se u admite derivadas ate a ordem n — m, provar que 


V? 0< fc+ ”‘>(O) 

L {m) (u) = ~ para m = 0, 1, 2, ; . . , n, onde 

fc—-0 

i ,u> = L. 

19. Com a notaeao do Exercicio 18, se u e v tern derivadas ate a ordem n, provar que 


L(uv) = 


v' £ <s, («) 


*=0 




it! 


I Sugestao: Utilizar o Exercicio 18, conjuntamente com a formula de Leibniz para a deriva- 
da de ordem n de um produto: 


(ttu)** 1 = 2 (JW* r) U <r> .] 

r— 0 

20. (a) Seja p(t) = com q e p polinomios e m um inteiro positivo. Provar qu c p\t) = 

= com s um polinomio. 

(b) Seja L um operador diferencial com coeficienles constantes que anula u, onde u e uma 
funyao dada de x. Seja M — L m , a potencia de /.de ordem m, m > 1. Provar que cada uma das 
derivadas M\ M ~ , . . . , M ('"Otambem anula u. 

(c) Servir-se da alinea (b) e do Exercicio 19 para provar que M anula cada uma das funedes 
u, xu , . . . , x m , u. 

(d) Servir-se da alinea (c) para provar que o operador (D 2 — 2 <xD + a 2 + /P) anula cada uma 
das funyoes sen fix e x?e** cos jix para q = 1, 2, ..., m— 1. 
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21. Seja L um operador de ordem n com coeficientes constantes ecujo polinomio caracteristico 
e p(r). Seae constante e se u tem n derivadas, provar que 


L(e* x u{x)) = e* x / 

■d-i k\ 

■ i=0 




6.10. Relapao entre as cquapoes homogeneas e nao homogeneas 

Voltamos de novo a equapao diferencial linear de ordem n com coeficientes nao 
necessariamente constantes. O teorema que se segue estabelece a relapao entre as 
solupoes da equapao homogenea L(v) = 0 e as de uma equapao nao homogenea 
L{y)=R(x). 

TEOREMA 6.10. Seja L: n (J) — { J ) um operador diferencial linear de ordem n. 
Sejam ..., u„ n solupoes independentes da equapdo homogenea L(y) — 0, e y, uma 
solupao particular da equapdo nao homogenea L(y) = R , onde R& (./). Toda a 
solupao y = /(x) da equapdo nao homogenea e da forma 


( 619 ) fix) = yfx) +'2.c k u h (x)_, 

k = 1 

onde c, , . . . , c„ sao constantes. 

Demonstrapao. Pela linearidadc temos L(/— j’,) = L(f) — L(y ,) = R — R — 0. Por- 
tanto /—v, pertence ao espapo solupao da equapao homogenea Z.(j;) = 0, pelo que 

/— y , e uma combinapao linear de a,, . . . , u n , por exemplo f — y t — c,«, H + <?„«„, 

estando assim demonstrado (6.19). 

Uma vez que todas as solupoes de L(y) = R estao contidas em (6.19), a soma do 
segundo membro de (6.19) (com constantes arbitrarias c„ c 2 , . . . , c„) chama-se aso- 
lupao geral da equapao nao homogenea. O teorema 6.10 estabelece que a solupao geral 
da equapao nao homogenea se obtem somando a a solupao geral da equapao ho- 
mogenea. 

Not-a: O teorema o. it) admite uma interpretapao geometrica simples, a qual nos 
ajuda a clarificar o seu significado. Para determinar todos os pontos de um piano 
determinamos um ponto particular do piano e juntamos-lhe todos os pontos de um 
piano paralelo que passa pela origem. Para determinar todas as solupoes de 
L(y) = R, determinamos uma solupao particular e somamos a esta todas as solupoes 
da equapao homogenea L(y ) = 0. O conjunto de solupoes da equapao nao homoge- 
nea c analogo ao piano que passa por um determinado ponto. O espapo solupao da 
equapao homogenea e analogo ao piano paralelo que passa pela origem. 

Na pratica para ulilizar o teorema 6.10 temos que resolver dois problemas: (1) De- 
terminar a solupao geral de equapao homogenea L(y) = 0, e (2) determinar uma so- 
lupao particular da equapao nao homogenea L(y)— R. Vamos ver em seguida que 
podemos sempre resolver o problema (2) se podermos resolver o problema (I ). 
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6.11. Determinagao de uma solugao particular da equafao nao homogenea. O metodo de 
variagao das constantes 

Voltamos agora a nossa atengao para o problema de determinagao de uma solugao 
particular y, da equagao nao homogenea L (yl = R. Vamos tratar um metodo conhe- 
cido por variacao das constantes que nos indica como determinar y, se conhecermos n 
solugoes independentes da equagao homogenea L(y) ~ 0. O metodo propor- 

ciona uma solugao particular da forma 

(6.20) y x - v x u x + ■ 

em que t,, . . . , v„ sao fungoes que podem ser calculadas por intermedio de u„c 
do segundo membro R. O metodo conduz a um sistema de n equagoes algebricas 
lineares, satisfeitas pelas derivadas v\, . .., i'„. Este sistema pode sempre resolver-se 
porque a respectiva matriz dos coeficientes e nao singular. A integragao das derivadas 
da-nos as fungoes pretendidas r,, . . v„. O metodo foi pela primeira vez usado por 
Johann Bernoulli para resolver equagoes lineares de primeira ordem e depois por 
Lagrange em 1774 para resolver equagoes lineares de segunda ordem. 

Para o caso de uma equagao de ordem n os pormenores podem simplificar-se pelo 
uso de notagao vectorial e matricial. O segundo membro de (6.20) pode escrever-se 
como um produto interno, 

(6.21) y x = (u, u) , 

onde neu sao fungoes vectoriais n dimensionais dadas por 

» = («!,...,»„), u = (u 1 ,...,u n ). 

Tentamos escolher v de tal maneira que o produto interno definidoy, satisfaga a equa- 
gao nao homogenea L(y) = R, dado que L{u) = 0, com L(u) = (£.(«,), . . . , L(m„)). 
Comegamos por calcular a primeira derivada de y,. Encontramos 

(6.22) y’ x - (y, «') -(- (y' t u ). 

Temos n fungoes u,, .... c, a determinar, pelo que devera ser posslvel estabelecer n 
condigoes que as relacionem. Se impomos a condigao de que o segundo termo no 
segundo membro de (6.22) deva ser nulo, a formula parayj simplifica-se e fica 

y'i — (u, «')> com tanto que (v', u) = 0. 


Derivando a relagao para yj obtemos 


y" = (v, u") + (”',«')• 
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Se pudermos escolher v de maneira que (»', u') = 0 entao a formula para y' tambem se 
simplifica e escreve-se 

y'i = (r, u”), desde que tambem ( v u') = 0. 

Se continuamos este raciodnio para as n - 1 primeiras derivadas de^,, obtemos 

= (v, , desde que (o', u <n ~ 2> ) = 0 

Obtivemos ate ao momento n — 1 condifoes relativas a t. Derivando ainda uma vez 
obtemos 


y[ n) = (u, u M ) + (i/, u (n ~ I> ) . 

Impondo a condigao (v «(«- 0) = a ultima equapao vem 

— ( v , u ,n> ) + R(x), desde que (v', u <n-1> ) = R(x). 

Admitamos, por agora, que se podem satisfazer as n condipoes impostas a v. Seja 
L = D" + P l {x)D"~' + ■ ■ ■ + P„(x). Quando aplicamos Lay , encontramos 


UyJ = y\ n) + P,(x)y , 1 nl) + ■ ■ • + PJWy t 

= {0, u <n >) + R(x)} + PjO c)(u, u'"- 11 ) + ■ • ■ + P n (x)(v, u) 
= (v, L(u )) + R(x) = (v, 0) + R(x) = R(x) . 


Assim L(y,) = R(x ), pelo que y, e uma solu<;ao da equa<;ao nao homogenea. 

O metodo tera exito se for possivel satisfazer as n condiqoes impostas a v. Estas 
condiqoes estabelecem que («', «(*)) = 0 para A: = 0, l, .... n — 2 c que (»', «("-')) = P(jc). 
Podemos pois escrever estas n equagoes como uma simples equaqao matricial. 


(6.23) 


0 


W(x)v’(x) = R(x) 


6 

1 



onde i>(x) e uma matriz coluna n X 1, e W e a matriz n X n cujas linhas sao formadas 
pelos componentes de u e suas sucessivas derivadas: 
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W = 


u 1 


.An— 1) (n— 1> 

- M 1 U 2 


Ur 

u' 


,(n~ 1) 


A matriz W chama-se a matriz wronskiana de u„ .... u„, segundo J. M. H. Wronski 
(1778-1853). 

Demonstraremos, na secgao seguinte, que a matriz wronskiana e nao singular. Por- 
tanto podemos multiplicar ambos os membros de (6.23) por W{xY' para se obter 


0 


v(x) = i?(x) ^(x) - 1 



Escolhamos dois pontos c e x no intervalo J considerado e integremos esta equagao 
vectorial no intervalo de c a x. 


v(x) = o(c) + R(«)IE(0 


J . 5 


dt = o(c) + z(x). 


com 


-L 


z(x) = R(t)W(t)- 


dt. 


A formula y, = ( u , t>) para a solugao particular toma agora o aspecto 


y l = ( u , v ) = («, t)(c) + z) = ( u , o(c)) + ( u , z ) . 

O primeiro termo («, o'(c)) satisfaz a equagao homogenea, visto que e uma combina- 
gao de «„ . . . , Por conseguinte podemos omitir este termo e utilizar o segundo 
termo («, z) como uma solugao particular da equagao nao homogenea. Por outras 
palavras, uma solugao particular de L(y) = R e dada pelo produto interno 
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0 


(«(*), z(x)) 


(«(*), [Vo^tO -1 


6 

i 



Obscrve-se que nao e necessario que a fun^ao R seja continua no intervalo J. Tudo o 
que se exige e que R seja intcgravel era [c, x]. 

Podemos resumir os resultados desta sec<;ao no seguinte teorema. 


TEOREMA 6.11. Sejam u t , . . . , u„n sohtQoes independentes da e quay do diferencial linear, 
homogenea de ordem n, L{y) — 0, num intervalo J. Uma soluqdo particular y, da equaqao 
nao homogenea L(y) —Re dada pela formula 

n 

com t>,, . . . , v„ os elementos da tnatriz coluna v, n x 1, defmida pela equapao 

ol 


1 


(6.24) 


vix) 


Nesta formula, W e a matrix wronskiana de . . . , u„ e c uni ponto qualquer de J. 

Nota: O -integral definido (6.24) pode substituir-se por urn integral indefinido 

O' 

R{x)W(x)- 1 • dx. 


f' 


exemplo 1 . Determinar a solugao geral da equagao diferenciai 


y 


r/ 


- y~ 


2 

1 + e* 


no intervalo (—oo, +oo). 

Resoluqao. A equacao homogenea {D 1 — 1) y — 0 tem as duas soluQOes indepen- 
dentes (x) = e x , m 2 (x) = e ~ X . A piatriz wronskiana de «, e u 2 e 
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W(x) 

Porque del W(x) = -^2, a matriz e nao 


V «-» 

e 1 — e - * 

singular e a sua inversa e dada por 


Portanto 


e temos 


^(x)- 1 = 




IF(x )^ 1 


“O' 

1 

1 

\ 

1 

-3 

1 

1 ~~ 2 

1 

% 

1 


«(x)^(x)“ 1 


'0' 

1 2 

" — e~~ x ~ 

.1. 

_ _ 2 1 + c 1 

. e x . 


1 + e* 


Ll '+.e*J 


Integrando cada componente do vector no segundo membro encontramos 


»i(*) = J t " dx = | * - 1 + “ — dx= -e X ~x + log (1 + e 1 ) 

e 

U 2 O) - J t ^^ dx ■ -log(l + e x ) . 


Consequentemente a solucao geral da equacao diferencial e 


y = + c 2 u 2 (x) + d 1 (x)m 1 (x) + r 2 (x)w 2 (x) 

= c^e? + c 2 e~ z — 1 — xe 1 + (e 1 — e~ x ) log (1 + e*) . 


6.12. Nao singularidade da matriz wronskiana de n solucoes independentes de uma 
equacao linear homogenea 

Nesta secqao vamos demonstrar que a matriz wronskiana W de n solucoes indepen- 
dentes u„ de uma equacao homogene^a L(_v) = 0 e nao singular. Fazemo-lo 

demonstrando que a determinante de W e uma funqao exponencial, a qual nunca se 
anula no intervale J considerado. 

Seja w(x) = det IV (x) para todo x em J e suponhamos que a equacao diferencial, 
a que satisfazem u„ ... ,u n , tern a forma 


(6.25) 


yW + p l (x)yi n ~ li + • • • + P„(x)y = 0 . 



Equacoes diferenciais lineares 


183 


Entao tem-se: 

TEOREMA 6.12. O determinante wronskiano satisfaz a equaqdo difereticial de primeira 
ordem 

(6.26) w' + P^w = 0 
em J. Consequentemente se c 6 J tem-se 

(6.27) w(x) = w(c) exp 

disso, w(x) 4- 0 para todo x em J. 

Demonstraqao. Seja u o vector linha u = («„ . . . , u„). Utna vez que cada componente 
de u satisfaz a equacao diferencial (6.25), o mesmo se verifica com u. As linhas da 
matriz wronskiana W sao os vectores u, u\ . ... id*- 1 ). Consequentemente podemos 
escrever 


-I; ^(o dt 


( formula de Abel). Alem 


w = det W = det (u, u', . . . , i< (n-11 ) . 

A derivada de w e o determinante da matriz obtida por derivapao da ultima linha de 
W (ver Exercicio 8 da Seccao 3.17). Quer dizer 

w •= det («, u, . ... , u (n-2) , u (n) ) . 

Multiplicando a ultima linha de w por /’i(x) temos tambem 

Pi(r)w = det (m, u‘, . . . , i4" _2) , i^fx)^" -11 ). 

Somando, membro a membro, as duas ultimas equates encontramos 

w' + Pi(x)w — det («, id,..., w (n_21 , u !n) + P 1 (x)u < "” 1> ) . 

Mas as linhas deste ultimo determinante sao dependentes, visto que u verifica a equa- 
pao diferencial (6.25). Portanto o determinante e zero, o que significa que w satisfaz a 
(6.26). Resolvendo (6.26) obtemos a formula de Abel (6.27). 

Seguidamente vamos provar que w(c) x 0 para algum c em J. Fazemo-lo por redupao 
ao absurdo. Suponhamos que w(t) = 0 para todo t em J. Escolhamos um valor fixo de 
t em J, por exemplo t — e consideremos o sistema linear de equapdes algebricas 

W(t 0 )X= O, 

onde X e um vector coluna. Uma vez que det !E(t 0 ) = 0, a matriz W{t a ) e singular pelo 
que este sistema admite uma solupao nao nula, seja X = (c,, . . . , c„) 4- (0, 0, . . . , 0). 
Utilizando as componentes deste vector nao nulo, seja/ a combinapao linear 
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fit) = q«x(0 + * * ‘ + c n u n (t) . 

A funqao / assim definida satisfaz £.(/) = 0 em J, visto que e uma combinacao linear 
de u„ . . . , u„. A equacao matricial W(t 0 ) X = Oimplica que 

/('„)=/'(« = ••• =/ ( " :il W = o. 

Por conseguinte / tem como valor inicial o vector O em t = t 0 de modo que, pelo teore- 
ma de unicidade,/ e a solucao zero. Significa isto que c, = ■ - • = c„ = 0, o que e absurdo. 
Deste modo w(<) 0, para algum t em J. Tomando para este valor de t o c na formula 

de Abel, vemos que w(x) + 0 para todo x em J. Esta assim completamente demonstra- 
do o teorema 6.12. 


6.13. Metodos especiais para determinacao de solugoes particulares de equacoes nao 
homogeneas. Redu^ao a um sistema de equacoes lineares de primeira ordem 

Embora o metodo de variaqao das constantes seja um metodo geral para determi- 
nacao de uma solucao particular de L(y) = R, e possivel estabelecer metodos especiais 
que sao muitas vezes mais faceis de aplicar quando a equacao assume formas parti- 
culares. Por exemplo, se a equacao tem coeficientes constantes podemos reduzir o 
problema ao da resolucao de uma sucessao de equacoes diferenciais lineares de pri- 
meira ordem. O metodo geral ilustra-se meihor com um exemplo simples. 

EXEMPLO I. Determinar uma solucao particular da equacao 
(6.28) ( D - 1)(£> - 2 )y = . 

Resolucao. Seja u = (D — 2 )y. Entao a equacao vem 

(D - l)u = 


Esta e uma equacao diferencial linear de primeira ordem em n que pode ser resolvida 
segundo o teorema 6.1. Uma solucao particular e 

u = $<*+** . 

Substituindo na equacao « = {D — 2 )y obtemos 

(D - 2)y = , 

uma equacao diferencial linear de primeira ordem para y. Resolvendo esta pelo teore- 
ma 6.1 verificamos que urpa solucao particular (com >’,(0) = 0) e dada por 

fiOO = ie 2x J* e‘ !_< dt . 
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Muito embora o integral nao possa ser expresso por meio de funpoes elementares, 
consideramos a equapao diferencial como resolvida, uma vez que a solupao e expressa 
por meio de integrais de funpoes elementares. A solupao gera! (6.28) e 

y = c x e x + c 2 e Zx + \e 2x f e‘ ! ~‘dt. 

JO 


6.14. O metodo do anulador para determinapao de uma solupao particular da equapao 
nao homogen ea 

O metodo que vamos passar a tratar pode utilizar-se caso a equapao L(y) = R tenha 
coeficientes constantes e o segundo membro R seja anulado por um operador de coe- 
ficientes constantes, por exemplo 4(fl) = 0. Em principio o metodo e muito simples. 
Aplicamos o operador A a ambos os membros da equapao diferencial £.(>>) = R e ob- 
temos uma nova equapao A L(y) — 0 a qual deve ser satisfeita por todas as solupoes da 
equapao original. Visto que AL e outro operador com coeficientes constantes, podemos 
dcterminar o seu espapo nulo pelo calculo das raizes da equapao caracteristica de AL. 
Entao o problema reduz-se a escolha, a partir desse espapo nulo, de uma funpao parti- 
cular^, que satisfaz a L(y,) = R. O exemplo seguinte esclarece a aplicapao do metodo. 

EXEMPLO 1 . Determinar uma solupao particular da equapao 

— 16 )y = x* + x + 1 . 

Resolugao. O segundo membro, um polinomio do quarto grau, e anulado pelo ope- 
rador D 5 . Portanto qualquer solupao da equapao dada e tambem uma solupao da 
equapao 

(6.29) D S (D 4 - 16)/ = 0. 

As raizes da equapao caracteristica sao 0, 0, 0, 0, 0, 2, -2, 2 /, —2 i, pelo que todas as 
solupoes de (6.29) se encontram na combinapao linear 

y = c t + c 2 x + c 3 x 2 + C 4 X 3 + c s x 4 + c t c 2x + + e 8 cos lx + c 9 sen 2x . 

Desejamos escolher os c, de maneira que L(y) = x* -t- x + l, com L = D* — 16. Visto 
que os liltimos quatro termos sao anuladas por L, podemos tomar c 6 = c, = c 8 = c, = 0 
e tentar determinar c„ . . . , c s de tal maneira que 


/.(c, -f c 2 x + c 3 x 2 + c 4 x 3 + rye 4 ) = i* -f r + 1 . 


Por outras palavras, obtemos uma solupao particular que e um polinomio do 4.' 
grau satisfazendo a L(y,) = x* + x + 1. Escrevamos, para simplificar. 
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16 y x = ax* + bx 3 + cx 2 + dx + e . 

Daqui concluimos 16yJ 41 = 24a, dondeyj 4 ' — 3a/2. Substituindo na equa^ao diferencial 
L(y,) = x* + x + 1, temos que determinar a , b, c, d, e que satisfacam a 

-| a — ax 4 — bx 3 — cx 2 — dx — e = x* + x + 1 . 

Igualando os coeficientes dos termos semelhantes obtemos 

a = — 1 , b = c = 0, d=—l, e = — f, 

pelo que a sotucao particular y x e dada por 

“ ~igX* ~igX ;r\ r ■ 

EXEMPLO 2. Resolver a equacao diferencial y~ — 5y + 6 y~ xe x . 

Resolu<;ao. A equa^ao diferencial e da forma 
(6.30) L{y) = R, 

onde R{x) — xe x e L = D 2 — 5D + 6. A correspondente equa^ao homogenea escreve-se 

(£> - 2 )(D -3)y±=0 ; 

e admite as solu^oes independentes a, (a - ) = e 2 -*, u 2 (x) = e ix . Interessa-nos agora uma 
solufao particular y x da equa?ao nao homogenea. Verificamos que a fun<?ao R(x) — xe x 
e uma solucao da equacao homogenea 

(D - l) 2 y = 0. 

Portanto, se aplicamos a ambos os membros de (6.30) o operador (D - 1)\ encon- 
tramos que qualquer fum;ao que satisfa^a (6.30) deve tambem satisfazer a equa^ao 

( D - 1) 2 (Z> - 2 )(D - 3)y = 0. 

Esta equacao diferencial tern as raizes caracteristicas 1, 1,2, 3, motivo porque todas 
as suas solucoes se encontram ria combinagao linear 

y = at? -f bxe* + ce^ + de 3 * , 

onde a, b , c, d sao constantes. Pretendemos escolher a, b, c, d de tal maneira que a 
solucao y x verifique L{y t ) — xe x . Visto que /.(ce 2 * + de ix ) = 0, quaisquer que sejam 
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os c e d necessitamos unicamente escolher a e b pelo que L(ae x + bxe x ) = xe x e to- 
mamos c = d = 0. Se fizermos 


_}>! = ae? + bxe x , 

temos 

D(y,) = (a + b)e + bxe 1 , D 2 (y i) = (a + 2 b)e + bxe, 
pelo que a equagao ( D 1 - 5D + 6)^ = xe x vem 

(2a — 3 b)e + 2 bxe = xe . 

Dividindo por e x e igualando os coeficientes dos termos semelhantes encontramos 
a= b = i- Assim y , = |e x + \xe x e a solugao geral de Z.(_y) = Re dada pela formula 

y — c^e x + c 2 e 3x + \e + %xe. 

O metodo usado nos exemplos anteriores chama-se o metodo do anulador. Sera 
sempre aplicavel se podermos determinar um operador de coeficientes constantes A 
que anule R. Do nosso conhecimento das equagoes diferenciais lineares homogeneas 
com coeficientes constantes sabemos que as unicas fungoes reais anuladas por opera- 
dores com coeficientes constantes sao combinagdes lineares de fungoes da forma 

x“- V*, x m ~ 3 e ax cos fix , x m ~ 1 e lxx sen fix , 

onde m e um inteiro positivo e a e fi sao constantes reais. A fungao ,y=x m - | e' IX e uma 
solugao da equagao diferencial com uma raiz caracteristica a com multiplicidade m. 
Portanto, esta fungao tern o anulador ( D-a )>». Cada uma das fungoes = x«*-\ e<* x cos 
fix e y = x"*- 1 e ax sen fix e uma solugao de uma equagao diferencial com raizes caracte- 
risticas completas a ± ifi, cada uma ocorrendo com multiplicidade m, pelo que sao 
anuladas pelo operador (D 1 -2aD + (a 2 + fi 1 ) \m. Para facilitar a resolugao de alguns 
exercicios, apresentamos a seguir uma lista desses anuladores na tabela 6.1, junto 
com alguns dos seus casos particulares 

Tabela 6.1. 


Fungao 


Anulador 


y — x m_1 

y e ax 

y = x m ~^^ ax 

y = cos (lx ou y — sen (lx 
y = x m ~ 1 cos fix ou y = x ml sen fix 

y = e ax cos fix ou y = e xx sen fix 
y = x m ~ 1 e x cos fix ou y — x m ~ l e !lx sen fix 


D m 

D- a 
(D - a) m 
D 2 + fi 2 
(. D 2 + fi 2 )” 1 

D % - 2a D + (a 2 + fi 2 ) 
[D 2 - 2a D + (a 2 + fi 2 )]" 1 
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Embora o metodo do anulador seja muito eficiente quando aplicavel, esta limitada 
a sua utilizacao a equacoes cujos segundos membros R tenham um anulador com 
coeficientes constantes. Se R(x) tem a forma e x \ log x, ou tg x, o metodo nao e utili- 
zavel ; devemos neste caso recorrer ao metodo de variacao das constantes, ou algum 
outro metodo para determinar uma solucao particular. 


6.15. Exercicios 

Em cada um dos Exercicios I a 10, determinar a solucao geral no intervalo (— oo, +co). 

J y" _ y’ — x 2 6 y'" _ y‘ = gX 

2. y" -4 y = e**. 7. /" - y = e 1 + 

3. / + 2y = 3xc*. 8. y" + 3 / + 3/ + y = xe~* 

4. y" + 4 y = senx. 9. y" + y = xe* sen 2x . 

5. y” - 2/ + y = e* + . 10. / 4 > - y = xV"*. 

11. Se um operador /l, de coeficientes constantes, anula /e outro operador de coeficientes 
constantes, B, anula g, moslrar que o produto AB anula / + g. 

12. Seja A um operador de coeficientes constantes com polinomio caracteristico p A . 

(a) Utilizar o metodo do anulador para provar que a equacao diferencial A(y) = e xx tem uma 
solucao particular da forma 

e ax 

n ~ Pa(*) 

se or nao for raiz do polinomio p A . 

(b) Se rr e uma raiz simples de p A (multiplicidade 1), provar que a equacao A(y) = extern a 
solucao particular 

xe™ 

7 i= b>>- 

(c) Generalizar os resultados de (a) e (b) quando a e um zero d c p a com multiplicidade m. 

13. Sao dados dois operadores de coeficientes constantes A e B cujos polinomios caracteristicos 
nao tem zeros em comum. Seja C = AB. 

(a) Provar que toda a solucao da equacao diferencial C(y) = 0 tem a forma y — y, + y 2 , 
onde A(y t ) = 0 e B{y 2 ) =0. 

(b) Demonstrar que as funcoes y , e y 2 na alinea (a) sao univocamente determinadas, isto e, 
para um dado y verificando a condicao c(y) = 0 existe somente um pary,,y 2 com as proprie- 
dades da alinea (a). 

14. Se L(y) =y~+ay’+ by, com a c b constantes, seja/ uma solucao particular de Z.(y) = 0 
satisfazendo as condicoes /(0) = 0 e /'( 0) = 1. Mostrarque uma solucao particular de L(y) = 
= R e dada pela formula 

7i(x) = | *f(x - t)R(t) dt 

para qualquer escolha de c. Em particular, se as raizes da equacao caracteristica sao iguais, 
por exemplo r, = r 2 = m, mostrar que a formula para y,(x) vent 

y t (x) = e mx J*(x - t)e~ mt R(t) dt. 
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15. Scja Q o operador “mulliplicugao por x'\ islo e, (2(>)(x) = x • v(x), para todo y da classe 

todo real x. Designe-se por / o operador identidade, definido por l(v) — y para todo)* 
em r 

(a) Provar que DQ — QD = I. 

(b) Mostrar que D 2 Q - QD 1 e um operador de coeficientes constantes de primeira ordem, 
e delerminar este operador explicitamente como uni polinomio linear em D. 

(c) Mostrar que D'Q — QD > e um operador de coeficientes constantes de segunda ordem, 
e delerminar este operador explicitamente como um polinomio do segundo grau em D. 

(d) Enunciar a generalizagao sugerida pelo operador D n Q — QD" e demonstra-la por in- 
dugao. 

Em cada um dos Exercicios 16 a 20, determinar a solugao geral da equagao diferencial no 
intervalo dado. 

16. y" - y = 1/x, (0, +oo). 

17- y" + 4_y = Sec 2x, ( - ^ j . 

18. y“ — y = sec 3 x — sec x, 

19. y" — 2y + y = — l) 2 , ( - co , + co) . 

20. y” — 7 y" + 14 y — 8^ = logx, (0, + oo). 



6.16. Exercicios variados sobre equacoes diferenciais lineares 

1. Uma curva integral y = u(x), da equagao diferencial y” — 3 y' — 4 y = 0, intersecta na origem 
uma curva integral y = u(x), da equagao diferencial y~ + 4 y'— 5 y = 0. Determinar as fun- 
goes u e v se as duas curvas tern iguais declives na origem e se 

.. bMl 4 5 
«(*) 6 ' 

2. Uma curva integral y = «(x) da equagao diferencial y" — 4y' + 29 y = 0 intersecta uma curva 
integral y = v(x) da equagao diferencial y" + 4 y’+ 1 3>> = 0 na origem. As duas curvas tern 
iguais declives na origem. Determinar u cv se u'Qill) = 1. 

3. Sabendo que a equagao diferencial y" A 4xy’ + Q(x)y ~ 0 tern duas solugoes da forma 
y, = u(x) e y 2 — x«(x), onde «(0) = 1, determinar «(x) e @(.x) explicitamente em fungoes 
de x. 

4. Seja Hy) = y~+ P t y'+ P z y. Para se resolver a equagao nao homogenea L(y ) = R pelo meto- 
do de variagao dos constantes, necessitamos conhecer duas solugoes linearmenteindepcnden- 
tes da equagao homogenea. Este exercicio mostra que se for conhecida uma solugao u , de 
L(y) = 0, e se «, nunca se anula no intervalo J , uma segunda solugao u 2 da equagao ho- 
mogenea e dada por 

r x ( 2(0 , 

onde Q(x) = e-JAw*, e c e um ponto qualquer de J. Estas duas solugbes sao independentes 
em J. 
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(a) Provar que a funpao u 2 satisfaz L(y) =0. 

(b) Provar que u, e u 2 sao independentes em J. 

5. Determinar a solupao geral da equapao 

xy - 2(x + I )y + (x + 2)y = xV 1 * 

para x > 0, dado que a equapao homogenea tem uma solupao da forma y = 

6. Por analise directa da equapao obter uma solupao nao nula e determinar depois a solupao 
geral da equapao diferencial 


</ - Ay') + x*(y' -Ay) = 0. 

7. Determinar a solupao geral da equapao diferencial 

4x 8 / + Axy -7=0, 

dado que existe uma solupao particular da Forma y — x m para x > 0. 

8. Determinar uma solupao da equapao homogenea por tentativas e determinar em seguida a 
solupao geral da equapao 

x(l - *)/ - (1 - 2x)y + (x 2 - 3x + 1)7 = (1 - x) 3 . 

9. Determinar a solupao geral da equapao 

(2x - 3x 3 )y" + Ay + 6xy = 0, 

sabendo que tem uma solupao que e um polinomio em x. 

10. Determinar a solupao geral da equapao 

*2(1 - x)y“ + 2x{2 - x)y' + 2(1 + x)7 = x 8 , 

sabendo que a correspondente equapao homogenea tem uma solupao da format = x c . 

11. Seja g(x)= ffe'/t dt se x > 0. (Nao tentar calcular o integral.) Determinar todos os valores 
da constante a tais que a funpao /definida por 

f(x) = i e a ‘ rlit > 

verifica a equapao diferencial linear 

x 2 y" + (3x - x 2 )/ + (1 - x - <?*)y = 0. 


Uma vez sabido isto, determinar a solupao geral da equapao no intervalo (0, +oo). 
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6.17. Equagoes lineares de segunda ordem com coeficientes analiticos 

Uma fun^ao / diz-se analitica no intervalo (x 0 — r, x 0 + r) se /admite um desenvolvi- 
mento em serie de potencias nesse intervalo, 

/(*) = X «-.(* - x o)“ . 

«=o 

convergente para 1 jc — x 0 ] < r. Se os coeficientes de uma equaqao diferencial linear 
homogenea 

+ AW/ n_1) + •'••+ jP n (x)y = o 

sao analiticos num intervalo (x 0 — r, x 0 + r), entao pode demonstrar-se que existem n 
soluqoes independentes a,, . . . , a„, cada uma das quais e analitica no mesmo intervalo. 
Vamos demonstrar este teorema para equaqdes de segunda ordem e discutiremos 
depois um exemplo importante que se apresenta en muitas aplicaqoes. 

TEOREMA 6.13. Se P, e P 2 sao analiticas num intervalo aberto (x 0 — r. x 0 + r), por- 
tanto 

PM = X b n( x - x 0 ) n , P 2 (x) = X c n (x - x 0 ) n . 

tl=0 71 “0 

entao a equagao diferencial 

(6.31) / + P x (x)/ + Pfx)y = 0 

tern duas solugoes independentes a, e a 2 as quais sao analiticas no mesmo intervalo. 

Demonstragao. Pretendemos encontrar uma solugao rqi forma de serie de potencias 


(6.32) 


co 


y = ]Ta„(x — x 0 )" ( 

fx=0 


convergente no intervalo dado. Para isso substituimos as series dadas para P, e P 2 na 
equaqao diferencial e determinamos em seguida relagoes as quais devem satisfazer os 
coeficientes a„de modo a que a funqao y, dada por (6.32), satisfaqaa equa<pao. 

As derivadas> , 'e>'"podem obter-se derivando, termo a termo, o desen volvimento de 
y em serie de potencias (ver teorema 1 1 .9, Volume 1). Obtemos pois 


/ 


CO 


= X na »( X - *o) n 1 

n = 1 


co 


= 2(« + l)a„ +I ( x - x 0 y\ 

n=0 


oo 


y" = X »(« - l)n„(x - *o )" -2 

n= 2 


oo 


= X( n + 2 X» + ^n+sC* - Xfl)”- 

n— 0 
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Os produtos P,{x)y' e P 2 (x)y sao dados pelas series de potencias t 
P&W =l(l(k+ 1K +I *„j|(x - x 0 )" 

«=0 \fc=0 / 

e 

PJx)y = f ( 2 a*c n _*] (x - x n )\ 

7l—0 \i=0 / 

Quando estas series se substituem na equapuo diferencial (6.31) encontramos 

2 f( n + 2)(n + l)<i n+ 2 + + fl*Cn-*])(x — x 0 )" = 0. 

n=o( - fc=0 ) 

Portanto a equapao diferencial verificar-se-a se escolhemos os coeficientes a„ de ma- 
neira que a formula 

(6.33) ( n + 2 )(« + 1 )a n+2 = - 2 [(fe + l)a k+1 b„_ k + a k c n _ k ] 

t= o 

para n - 0, 1,2,... Esta formula exprime a„+ 2 por intermedio dos coeficientes proce- 
dentes a Hl a,, a„ + , e os coeficientes das funpoes P, e P v Escolhamos valores arbi- 

trarios para os dois primeiros coeficientes a 0 e a, e utilizemos (6.33) para determinar os 
restantes coeficientes <z 2 , a 2 , .... em funpao de a„ e a,. Este processo garante que a 
serie de potencias (6.32) satisfara a equapao diferencial (6.31). A.fase imediata na 
demonstrapao consiste em provar que a serie assim definida converge para todo x no 
intervalo (x 0 - r, x 0 + r). Isto pode fazer-se majorando a serie (6.32) por outra serie de 
potencias que se saiba ser convergente. Finalmente, demonstramos que podemos 
escolher a 0 e a, para obter duas solupoes independentes. 


Provemos entao que a serie (6.32) cujos coeficientes sao definidos por (6.33) conver- 
ge no intervalo dado. 

Seja x, x 0 um ponto fixo no intervalo (x 0 -r, x 0 + r) e t =lx,-x 0 |. Uraa vez que 
as series para P, cf, convergem absolutamente para x = x, , os termos destas series 
sao limitados, isto e 

e |c*| t k < M 2 , 


para algum A/, > 0 e algum M 2 > 0. Seja M o maior dos valores M, e tM 2 . Entao temos 


\b k I < 


M 




M 

7 * 1 + 1 . ' 


A formula de recorrencia implica a desigualdade 


t Os leitores nao familiarizados com o produto de series de potencias podem consultar o Exercicio 7 da 
da Secpao 6.21. 
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(n + 2)(n + 1) |a n+2 | <J{( fc + !) l a *+il ^ + Kl 

Ik n ' ' 

+ 1) K+il t k+l + 2l«* + il ** +1 + l«ol - ' B+1 

< ^i(2 (fc+ 2) l a * +l1 ( * +1 + '4 - + D l fl *l '*• 

1 '*=0 * i -0 

Fapamos agora /4 # = |a 0 |, /4,=.|c,|, e definamos /t 2 , /1 3 , ... sucessivamente pela 
formula de recorrencia 

(6.34) (» + 2 )(« + lM n+2 - ^ T(fc + 1 )A k t k 




para n > 0. Entao |a„| < A„ para todo n > 0, pelo que a serie 2 OnU — -O' 1 6 dominada 
pela serie *ol' 1 - Apliquemos agora o criterio do cociente para provar que 

£ A„ \x— x 0 [ n converge se|x- x 0 | < t. 

Substituindo n por n - 1 em (6.34) e subtraindo t *’ vezes a equapao resultante de 
(6.34) encontramos que (w + 2)0 + \)A n+l — t~\n + l)n/l n+ , = M(n+ 2)A„ +I . Por- 
tanto 


e encontramos 


A n +2 4 K+ 1 


(n + l)n -f- (n + 2 )Mf 
( n + 2)(« -f l)t 


A n+ 2 lx - x o r 2 _ O + l)n + Q + 2 )Mt _ 
I* - x 0 | n+1 O + 2)(n + l)t 


If - x 0 | 

t 


quando n-* oo. Este limite e menor que 1 se |x - x„| < t. Por isso £ a„(x - x 0 ) n con- 
verge se |x — x (l | < t. Mas porquc i |.v, x„| c uma vez que x, era urn ponto arbi- 
trario no intervalo (x 0 - r, x 0 + r), a serie ^n^x - x 0 ) n converge para todo x em 
(x 0 - r, x 0 + r). 

Os dois primeiros coeficientes a 0 e a , representam os valores iniciais de y e da sua 
derivada no ponto x 0 . Sea, e a serie de potencias solupao com a 0 — 1 e a, = 0, de ma- 
tt eira que 


«i(x 0 ) = 1 e «;(x 0 ) = 0 , 

e « 2 a solupao com a 0 -= 0 e a, — I, de maneira que 

u 2 (x B ) = 0 e ui(x 0 ) = 1 , 

entao as solupoes u, e « 2 serao independentes e o teorema esta demonstrado. 
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6.18. A equagao de Legendre 

Nesta secgao vamos encontraf solugoes, em forma de series de potencias, para a 
equagao de Legendre, 

(6.35) (1 - x 2 )/ - 2xy' + «(« + l)y = 0 , 

com a qualquer constante real. Esta equagao aparece em problemas de atracgao e de 
fluxo de calor com simetria esferica. Quando a e um inteiro positivo encontraremos 
paraa equagao solucoes sob a forma de polinomios chamados polinomios de Legendre. 
Estes sao os mesmos polinomios que encontramos atras, em ligagao. com o metodo 
de Gram-Schmidt (Capitulo 1, pg. 29). 

A equagao de Legendre pode escrever-se 

[(*• - 1 )/]' - «(« + 1 )y, 

o que significa ser da forma 

T(y) = Ay, 

sendo T um operador de Sturm-Liouville, T(JY= {pf)\ com p(x) = x 2 - 1 e A — 
= «(« 4- 1). 

Por conseguinte, as solugoes nib nulas da equagao de Legendre sao fungoes proprias 
de T correspondentes ao valor proprio «(a + 1). Posto que p(x) satisfaz as condigoes 
de fronteira. 

p(J) =/>('- 1 ) = 0 , 

o operador T e simetrico relativamente ao produto interno 


(/» g) = fj/WjW dx . 


A teoria geral dos operadores simetricos diz-nos que as fungoes proprias correspon- 
dentes a valores proprios distintos sao ortogonais (teorema 5.3). 

Na equagao diferencial tratada no teorema 6.13 o coeficiente de>'”e 1. A equagao 
de Legendre pode escrever-se nesta forma se dividirmos ambos os membros por 
1 — x 1 . De (6.35) resulta 

+ A(x)/ + P t (x)y = 0, 

com 


Px(x) = 


2x 


1 -x 2 


P 2 (x) = 


q(q + 1) 
1 - x 2 


se x 2 ^ 1. Uma vez que 1/(1 — x*)— para S at] < 1, ambos P , e P 2 admitem de- 

senvolvimientos em series de potencias no intervalo (— 1, +1) peio que o teorema 
6.13 e aplicavel. Para encontrar a formula por recorrencia para os coeficientes, e 
mais simples deixar a equagao na forma (6.35) e tentar encontrar uma serie de po- 
tencias solugao da forma 
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y = Za n x n 
«=0 

valida no intervalo aberto (-1, 1). Derivando esta serie, termo a termo, obtemos 


/ = I na n x n - 1 e y" = 2 «(" - IK*"’ 2 . 

n=l n~ 2 


Deste modo temos 


2x/ = 22na„x” = ^2 na„x n . 


(1 - x*)y" = 2 »(« - lKx n ~ 2 - 2 "(» - IK*" 


71=2 


= % (» + 2)(n + l)a n+2 x” - 2 w (« - 


= 2 [(« + 2 X" + l)n„+ 2 - n(n - l)ajx". 

n=0 

Se substituirmos estas series na equapao diferencial (6.35), concluimos que a equapao 
verificar-se-a se, e so se, os coeficientes verificarem a relapao 

(n + 2)(n + l)a n+2 — n(« - l)a n — 2 na n + a(a + 1 )a„ = 0 

para todo n > 0. Esta equapao e a mesma que 

(« + 2 )(« + I)a n+2 — (« — ot)(n + 1 + a.)a n = 0, 


ou 

(6.36) 


(a — n)(a + n + 1) 
(n + IX" + 2) 


Esta relapao permite-nos determinar a 2 , a iy a b , . . . , sucessivamente ern funpao de a 0 . 
Analogamente, podemos calcular a 3 , a 5 , a 7 , . . . , em funpao de a t . Para os coeficientes 
com indices pares temos 

«(« + 1 ) 

°* — rr‘°- 

(«-2X« + 3) = , «(.-2)(.+ iy« + 3) 

3-4 4! 

e, em geral, 

T” . / ,,„ «(« - 2) • • • (a - 2n + 2) • (a + 1)(« + 3) ■ • • (a + 2n - 1) 

| ^7 : : 

podendo esta formula demonstrar-se por indupao. Para os coeficientes com indices 
| impares encontramos 
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n (g - 1)0 - 3) • • • (a - 2 n +!)■(« + 2)(« + 4) • • • (a + 2n) ' 


a2n+1 ( (2 n + 1)! 

Por conseguinte, a serie que define y pode escrever-se 

(6.37) y - + «iw 2 (x), 

onde 


(6.38) 


Ui ( x ) _ 1 |. V( ■■!)« «(« - 2) • • • (« - 2w + 2) • (g + l)(q + 3) - • • (« + 2n - 1) 

— (2«)! 


e 

(6.39) 


(\ ,'S'c iy ( g ~ !X« - 3)---(« - 2n + l) (a + 2X« + 4)---(« + 2 m) , n+1 

« 2 (x) - x +2S~v (2^1)1 X . 


O criterio do cociente mostra que cada uma destas series converge para |x| < 1. 
Tambem, visto ser a rela?ao (6.36) satisfeita separadamente pelas coeficientes pares 
e impares, cada uma das funcoes u, e u, e uma solupao de equaqoes diferenciais 
(6.35). Estas solufoes satisfazem as condicoes iniciais 

«i(0) = 1 , «i(0) = 0, « 5 (0) = 0 , u 2 (0) = 1. 

Visto «, e « 2 serem independentes, a soluqao geral da equapao de Legendre (6.35) no 
intervalo aberto ( - l, 1) e dada pela combinaeao linear (6.37) com a, e a 2 constantes 
arbitrarias. 

Quando a e 0 ou um inteiro par positivo, seja a — 2m, a serie para u,(x) transfor- 
ma-se num polinomio de grau 2m contendo unicamente potencias pares de x. Uma 
vez que se tern 


a(a — 2) • • ■ (a — 2« + 2) = 2m(2m — 2) • ■ • (2m — 2n + 2) = 1 — 

(m -r- n)! 
e 


(a + l)(a + 3) • • • (a + 2n - 1) = (2m + l)(2m + 3) • • ■ (2m + In - 1) 

_ (2m + 2n) ! m ! 

~ 2 R (2m)< (m + «)! 

a formula para «,(x) neste caso escreve-se 


«i(x) = 1 + 


0*!)* (2m + 2/e)! ^ 

(2m!) (m - k)\ (m + k ) ! (2k)! 


(6.40) 
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Por exempio, quando a = 0, 2, 4, 6 (m=0, I, 2, 3) os polinomios correspondentcs 
sao 

« 1 (j£') = 1, 1 - 3 a- 3 , I - 10a 2 + ' 3 a -A 4 , 1 - 21 a 2 + 63a 4 - H ^ x 6 . 

A serie para h 2 (a) nao e um polinomio quando <i e par, devido ao coeficiente de 
a 2 " +i nunca se anular. 

Quando it e um inteiro impar positive, os papes de u, e u 2 aparecem trocados; a 
serie para u 2 (x) vem um polinomio e a serie para h,(a) nao e um polinomio. Concre- 
tamente se a = 2m + I temos 

(6.41) u 2 (a) = x + — — !)2 * (2m + 2k + - - ) - x 2k+1 . 

(2m + 1 )!“' (m — k)l(m + k)[(2k + 1 )! 

Por exempio, quando a - I, 3, 5 (m= 0, l, 2), os correspondences polinomios sao 

U 2 (x) = X , X - f A 3 , A - "3* a 3 + ~ix 5 . • 


6.19. Os polinomios de Legendre 

Algumas das propriedades das solu<;6es polinomiais da equaqao de Legendre podem 
deduzir-se directamente da equacao diferencial ou das formulas (6.40) e (6.41). 
Outras deduzem-se mais facilmente partindo de outra formula para esses polinomios 
que vamos deduzir agora. 

Vamos estabelecer, em primeiro lugar, uma formula simples que content (a menos 
de factores constantes) os polinomios (6.40) e (6.41). Seja 


(6.42) 



• (—l) r (2fi - 2r)! 
r! (n — /•)! (n — 2r)\ 


onde [nH] representa o.maior inteiro < nil. Vamos provar que este e o polinomio de 
Legendre de grau n introduzido no capitulo 1 . Quando ti e par e o produto de uma 
constante pelo polinomio m,(a) dado em (6.40); quando. n e impar, e o produto de 
uma constante pelo polinomio u 2 (x) dado em (6.41)t Os sete primeiros polinomios de 
Legendre sao definidos por 

P 0 (x) = l , P 2 (x) = A, . /»,( A) = i(3A 2 - 1), P 3 (x) = K5A 3 - 3a), 

J° 4 (a) = M35a 4 - 30a 2 + 3), P s ( a) = '(63a 3 - 70a 3 + 15a), 

Pc(x) = ,1(231 a 6 - 315a 4 + I 05a 2 - 5). 

t Quando n e par, por exempio n = 1m, podemos substituir o indice de somagao k na equaeao (6.40) por 
um novo indice r, onde r = m - k\ encontramos que a soma (6.40) e o produto de uma constante por 
P n {x). Analogamente, quando n e impar, uma mudanga de indice transforma a soma (6.40) no produto de 
uma constante Dor Plx). 
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\ figura 6. 1 representa os graficos das cinco primeiras dessas fungoes no intervalo 

-Ul. 


y 



Fig. 6.1. Graficos dos polinomios de Legendre no intervalo l — l, .11. 

Podemos agora demonstrar que, a menos de factores escalares, os polinomios de 
Legendre sao os obtidos por aplicapao do metodo de ortogonalizaijao de Gram- 
Schmidt aos polinomios l, x, x 1 , . . . , com o produto interno 


(/> g) = J^/togto dx . 


Em primeiro lugar observe-se que se m =£ n os polinomios P„ e P m sao ortogonais 
porque sao fungoes proprias de urn operador simetrico correspondendo a valores 
proprios distintos. Tambem, uma vez que P„ tem grau « e P 0 = I, os polinomios 
P 0 (x), P,{x), .... Pj^x) geram o mesmo subespaQO que 1, x, x n . Na Secgao 1.14, 
Exemplo 2, construimos outro conjunto ortogonal de polinomios y 0 , y„ y 2 , .. ., tais 
que y 0 (x), >>,(*), . . , y n (x) geram o mesmo subespago que 1, jc, . . . , x« para todo n. O 
teorema de ortogonalizacao (teorema 1.13) diz*nos que, excepto para factores esca- 
lares, existe unicamente um conjunto de fumjoes ortogonais com esta propriedade. 
Por tal facto devemos ter 


P (x) = c„y n (x ) 
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para algum escalar c„. O coeficiente de x" em y n (x) e 1, de maneira que c„ e o coefi- 
ciente de x n em P„(x). De (6.42) vemos que 


_ (2n)\ 
2”(n !) 2 


6.20. Formula de Rodrigues para os polinomios de Legendre 
Na soma (6.42), definindo P„(x), observamos que 

\2n - 2r)! x „_ Zr = d P x *„_ 2r 1 = J_ M 

(n — 2r)! dx n r!(n-r)! nil//’ 


em que (?) e o coeficiente binomial, e escrevemos a soma na forma 


P.M = 


l d n 
2”n!dx n 



x 2n ~ 2r 


Quando ln/2] < r < n, o termo x 1 "- 1 ' tern grau inferior a «, e portanto a sua derivada 
de ordem n e zero. Deste modo nao se altera a soma se fizermos com que r tome os 
valores de 0 a n. Isto da-nos 


P„(x) = 


1 d” 
2”n ! dx" 



x 2n ' 2r . 


Vemos agora que a soma do segundo membro e o desenvolvimento do binomio 
(x 2 — 1)". Quer dizer que podemos escrever 


P«(x) = — — (x 2 - l) n . 
2 n rt!dx n 


Esta e a conhecida formula de Rodrigues, em homenagem a Olinde Rodrigues (1794- 
1851), um econo mista e reformador frances. 

Com a formula de Rodrigues e a equagao diferencial, podemos derivar um nume- 
ro importante de propriedades dos polinomios de Legendre. Algumas dessas proprie- 
dades apresentam-se a seguir. As correspondentes demonstrates serao efectuadas no 
proximo conjunto de exercicios. 

Para cada n > 0 temos 

Pn( 1 )= 1 - 


Alem disso, P„(x) e o unico polinomio que satisfaz a equa<;ao de Legendre 

(1 — x 2 )y” — 2 xy' + n(n + l)j = 0 
e tern o valor 1 quando x = I. 
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Para cada n > 0 temos 

f„(-x) = (-l)7„W. 

Isto prova que P„ e uma fungao par quando n e par, e uma fungao tmpar quando n e 
tmpar. 

Ja mencionamos a relagao de ortogonalidade 

P n (x)PJx) dx = 0 se m n. 

Quando m = n temos a expressao da norma 

WPnf = f [P„(x)] 2 dx=— Z~. 

J - i 2n + 1 

Todo o polinomio de grau n pode _ser expresso como uma combinagao linear de 

polinomios de Legendre P 0 , P„ P„. Com efeito, s e/e um polinomio de grau n 

temos 


/(*) = J,c k P t (x), 

onde 

c k = 2k -~ 1 J f(x)P k (x) dx . 

A partir da relagao de ortogonalidade resulta que 

g(x)P K (x) dx = 0 

para todo o polinomio g de grau menor que n. Esta propriedade pode usar-se para 
provar que os polinomios de Legendre P„ tem n zeros reais e distintos situados no 
intervalo (- 1, 1). 


6.21. Exercicios 

1. A equagao de Legendre (6.35) com a = 0 tem uma solugao em forma de polinomio 
«,(x) = 1 e a solugao u 2 , nao um polinomio dada pela serie na equagao (6.41). 

(a) Mostrar que a soma da serie com u 2 e dada por 

1 l + x 

« 2 (*) = 2 lo B P ara W < 1 • 

(b) Verificar directamente que a fungao u 2 da alinea (a) e uma solugao da equag&o de 
Legendre quando a = 0. 

X Mostrar que a fungao /definida por 
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fix) = 



1 +x 
1 -x 


para |x| <1 satisfaz a equafao de Legendre (6.35) com a = I. Exprimir esta fun?ao como 
uma combinafao linear das soluqoes u t e u 2 dadas na cquaqao (6.38) e (6.39). 

3. A equaqao de Legendre (6.35) pode escrever-se na forma 


k * 2 -D/r -*(<* + i>3'=o. 

(a) Se a, b, c sao conslantes com a > b e 4c + 1 > 0, mostrar que a equafao diferencial do 
tipo 

[(a: - a)(x - b)y']' - cy = 0 

pode Iransformar-se numa equaqao de Legendre mediante uma mudanfa de variave! da 
forma x — At + B, com A > 0. Determinar A e B em funqao de a e b. 

(b) Utilizar o metodo seguido em (a) para transformar a equaqao 


(x 2 - x)y" + (2x - 1)/ - 2y = 0 

numa equaqao de Legendre. 

4. Achar duas so I u foes independentes, em forma de serie de potencias, da equagao de Hermite 

y" — 2 xy + 2 ay =0 

num intervalo da forma (— r, r). Mostrar que uma destas solufoes e um polinomio quando 
a e inteiro nao negativo. 

5. Determinar uma soluqao, em forma de serie de potencias, para a equafao diferencial 

*/ + (3 + at *)/ + 3x?y ~0 

valida para todo o valor de x. Determinar uma segunda soluqao da forma r = a-* 2 
valida para a - + 0. 

6. Determinar uma soluqao, em forma de serie de potencias, da equafao diferencial 


a 2 / + x*y' - (our + 2)y = 0 


valida num intervalo da forma (— r, r). 

7. Dadas duas funqoes analiticas A e B num intervalo (x,, — r,x a + r), por exemplo 


Mx) = £ a„(x - A 0 )" , B(x) - 2 b„(x - x 0 ) n . 


'i: pode demonstrar-se que o produto C(x) = A ( x ) B(x) e tambem uma funfao analitica em 

j; (a 0 — r, x„ + r). Este exercicio mostra que C admite um desenvolvimento em serie de po- 

| tencias 
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C(X) = 2 C «( X ~ X 0> n • ° nde C„ = 2 ■ 

«=0 *r=0 

(a) Utilizar a regra de Leibniz para a derivada de ordem n de um produlo para demonstrar 
que a derivada de ordem ndeCe dada por 

C M (x) = J 

(b) Fazer uso do facto de que A W(x 0 ) — k\ a t eS("-*Xx 0 ) = (n - k)\ b„_ k para obter 


C (n, (x 0 ) n! £ a k b„_ k . 

Jt=0 

Visto que d"l(x 0 ) = n\ c n , isto prova a formula pretendida para c„. 

Nos exercicios 8 a 14, P„{x) representa o polinomio de Legendre de grau n. Estes exercicios 
constituem esquemas de demonstrates das propriedades dos polinomios de Legendre referidos 
naSecgao 6.20. 

8. (a) Recorrer a formula de Rodrigues para demonstrar que 

p„(x) - 1 (x + ir + (x - i)e„(x), 

onde Q„(x) e um polinomio. 

(b) Provar que P n ( 1) = 1 e que P„(- 1) = (- 1)". 

(c) Provar que P„(x) e o unico polinomio solugao da equagao de Legendre (com a = n) 
tendo o valor 1 quando x = 1. 

9. (a) Lfsar as equates diferenciais a que satisfazem P n c P m para mostrar que 

[(1 - x*)(P n P' m - p;,p m )Y - [«(« + 1 ) - m(m + 1 )]P n P m . 

(b) Se n, integrar a equagao da alinea (a) de — 1 a 1 para estabelecer outra demons- 
tragao da relagao de ortogonalidade 

P n (x)P m (x) dx = 0 . 

10. (a) Seja /(x) = (x 2 - 1)". Recorrendo a integragao por partes provar que 
j 1 _ i f {n) (x)f M (x)dx = — J^ i / tn+1) (xy (n_1| (x) dx . 


Aplicar esta formula repetidamente para deduzir que o integral do primeiro membro c 
igual a 
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(b) A substituicao x = cos t transforma o integral JJj(l - x'ydx em Jo /2 sen !,,+l r dt. Utilizar 
a relapao 


>/2 

sen 3n + 1 1 dt 


2n(2n - 2) • • • 2 
(2n + 1)(2 n - 1) • • • 3 ■ 1 


e a formula de Rodrigues para obter 


/>■« 

11. (a) Mostrar que 

(2 n)! 

+ Qn(x ) , 

onde (? n (x) e um polinomio de grau inferior a n. 

(b) Exprimir o polinomio f(x) = x 4 como uma combinapao linear de P Bl P„ P 2 , P, e P t . 

(c) Mostrar que todo o polinomio / de grau n se pode exprimir como uma combinapao 
linear dos polinomios de Legendre P 0 , P,, . . . , P n . 

12. (a) S e/e um polinomio de grau n, escrever 


/(*) = 2 C*P k (x) . 

llsto e possivel devido ao Exercicio 1 1(c). 1 Para um valor de m fixo, 0 < m < n, multiplicar 
ambos os membros dcsta cquapao por P m (x) e integrar de — i a 1. Utilizar os Exercicios 
9(b) e 1 0(b) para deduzir a relapao 

2m + 1 f 1 

c m = — j — J f(x)P m (x) dx. 

13. Utilizar os Exercicios 9 e II para demonstrar que j^ 1 'g(x)P„(x)dx! = 0 para todo polinomio 
g de grau inferior a n. 

14. (a) Com o auxilio do teorema de Rolie provar que P„ nao pode ter raizes multiplas no 
intervalo aberto (— I, 1). Por outras palavras, quaisquer raizes de P„que estcjam em (— 1, 
1) serao raizes simples. 

(b) Suponhamos que P n tern m raizes no intervalo (—1, 1). Se m = 0, seja Q a (x) = 1. Se 
/n>l, seja 


Q m (x) = (x - x x )(x - x s ) - ■ • (x - x m ) , 

onde x,, x 2 , . . . , x m sao m raizes de P H em (— 1, l). Provar que, em cada ponto x de (— l, 1), 
Q„(x) tern o mesmo sinal que P„(x). 

(c) Com recurso a alinea (b) e ao Exercicio 13, provar que a dcsigualdade m <n conduz 
a uma conclusilo absurda. Significa isto que P„ tern n raizes reais distintas, todas situadas 
no intervalo aberto (—1, 1). 

15. (a) Provar que o valor do integral P n (x)P' n+ ,(x)dx e independente de n. 

(b) Calcular o integral Jli x P„ (x)P n _ ,(x)dx. 
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6.22. O metodo de Frobenius 

NaSeccao6.17 aprendemos a determinar solucoes, em forma de series de potencias, 
da equacao diferencial 

(6.43) y" + Pi(x)y' + P‘i(x)y = 0 

nura intervalo centrado num pronto x 0 , onde os coeficientes P , e P 2 sao funcoes anali- 
ticas. Se um dos coeficientes P, ou P 2 nao for analitico numa vizinhanca de x 0 , pode 
ou nao existir a soluqao serie de potencias na vizinhanca de x 0 . Por exemplo, supon- 
hamos que tentamos determinar uma serie de potencias soluqao da equacao diferen- 
cial 

(6.44) x‘Y - y' — y — 0 

numa vizinhanca de x 0 = 0. Se admitimos que existe uma solu?ao da forma y = 2 a i<x k 
e substituimos esta serie na equacao diferencial somos conduzidos a formula 

n 2 — n — 1 

fl ti+l — . a n ■ 

n + 1 

Embora isto nos de uma serie de potencias y = 2 a*** que verifica formalmente (6.44), 
o criterio do cociente mostra que esta serie de potencias converge unicamente para 
x — 0. Assim, nao existe uma soluqao de (6.44) sob a forma de uma serie de potencias, 
valida em qualquer intervalo aberto centrado na origem. Este exemplo nao contradiz 
o teorema 6.13, porque quando escrevemos a equacao (6.44) na forma (6.43) encontra- 
mos que os coeficientes P, e P 2 sao dados por 

PiW= - 1 ,- c P 2 (x) = - 

X 2 X 2 

Estas funcoes nao admitem desenvolvimentos em serie de potencias em torno da ori- 
gem. A dificuldade aqui e que o coeficiente de y" em (6.44) tem o valor 0 quando x = 0, 
por outras palavras, a equacao diferencial tem um ponto singular em x = 0. 

Para apreciar as dificultades que se apresentam na investigaqao das equacoes dife- 
renciais na vizinhanca de um ponto singular e necessario um conhecimiento da 
teoria das funcoes de um variavel complexa. Contudo, alguns casos particulares 
importantes das equacoes com pontos singulares podem ser tratados por metodos 
elementares. Por exemplo, suponhamos a equacao diferencial em (6.43) equivalente 
a uma eauaqao diferencial da forma 

(6.45) (x - x 0 )Y + (x - x 0 )P(x)y + Q(x)y = 0 , 

em que P e Q admitem desenvolvimentos em series de potencias em algum intervalo 
aberto (x 0 - r, x 0 + r). Neste caso dizemos que x 0 e um ponto singular regular da 
equacao. Se dividirmos ambos os membros de (6.45) por (x — x 0 ) 2 a equacao vem 
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f 4- / + 

X — x n 


~^y = 0 


para x ^ x 0 . Se / > (x 0 ) * 0 ou Q(x 0 ) * 0, ou se (?(x 0 ) = 0 e ^'(x,,) # 0, quer o coefi- 
ciente de y quer o coeficiente de y niio admitirao desenvolvimento em serie de po- 
tencias em torno do ponto jc 0 , pelo que o teorema 6.13 nao sera aplicavel. Em 1873 
o matematico alemao Georg Frobenius (1849-1917) desenvolveu urn metodo muito 
pratico para tratar tais equagoes. Enunciaremos o teorema de Frobenius, mas nao 
daremos a demonstrapao+ . Na proxima Secpao apresentaremos pormenores da de- 
monstrapao para um caso especial importante, a equapao de Bessel. 

O teorema de Frobenius desdobra-se em duas partes, que dependem da natureza 
das raizes da equapao quadralica 


(6.46) 


l(t - 1) + P(x 0 )t + Q(x 0 ) = 0. 


Esta equapao quadratica chama-se a equapao indicial da equapao diferencial dada 
(6.45). Os coeficientes P(x 0 ) e Q(x 0 ) sao termos constantes no desenvolvimento de P 
e Q em serie de potencias. Sejam a, e ar 2 raizes da equapao indicial. Estas raizes po- 
dem ser reais ou complexas, iguais ou distintas. O tipo de solupao oblido pelo metodo 
de Frobenius depende de se estas raizes diferem ou nao por um mimero inteiro. 

TEOREMA 6.14. PRIMEIRO CASO DO TEOREMA DE FROBENIUS. Sejam a, e a 2 raizes 
da equapao indicial e admita-se que a, a 2 nao e um mimero inteiro. A equapao dife- 
rencial (6.45) tern duas solupdes independentes u, e u 2 da forma 


(6.47) ui(x) = jx — x 0 r‘2 a n( x — x 0 )\ com a 0 = 1 , 

71 —0 

e 

(6.48) u 2 (x) = \x — x 0 r*Z*»(x — * 0 ) n , com *o=l- 

n =0 

Ambas as series convergem no intervalo [x — x 0 | < r, e a equapao diferencial e satisfeita 
para 0 < |x - x 0 | < r. 

TEOREMA 6.15. SEGUNDO CASO DO TEOREMA DE FROBENIUS. Sejam . 0 * e as 
raizes da equapao indicial e admita-se que a 2 —\a 1t = N, um inteiro nao negativo. A 
equapao diferencial (6.45) tern uma solupao u, da forma (6.47) e outra solupao indepen- 
dente u 2 da forma 

(6.49) u 2 (x) = .|x - x 0 |“ s 2 b r,( x - x 0 )" + C Uj(x) log |x - x 0 | , 

71=0 


t Para o estudo da demonstracao ver E. Hillc, Analysis. Vol. II, Blaisdcll Pub. Co., 1966, ou E. A. Cod- 
dington, An Introdution to Ordinary Differential Equations. Prentice-Hall, 1961. 
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onde b 0 = 1. A constant e C e diferente de zero se N = 0. Se N > 0, a constante C pode ou 
nao ser zero. Como no caso anterior ambas as series convergem no intervalo |x — x 0 | < r 
e as solufoes sao validas por 0 <|x-x 0 !<r. 


6.23. A equa^ao de Bessel 

Vamos aqui aplicar o metodo sugerido por Frobenius para resolver a equapao de 
Bessel 

(6.49) x 1 }’” + xy' + (x 2 — <x 2 )y = 0 , 

onde a e uma constante nao negativa. Esta equapao aparece em problemas relativos 
a vibragoes de membranas, fluxo de calor em cilindros e propaga?ao de corrente elec- 
trica em conductores cilindricos. Algumas das suas solupoes sao conhecidas por 
funpoes de Bessel. As funfdes de Bessel aparecem igualmente em certos problemas da 
Teoria dos Numcros. A equapao recebeu o nome do astronomo alemao F. W. Bessel 
(1784-1816), muito embora tivesse ja aparecido anteriormente nas investigates de 
Daniel Bernoulli (1732) e Euler (1764). 

A equagao de Bessel tern a forma (6.45) com x„ = 0, P(x) = 1, e Q(x) = x 1 — a 2 , 
pelo que o ponto x 0 e urn ponto singular regular. Visto que P e Q sao analiticas em 
todo o eixo real, vamos tentar determinar soluqoes da forma 

an 

(6-50) y = lxl ‘Ia n x\ 

n = 0 

com a 0 + 0, valida para todo real jc, com a possivel excepgao de x = 0. 

Consideramos, em primeiro lugar, x > 0, pelo que [x|' = x r . A derivaqao de (6.50) 
da-nos 


y' = tx‘ x l ~ 1 J l (n + t)a„x n . 

n=0 7J=-0 n=0 

Analogamente, obtemos 

y" = x ( 2 1 (n + t)(n + t - l)a„x n . 

7l“0 

Se L(y) = x 2 y.~ + xy' + (x 2 - a 2 )y, obtemos 

L(y) = x‘2(n + t)(n + t - l)a n x n + x‘ £ (n + t)a„x” 

n — 0 n— 0 

+ x‘^a n x n+2 - = x‘2 [(n + t) 2 - <x 2 ]a„x n + x‘ £ n n x B+ *. 

n— 0 n=0 tt=0 n=0 

Fagamos agora L(y) = 0, suprimamos x' e tentemos determinar os a„ de modo que o 
coeficiente de cada potencia de x seja "nulo. Para o termo independente e necessario 
que ( t 2 — a 1 )a 0 = 0. Como procuramos uma solupao com a 0 ^ 0, isto exige que 



Equagoes diferenciais lineares 


207 


(6.51) 


t z - a 2 = 0 . 


Esta e a equaqao indicial. As suas raizes a e — a sao os unicos valores possiveis de t 
que podem dar-nos uma solugao do tipo desejado. 

Consideremos em primeiro lugar a escolha t = a. Para este t, as restantes equates 
para a determinaqao dos coeficientes escrevem-se 

(6.52) [(1 + a) 2 — a 2 ]a x = 0 e [(« + a) 2 — a 2 ]a n + a n _ t = 0 

para n > 2. Uma vez que a > 0, a primeira destas equagoes implica que a, = 0. A se- 
gunda formula pode escrever-se 

r., a n — 2 a n— Z 

(6.53) a n . ~ . * 

(n + a) — a n{n + 2a) 

pelo que a, = a 5 = a 7 = . . . = 0. Para os coeficientes com indices pares temos 


= 


-Oo 


■a» 


2(2 + 2a) 2 2 (1 + a) 


a 4 .= 


—a. 


(-D 2 ^ 


-a 4 


4(4 + 2a) 2*2 ! (1 + a)(2 + a) ’ 

(-lfao 


e, em geral, 


6(6 + 2a) 2 6 3 ! (1 + a)(2 + a)(3 + a) 





2 2n n!(l-f aX2 + a)---(n + a) 
Consequentemente a escolha t = a da-nos a soluqao 

(-D" 


y = ao*“ 1 + 2 


22 ”«! (1 + *X2 + 


n x 2n \ 

F a) • • • (n + a)/ 


O criterio do cociente mostra que a serie de potencias que apafece nesta formula 
converge para todo o real x. 

Nesta discussao admitimos que x > 0. Se x < 0 podemos repetir a discussao com 
x‘ substituido por (— x)'. Encontramos ainda que t deve satisfazer a equaqao t 1 — a* = 
— 0. Fazendo t = a obtemos a mesma soluqao, excepto que o factor x a e substituido 
por (— x) a . Deste modo a funqao f„ dada pela equagao 


(6.54) 


/«(*) = «o i*i* i + 2 , 


(~i r 


^2*"n!(l +«X2 + «)---(n + «V 


e uma solufao da equaqao de Bessel valida para todo o real x ^ 0. Para os valores de a 
para os quais existem f' a (0) e /' (0), a soluqao tambem e valida para x = 0. 
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Consideremos agora a raiz t — — a da equagao indicia!. Obtemos, em vez de (6.52), 
as equagoes 

[(1 - a) 2 - a J K = 0 e {(« - a) 2 - a 2 ]a„ + a n _ 2 = 0 , 


que sao equivalentes a 

(1 — 2 a)a 2 — 0 e «(n — 2a )a„ + a„_ 2 = 0. 


Se 2a nao for inteiro, estas equagoes dao-nos a, — 0 e 


n(n — 2a) 


para n > 2. Uma vez que esta formula de recorrencia e a mesma que (6.53), com a 
substituido por —a, somos conduzidos a solugao 


(6.55) 


f^(x) = a 0 |x| *1+2 


(-1 )V 


2 2n «! (1 — a)(2 — a) ■ • • (n - a) 


valida para todo o real x =£ 0. 

A solugao /_ a foi obtida sob a hipotese de que 2a nao e urn inteiro positivo. Con- 
tudo, a serie para /_„ tern ainda sentido no caso de 2a ser urn inteiro positivo, com 
tanto que a o nao seja. Pode verificar-se que f_ a satisfaz a equagao de Bessel paratal 
valor de a. Assim, para cada a > 0, temos a serie solugao /„ dada pela equagao (6.54); 
e se a nao for urn inteiro nao negativo encontramos outra solugao f_ a dada pela 
equagao (6.55). As duas solugoes f a e f_ a sao independentes, uma vez que lima de- 
las ->■00 quando x-*0, e a outra nao. Seguidamente simplificaremos a forma das solu- 
goes. Para o conseguir necessitamos de algumas propriedades da fungao gama de 
Euler que passamos a recordar. 


Para cada real s > 0 define-se T (.?) pelo integral improprio 

Este integral converge se s > 0 e diverge se s < 0. A integrag§o por partes conduz a 
equagao funcional 

(6.56) r(j+l) = ir(i). 


Isto implica que 
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r (j + 2) = (j + i)r(j + i) = (s + i> rw, 
r ( S + 3 ) = (s + 2)ro + 2) = (j + 2) (s + i> r(j) , 

e, era geral, 

(6.57) r(» + «) = (j + n — 1) * * * (s + l)s r(j) 

para todo o inteiro positivo n. Visto que P(l) = fg>e‘ dt = 1, quando fazemos s = 1 em 
(6.57) encontramos 

I> + !) = «!. 


Assim se conclui que a fungao gama e uma extensao, para os numeros reais, positivos 
da fungao factorial definida para numeros inteiros. 

A equagao funcional (6.56) pode usar-se para a extensao de T (s) a valores negati- 
ves de s, nao inteiros. Escrevemos (6.56) na forma 


(6.58) 


m = 


ns + 1 ) 

s 


O segundo membro tern sentido se s + 1 >Oej^ 0. Deste modo,. podemos usar esta 
equagao para definir r(s) se — 1 < s < 0. O segundo membro de (6.58) tern agora sig- 
nificado se s + 2 > 0, s=t —1, s=£ 0, e podemos usar esta equagao para definir r(.r) 
para — 2 <.?<—). Continuando deste modo, podemos generalizar a definigao de 
T(j) por indugao ao intervalo aberto da forma — n < s < —n+ I, em que n e um 
inteiro positivo qualquer. A equagao funcional (6.56) e a sua generalizagao (6.57) sao 
agora validas para todo o real s para o qual ambos os membros tenham significado. 


Voltemos de novo a discussao da equagao de Bessel. A serie para f a na equagao 
(6.54) contem o produto (1 + a){2 + a). . .(n 4- a). Podemos exprimir este produto 
por intermedio da fungao gama fazendo s = 1 + a em (6.57). Obtemos 

(1 + a)(2 + a) * • • (n + a) = ^ • 

r(l + a) 

Deste modo, se escolhemos a 0 - 2 ~ a l T(1 + a) na equagao (6.54) e representamos a 
fungao resultante f a (x) por /„(*) quando x > 0, a solugao para x > 0 pode escrever-se 


(6.59) 


'.(*) = 


(- 1 )” 


2/ T(n + 1 + <x)\2 


A fungao J a definida por esta equagao para x>0ea|0 chama-se a fungao de Bessel 
de primeira especie e de ordem a. Quando a e um inteiro nao negativo por exemplo 
a = p, d fungao de Bessel e dada pela serie de potencias 
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oo 

hi *) = 2 


(-1 r 


n! («.+ P) ' \2, 


2n+p 


(J» = o, 1, 2,...). 


Esla e tambem uma solugao da equagao de Bessel para x < 0. Extensas tabelas das 
fungoes de Bessel estao ja calculadas. Na figura 6.2 representam-se os graficos de 
duas fungoes, J 0 c J,. 


y 



Podemos definir uma nova fungao J _ 0 por substituigao de a por — « em (6.59), se a 
e tal que r(n + 1 — q) tern significado; isto e, se a nao for um inteiro positivo. Por- 
tanto, se x > 0 e a > 0, or =£ 1 , 2, 3, . 1 . , definimos 


J-aW = 



(- 1 )" 

n ! T(n + 1 — a) 



Fazendo s = 1 — a em (6.57) obtemos 


r(/i + 1 — a) = (1 — a) (2 — a) • • • (n — a) T(1 — a) 


e vemos que a serie para J-Jx) e a mesma que para /_,,(.*) ua equagao (6.55) com 
a 0 = 2 1 * 1 T (l — a), x > 0. Portanto, se a nao for um inteiro positivo, J_„ e uma solu- 
gao da equagao de Bessel para x > 0. 

Se a nao for inteiro, as duas solugoes J a (x) e J_„(x)sao linearmente independen- 
tes no semi eixo real positivo (visto que o seu cociente nao e constante) e a solugao 
geral da equagao de Bessel para x > 0 e 

y = c i J a.(x) + c^J^ix) . 

Se a e um inteiro nao negativo, por exemplo a = p, encontramos unicamente a so- 
lugao J p e os seus produtos por constantes validos para x > 0. Outra solugao, indepen- 
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dente desta, pode ser encontrada pelo metodo descrito no Exercicio4da Secgao6.16. 
Este estabelece que se h, e uma soiugao d ty"+ P,y' + P^y = 0 que nuncase anula num 
intervalo /, uma segunda soiugao u 2 independents de u x e dada pelo integral 

U 2 (x) — Mj(x) f dt, 

onde (?(x) = e~f p ‘^ x . Para a equagao de Bessel temos P,(j c) = \lx, pelo que Q(x) = 
= 1/x e uma segunda soiugao u 2 e dada pela formula 

(6.60) u 2 (x) = J P (x) f 1 dt , 

Jc 

secer estao num intervalo / no qual J p nao se anula. 

A esta segunda soiugao pode dar-se-lhe outras formas. Por exemplo, da equagao 
(6.59) podemos escrever 

1_ J_ 

[JM 

onde g p (0) y 0. No intervalo I a fungao g p admite urn desenvolvimento era serie de 
potencias 

g,(t)=fA n P 

n— 0 


o qual pode determinar-se igualando coeficiente na identidade gp(/)U f (/)] 2 = t'p. Se ad- 
mitirmos a exislencia de urn tal desenvolvimento, o integrando em (6.60) toma a forma 


1 

turn 2 


i 

j2p+l 


n=0 


Integrando termo a lermo de c a x obtemos um lermo logaritmico A lp log ,v (da poten- 

cia t mais uma serie da forma x' 2 /’ 2 B„x n . Por conseguinte a equagao (6.60) toma 
a forma 

u 2 (x) = A 2v J p (x) log x + J P (x) X - 2v J | B n x ,, . 

Pode demonstrar-se que o coeficiente A 2p ^ 0. Se multipiicamos u 2 (x) por MA 2p a 
soiugao resultante designa-se por K p (x) e tern a forma 

K p (x) = J p (x) log x + x _ ’2C„x" . 

71=0 

Esta e a forma da soiugao indicada pelo segundo caso do teorema de Frobenius. 
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Uma vez chegados a esta formula, podemos verificar que existe realmente uma 
solucao deste tipo, substituindo o segundo membra na equacao de Bessel, e determi- 
nando os coeficientes C„ de modo que a cqua^ao seja satisfeita. Os pormenores deste 
calculo sao extensos e por tal motivo sao omitidos. O resultado final pode ser expresso 
por 


K p (x) = J„(x) log x 




i (*Y V V (p - « - 1)! AY n 


2\2 


n=0 


n! 


2\2}£ o n\{n + p)\ 



onde h o =0 c h n — \ +{+...+ \ln para n > 1. A serie do segundo membra converge 
para todo o real x. A funcao K p definida para x > 0 por esta formula chama-se a 
funcao de Bessel de segunda especie de ordem p. Porque K p nao e o produto de uma cons- 
tante por J p , a solucao geral da equacao de Bessel neste caso para x > 0 e 

. y — c i /„(*) + c 2^J.x) . 


No conjunto de exercicios que se apresenta a seguir sao analisadas mais algumas pro- 
priedades das funcoes de Bessel. 


6.24. Exercicios 

1. (a) Seja / uma solucao qualquer da equacao de Besselde ordem « e g (x) = x l//j /(.v) para 
V > 0. Demonstrarqueg verified a equacao diferencial 

„ / 1 — 4oc 2 \ 

(b) Quando 4a 2 = 1 a equacao diferencial da alinea (a) transformase em y" + y = 0; a sua 
solucao geral e y = A cos x + B sen x. (Jtilizar este facto e a igualdadet r(r) = \fY para 
mostrar que, para x > 0, 


/ 

2 


/ 

2 

W = (: 

— ) sen x 

r tXJ 

e 

i-nW = (- 

— 1 cos X 
rvxj 


(c) Deduzir as formulas da alinea (b) directamente a partir das series para J,/ 2 {x) e /_ 1/2 (x). 
2, Utilizar a representacao das func&es de Bessel era series de potencias para provar que 

d 

(a) . 


t A mudanca de varidvel t = id da-nos 


r «>-£ 


t-'Ae-t dt 




e-w 


du = Yi> 


(Ver Exercicio 16 da Scccao 1 1 .28 para a demonstrac^o de que 2 J 0 ® e ~u z du = *.) 
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(b) jr = -r*; j+1 W . 

3. Seja F„(.v) - .v'’7„(v) e = .V'./,( v) para x > 0. Obscrvar que cada raiz positiva de /, 

e raiz de f a e e tambem uma raiz de G„. Utilizar o teorcma de Rolle e o Exercicio 2 para 
demonstrar que os raizes positivas de J t , e /,,, se intercalam, isto e, existe uma raizde/, 
entre cada par de raizes positivas de J. . ,, e uma raiz de 7. . . entre cada par de raizes positivas 
de . (Ver ftgura 6.2). 

4. (a) A partir das relapoes do Exercicio 2 deduzir as formulas de recorrencia 

^.W+W-J^W e ^JJx) -/'(*) = / a+1 (x). 

(b) Utilizar as relacoes da alinea (a) para deduzir as formulas 

4— iW 4- 4uW = ^ e -/ a+ i(x) = 2/;(x). 


5. Do exercicio 1(b) e de uma formula de recorrencia conveniente mostrar que 


j *aM = 




' COS X 



Achar uma forma analoga para 7 . J( , 2 (x). Observacao. J„(x) e uma funpao elementar para todo 
a que seja igual a urn meio de um inteiro impar. 

6. Provar que 

rdx (J ° (x) +/ «+ iW) = ~ x J ° ix) ’ 

e 

d 

— K(4 tl W) - x(7;(x) - 7* +1 (x)) . 

7. (a) Usar as identidades do Exercicio 6 para provar que 


00 ' ao 

AM + 2 2 7*(x) = 1 e 2 <2 h + lj7 n (x)7„ +1 (x) = *x . 

n=l , n=0 

(b) A partir da alinea (a), demonstrar que|7„(v)j < 1 e|7„(x)| — i/2 para n = 1, 2, 3, e 
todo .v < 0. 

8. Seja g„(.v) = x' j/l f\ax h ) para x > 0, onde a e b sao constantes nao nulas. Mostrar que g„ 
satisfaz a equacao diferencial 

xy" (- {crb'-x^ + j - a 2 b 2 )y = 0 


se, e so se./^ e uma solucaa da equagao de Bessel de ordem a. 

9. Recorrer ao Exercicio 8 para exprimir a solucao geral de cada uma das seguintes equates 
diferenciais por intermedio das funcSes de Bessel para x > 0. 
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(a) y" 4- xy = 0. (c) y" + x m y = 0. 

(b) y " + x*y = 0. (d) x?y" + (x* + = 0. 

10. Generalizar o Exercicio 8 quando f a e g a estao relacionados pela equapao g a (x) = x c f <M (ax b ) 
para x > 0. Achar entao a solupao geral das seguintes equapoes por intermedio das funpoes de 
Bessel para x > 0. 

(a) xy" + 6/ + v = 0. (c) xy + 6/ + x*y = 0. 

(b) xy’ + 6 ^>' + xy = 0 . (d) xPy’ — xy + (x + 1)7 = 0 . 

1 1 . Existe uma identidade para a funpao de Bessel da forma 

M x ) ~ /«(*) = aJ’(x) , 
comoecconstantes. Determinar nee. 

12. Determinar uma serie de potencias solupao da equapao difercncial xy" + y' + y = 0 conver- 
gente para — oo < x < oo. Mostrar que para x > 0 pode exprimir-se por intermedio de uma 
funpao de Bessel. 

13. Considere uma equapao diferencial linear de segunda ordem da forma 

x 2 A(x)y’ + xP(x)y' + Q(x)y = 0, 

onde A (x), P(x), e Q(x) admitem desenvol vimentos em serie de potencias 

A(x) = J a k x k , P(x) = Y Pk * k . GW = 2 9**“ » 

k= 0 k-0 k=0 

com o 0 0, convergente cada uma num intervalo aberto (-r, r). Se a equapao diferencial 
tern uma solupao sob a forma de serie da forma 

oo 

y = x l 2 c„x n , 

«=0 

valida para 0 < x < r, mostrar que I satisfaz a equafao quadratics da forma f 3 + bt + c — 0, 
e determine b ecem funpao dos coeficientes das series de A ( x ), P(x)eQ(x). 

14. Considerar urn caso particular do Exercicio 1 3 no qual A (x) = 1 — x, P(x) = ^ e (}(x) = — Jx. 
Determinar uma serie solupao com t nao inteiro. 

15. A equapao diferencial 2x } y~+ (x 3 — x)y' + y =0 tem duas solupoes independentes da forma 

co 

y = x t ’^c n x n , 

71 — 0 

validas para x > 0. Determinar essas solupoes. 

16. A equapao diferencial nao linear y " + y + txy 1 = 0 e “ligeiramente” nao linear se a for uma 
constante pequena, nao nula. Suponha-se que existe uma solupao que pode exprimir-se como 
uma serie de potencias de a da forma 

GO 

7=2 "«W«" (valida em algum intervalo 0 < a < r) 

11=0 

e queesta solupao satisfaz as condipoes iniciais y = 1 cy' = 0 quando x = 0. Para se ajustar a 
estas condipoes iniciais, tentamos escolher os coeficientes u„(x) de tal maneira que « o (0) = 
1> u o(0) = 0 e u^Q) = u'jfi) para n > 1 . Substituir esta serie na equapao diferencial, igualar as 
potencias de » e determinar u 0 (x) e a, (x). 
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SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS 

7.1. Introdugao 

Embora o estudo das equagoes diferenciais tivesse comegado no seculo XVII, so no 
seculo XIX os matematicos se aperceberam de que relativamente poucas equagoes 
diferenciais podiam ser resolvidas por meios elementares. Os trabalhos de Cauchy, 
Liouville, e outros, mostraram a importancia do estabelecimento de teoremas gerais 
garantindo a existencia de solugoes para certas classes especificas de equagoes dife- 
renciais. O capitulo 6 indica o uso que pode fazer-se de um teorema de existencia e 
unicidade no estudo de equagoes diferenciais lineares. Este capitulo e dedicado a 
demonstragiio daquele teorema e topicos com ele relacionados. 

A teoria da existencia de equates diferenciais de ordem superior pode relacionar- 
se ao caso de primeira ordem pela introdugao de sistemas da equates. Por exemplo, 
a equagao de segunda ordem 

(7.1) y" + 2ty‘ — y — e* 

pode transformar-se hum sistema de duas equates de primeira ordem pela introdu- 
gao de duas fungoes desconhecidas e y onde 

yi = y, y*^y'i- 

Entao tem-se y\ — y”= y", e (7.1) pode escrever-se como um sistema de duas equa- 
goes de primeira ordem: 


(7.2) 


y'i = y* 

yZ = yt - 2 ty 2 + e l . 
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Nao e possivel resolver estas equagoes separadamente pelos metodos do Capitulo 6, 
porque cada uma delas contem as duas fungoes desconhecidas. 

Neste capitulo consideramos sistemas formados por n equagoes diferenciais lineares 
de primeira ordem contendo n fungoes desconhecidas y t , . . . , y„. Estes sistemas tem 
a forma 


y[ = PuiOyi + PizO)yz + h Pi*(0y„ + <h0) 


(7-3) 


y« = PmWyi + PnziOyz + — Y p«n(0y n + q*(t) . 

As fungoes p ik e g, que aparecem em (7.3) consideram-se como fungoes dadas defini- 
das num determinado intervalo J. As fungoes y n . ..,y„sao fungoes incognitas que 
interessa determinar. Sistemas deste tipo chamam-se sistemas lineares de primeira or- 
dem. Em geral, cada equagao do sistema contem mais do que uma fungao incognita 
pelo que as equagoes nao se podem resolver separadamente. 

Uma equagao diferencial linear de ordem n pode sempre transformar-se num siste- 
ma linear. Suponhamos que a equagao de ordem n e 

(7.4) y<"> + ai/”- 11 + ■■■ + a n y = R(t) , 

com os coeficientes a, fungoes dadas. Para transformar esta equagao num sistema, 
escrevemos y , — y e introduzimos uma nova fungao desconhecida para cada uma das 
derivadas sucessivas de y, isto e, escrevemos 

yi = y, y* = yi, y 3 = yl y„ = y;_ 1 , 

e escrevemos (7.4) na forma de sistema 

yi = y 2 
y'z = y 3 


(7.5) 


y' n - j = y« 

y« = -<* n yi - «„_iy 2 aiy n + R (0- 


A discussao dos sistemas pode ser consideravelmente simplificada pelo recurso a 
notagao vectorial e matricial. Consideremos o sistema geral (7.3) e introduzamos as 
fungoes vectoriais Y = (y t , . . . , y„), Q = (q„ . . . , q a ), e uma fungao matricial P = lp, 7 l, 
definida pelas equagoes 
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Y(t) = (yi{t), . . . 2(0 = ( 9l (0, . . . , <?„(0), P(t) = b(01 

para cada t de J. Consideremos os vectores como matrizes colunas n x 1 e escreve- 
mos o sistema (7.3) na forma mais simples: 

(7.6) Y' = P(t)Y+ Q(t). 

Por exemplo, no sistema (7.2) temos 



No sistema (7.5) temos 



Um problema de valores iniciais para o sistema (7.6) c encontrar uma funpao vec- 
torial Y, a qual satisfaz a (7.6) e que tambem satisfaz a uma condipao inicial da forma 
V(a) = B, onde a € J e B = (b,, 6 2 , . . . , b„) e um vector ^-dimensional dado. 

No caso n = 1 (o caso escalar) sabemos do teorema 6. 1 que, sePe0 sao continuas 
em J, todas as solupoes de (7.6) sao dados pela formula explicita 

(7.7) Y(x) = <^ (l, y(a) + e Mx> J* e~ Mt> Q(t) dt , 

onde A (x) = \lP{t)dt , eae qualquer ponto de J. Mostraremos que esta formula pode 
generalizar-se de maneira adequada para sistemas, isto e, quando P{t) e uma funpao 
matricial n X n c Q{t) e uma funpao vectorial /i-dimensional. Para isso temos que atri- 
buir um significado aos integrals de matrizes e as exponenciais de matrizes. Por tal 
motivo vamos efectuar breve digressao referente ao calculo com funpoes matriciais. 
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7.2. Conceitos do calculo para fungoes matriciais 

A generalizagao dos conceitos de integral e derivada para (undoes matriciais e ime- 
diata. Se P(t) = [p//(0K definimos o integral j^P{t)dt pela equagao 

J>(o *-[/>,,(»*]. 

Quer dizer, o integral da matriz P{t) e a matriz obtida por intcgragao de cada ele- 
mento de P(t), supondo evidentemente que cada elemento e integravel em [a, b 1. O 
leitor pode verificar que a propriedade de linearidade para integrals se generaliza as 
fungoes matriciais. 

Continuidade e derivabilidade de fungoes matriciais definem-se igualmente a partir 
dos respectivos elementos. Dizemos que uma fungao matricial P— [p ( j\ e continua em 
t se cada elemento p^e continuo em t. A derivada P'define-se pela matriz que se ob- 
tem derivando cada elemento, 

n0 = tPo-O)], 


sempre que todas as derivadas existam. £ facil provar as regras fundamentals da 
derivagao para somas e produtos. Por exemplo, se P e Q sao fungoes matriciais deri- 
vaveis, temos 


C P + Q)' = P' + Q’ 
caso P e Q sejam do mesmo tipo e tem-se igualmente . 

(PQ)’ = PQ' + P'Q 

se se define o produto PQ. A regra de derivagao da fungao composta continua valida, 
isto e, se F(t) = /Mg(/)1, com P uma fungao matricial derivavel e g uma fungao esca- 
lar derivavel, entao F\t)- g(/)Plg(<)l. O teorema da derivada nula, e o primeiro e 
segundo teoremas fundamentals do calculo sao tambem validos para fungoes matri- 
ciais. As demonstragoes destas propriedades sao pedidas no conjunto de exercicios 
apresentados em 7.4. 

A definigao da exponencial de uma matriz nao e tao simples e exige mais prepara- 
gao. Tal conceito expoe-se na secgao seguinte. 

7.3. Series de matrizes. Normas de matrizes 

Seja A = [dy] uma matriz «xnde elementos reais ou complexos. Pretendemos de- 
finir a exponencial e A de maneira que possua algumas das propriedades fundamentais 
da exponencial ordinaria de valores reais ou complexos. Em particular, pretende-se 
a verificagao da propriedade 

(7.8) e tA e sA — para todo o par s e t. 



Sistemas de equacoes diferenciais 


219 


reais e da rela^ao 


(7.9) e° = I, 

onde O e / sao as matrizes, n x n, zero e identidade respectivamente. Pode parecer 
natural defmir e A como a matriz le ai J}. Contudo, isso e inaceitavel visto que tal defi- 
ni?ao nao satisfaz a nenhuma das propriedades (7.8) e (7.9). Pelo contrario, definiremos 
e A por meio de um desenvolvimento em serie de potencias 


<*> ik 

e A =X~- 

*=o kl 


Sabemos que esta formula e valida se A for um numero real ou complexo e provaremos 
que ela implica as propriedades (7.8) e (7.9) se A for uma matriz. Antes porem de poder- 
nos efectuar as demonstragoes torna-se necessario explicar o que se entende por uma 
serie con vergente de matrizes. 

DEFINICAO DE UMA SfiRIE CONVERGENTE DE MATRIZES. Dada uma sucessao \C k \ 
de matrizes mx n cujos elementos sao numeros reais ou complexos, designe-se o elemento ij 
de C k por £'*! Se todas as series 

(7-10) 0" = 1 m;j = 1, .... n) 

k = 1 

sao convergentes, dizemos entao que a serie de matrizes 2*=i ; C* e convergente, e a sua 
soma define-se como a matriz mx n cujo elemento ij e a serie (7.10). 

Um criterio de convergencia simples e util para uma serie de matrizes pode ser 
estabelecido por intermedio da norma de uma matriz, uma general iza<pao de valor 
absoluto de um numero. 

DEFINICAO DE NORMA DE UMA MATRIZ. Se A = !a, ; ! e uma matriz mxn.de ele- 
mentos reais ou complexos, a norma de A, representada por \\A fl, define-se como sendo o 
numero nao negativo dado por 

tn n 

(7.ii) = 2 

t-i i 


Por outras palavras, temos que a norma de A e a soma dos valores absolutos de 
todos os seus elementos. Existem outras definigoes de norma tambem usadas as 
vezes, mas aqui escolheu-se esta devido a facilidade com que, a partir dela, se podem 
demonstrar as propriedades seguintes. . 



220 


Calculo 


TEOREMA 7.1. PROPRTEDADES FUNDAMENTAL DAS NORMAS. Para as matrizes rec- 
tangulares A e B e todo o escalar real ou complexo c tem-se 

M + *11 < Mil + 11*0 , M*ll < Mil 11*11 . IMII = |c| Mil • 


Demonstrafdo. Vamos demonstrar unicamente o resultado para M*L admitindo 
que A emxneBinxp. As outras demonstrates sao mais simples e como tal sao 
deixadas ao leitor como exercicio. 

Escrevendo A = la ik ], B = [b k j\, temos/1* = I 2*«i a ft^*/]> pelo que de (7.1 1) resulta 


m V 

M*ll = 21 


M J'-l 


n 


2 a *k^kj 
k=l 


m n v m n 


^ 2 2k*!2l*J < 2 2l««l Mil = Mil li*il • 

i=lk=l i=l i=lk=l 


Observe-se que no caso particular em que B = A, a desigualdade para M*fl se con- 
vene em \\A z [| < \\A |j 2 . Por indu^ao temos 


M*ll Mil* para k = 1,2,3,.... 


Estas desigualdades sao uteis na discussao da exponencial de uma matriz. 

O teorema seguinte da-nos uma util condicao suficiente para a convergencia de uma 
serie de matrizes. 


TEOREMA 7.2. CR1TERIO DE CONVERGENCIA DE UMA SfeRIE DE MATRIZES. Se (C k \ 
e uma sucessao de matrizes m X n tais que 2?=il|Cj converge, entao a serie de matrizes 
2 T= i Q tambem converge. 

Demonstrafdo. Representemos por cW o etemento ij de C k . Visto quejc^l < |jC A |, a 
convergencia de 2?=illQtl implica a convergencia absoluta de cada uma das series 
2 *= i c y k *‘ Logo ca da uma das series ^ convergente, pelo que a serie de ma- 

trizes ^.Qeconvergente. 

7.4. Exercicios 

1. Verificar que a propriedade de linearidade dos integrals tambem e valida para integrals de 
funpoes matriciais. 

2. Verificar cada uma das seguintes regras de deriva^ao para funpoes matriciais, admitindo 
que P e Q sao derivaveis. Em (a), P e Q devem ser do mesmo tipo, de modo a que P+Q 
tenha significado: Em (b) e (d) nao e necessarios que sejam do mesmo tipo, bastandoqueo 
produto tenha significado. Em (c) e (d), Q supoe-se nao singular. 

(a) (P + QY = p’ + Q’ . (c) (Qr 1 )' = ~Q- l Q'Q- 1 . 

(b) {PQ)' =PQ' +P'Q. (d) (PQ- 1 )' = -PQ-'Q'Q- 1 +P’Q~ 1 . 

3. (a) Seja P uma fun?ao matricial derivavei. Provar que as derivadas de P 3 e P 3 sao dadas pelas 
formulas 

(P 2 )' = PP' + P'P, ( P »)' = P 2 P’ + PP'P + P'P 2 . 

(b) Escrever uma formula geral para a derivacao de P k e demonstra-la por inducao 
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4. Seja P uma fumpao matricial derivavel e g uma fumpao escalar derivavel cujo contradominio 
e um subconjunto do dominio de P. Definir a funpao composta F(r) - Plg(OI e provar a 
regra de derivapao F(t) = gXriP'lgfr)). 

5. Demonstrar o teorema: Sc P'(t) — O para todo tpertencente a um interval/) aberto (a, b), entao 
a funpao matricial P e constante em (a, b). 

6. Estabelecer c demonstrar generalizapoes dos primeiro e segundo teoremas fundamentals do 
calculo para funqoes matriciais. 

7. Estabelecer e demonstrar uma formula para a integraqao por partes na qual os integrandos 
sao fumpoes matriciais. 

8. Provar as propriedades seguintes da norma de matrizes 

\\A +5|| < Ml] + US II, 1MH = [cl MU. 


9. Se uma funqao matricial P e integravil num intervalo [a, b] provar que 

uvHijriwi*. 


10. Seja D uma matriz diagonal n x n, por exemplo D — diag (A„ . . . , A n ). Provar que a serie 
de matrizes 2 tl 0 D k lk\ converge e e tambem uma matriz diagonal 


D* 


1=0 


— = diag (e+ , . . . ,e x "). 


(O termo correspondentc a k = 0 subentende-se que e a matriz identidade /.) 

1 1. Seja D uma matriz diagonal n X n, D = diag (A A„). Se a serie matricial y^‘ =0 c k D K 

converge, provar que 


2 c k D k = diag (f c,A*, . ... f c k A . 

1=0 \l= 0 1=0 / 

12. Supor que a serie matricial C* converge, com cada C k uma matriz n X n. Provar que a 

serie matricial ( ( ACJB ) tambem converge e que a sua soma e a matriz 

"(l c *) a ' 

Aqui A e B s&o matrizes tais que os produtos AC k B tern significado. 

7.5. A matriz exponencial 

Aplicando o teorema 7.2 e facil provar que a serie matricial 
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Converge para qualquer matriz quadrada A de elementos reais ou complexos. (O termo 
correspondente a k = 0 subentende-se ser a matriz identidade /.) A norma de cada 
termo satisfaz a desigualdade 


A k ur 

k\ ^ kl 


Uma vez que £ a k l k ! converge para todo real a, o teorema 7.2 implica que a serie em 
(7.12) converge para qualquer matriz quadrada A. 


DEFINICAo DA EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ. Para qualquer matriz A, nxn.de ele- 
mentos reais ou complexos. define-se a exponential e A como sendo a matriz nx n dejinida 
pela serie convergente (7.12), isto e. 



Observe-se que esta definiqao implica e° = /, onde 0 6 a matriz nula. Com auxilio 
das equacoes diferenciais estudar-se-ao outras propriedades da exponencial de uma 
matriz. 


7.6. A equacao diferencial verificada por e ,A 

Sejam t um numero real, A uma matriz nx n e E(t) a matriz nx n 

E{i ) = e tA . 

Vamos considerar A fixo e estudar esta matriz como uma funqao de t. Em primeiro 
lugar vamos obter uma equaqao difereftcial a qual satisfaqa E. 

TEOREMA 7.3. Para cada real t a fun^ao matricial E definida por E(t) = e' A satisfaz a 
equafdo diferencial matricial 


Eft) = E(t)A = AEit). 

Demonstrafdo. Da definiqao de exponencial de uma matriz tem-se 


*=0 *• lc =0 K - 


Seja o elemento ij de A k . Entao o elemento ij de t k A k lk\ e t k cW/k !. Por conseguinte, 
da definiqao de uma serie matricial, tem-se 
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(7.13) 


rt v 


NT_r 

^ k ! 
.() ,v 



Cada elemento do segundo membro de (7.13) e uma serie de potencias em t, conver- 
gente para / qualquer. Portanto a sua derivada existe para todo fee dada pela serie 
derivada. 


Z 


fct*- 1 

k! 


Jk) 



Jk-hl) 

c 'i 


Isto prova que a derivada E'(t) existe e e dada pela serie matricial 



Na ultima equaqao aplicamos.a propriedade A k+I — A k A. Porque A comuta com A k 
poderiamos tambem escrever A k+ ' = AA k para obter a relagao E\t) = AE{t), o que 
completa a demonstraijao. 


Nota: A demonstracao anterior tambem prova que A comuta com e tA . 


7.7. Teorema da unicidade para a equacao diferencial matricial F'it) = AF(t) 

A'seguir vamos ocupar-nos de um teorema de unicidade que caracteriza todas as 
solupoes da equacao diferencial matricial F'(t)= AF{t). A demonstraqao faz uso do 
seguinte teorema: 

TEOREMA 7.4. NAO SINGULARl DADE DE e lA . Para qualquer matriz A, n X n, e qual- 
quer escalar t tem-se 

(7.14) e tA e~ tA =I. 

Por conseguinte e tA e ndo singular, e a sua inversa e e~ ,A . 

Demonstra<;do. Seja F a funqao matricial definida para todo real t pela equacao 


F(t) = e tA e~ tA . 


Vamos provar que F{t) e a matriz identidade /, demonstrando que a derivada F'(f) e a 
matriz nula. Derivando F como um produto, usando o resultado do teorema 7.3, en- 
contramos 
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. F’(t) = e tA (e~ tA Y + (e tA )'e~‘ A = e ‘ A (-Ae~ tA ) + Ae tA e~ tA 
= -Ae tA e~ tA + Ae tA e~ tA = O , 

ja que A permuta com e lA . Portanto, segundo o teorema da derivada nula, Fe uma 
matriz constante. Mas F(0) = e OA e~ OA = /, pelo que F{t) = / para todo t. Isto demons- 
tra (7.14). 

TEOREMA 7.5. TEOREMA DE UNIC1DADE. Sejam A e B duas matrizes constantes do 
tipo nx n. A unica furiQao matricial F, nx n, satisfazendo ao problerna do valor inicial 

F'(t) — AF(t) , F(0) = B 

para —ao<t<+aoe 

(7.15) F(t) = e tA B . 

Demonstrafao: Em primeiro lugar observe-se que e ,A B e uma solugao. Seja Fuma 
solu^ao qualquer e considere-se a fum;ao matricial 

G(t) = e~ tA F{t). 


Derivando este produto obtemos 

G'(0 == e~ tA F'(t) - Ae~ tA F(t) = e~ tA AF(t) - e~ ,A AF(t) = Q . 


Por conseguinte G(t) e uma matriz constante. 


G(t) = G(0) = F(0) = B. 


quer dizcr e~ ,A F{t) = B. Multiplicando por e ,A e aplicando (7. 14) obtemos (7. 15). 

Noia; O mesmo tipo de demonstraipao mostra que F(f) = Be ,A e a unica solu?ao 
do problerna do valor inicial 

F'(0 = F{t) A, F(0) = B. 


7.8. Regra do produto de exponenciais de matrizes 

A regra do produto de exponenciais e A <>^= e A + B nem sempre e verdadeira para ex- 
ponenciais de matrizes. Um contra exemplo e dado no Exercicio 13 da Sec?ao 7.12. 
Porem, nao e dificil provar que a formula e verdadeira para matrizes A e B que sejam 
permutaveis. 

TEOREMA 7.6. Se A e B sao duas matrizes permutaveis. AB = BA, entao tem-se 


(7.16) 


= e A e B 
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Demonstraqao: Da igualdade AB = BA deduzimos que 

A*B = A (BA) = (AB)A = (BA)A = BA*, 

pelo que B permuta com A 2 . Por indugao, B permuta com qualquer potencia de A 
Escrevendo e ,A como uma serie de potencias encontramos que B tambem permuta com 
e lA para qualquer real /. 

Seja agora F a funqao matricial definida pela equapao 

F(t) = e t<A+B) - e tA e tB . 

Derivando F(t) e tendo em conta que B permuta com e< A encontramos 

F'(t) = (A + B)e tlA+B) - Ae tA e tB - e tA Be tB 

= (A + B)e i(A+B) - (A + B)e tA e tB = (A + B)F(t ) . 

Pelo teorema de unicidade temos 

F(t) = e iU+B, F( 0) . 

Mas F( 0) = O, pelo que F(t) = O para todo t. Por conscguinte 

e t(A+B> _ e *A e tB 

Quando t = 1 obtemos (7.16). 

EXEMPLO. As matrizes sA e tA permutam, quaisquer que sejam os escalares set. 
Logo temos 

_ e u+t)A' 

7.9. Teoremas de existencia e unicidade para sistemas lincares homogeneos 

A equaqao diferencial vectorial K'(0 = AY(t), onde A e uma matriz constante n x n 
e Ye uma funpao vectorial n dimensional (considerada como uma matriz coluna n x 1), 
diz-se um sistema linear homogeneo com coeficientes constantes. Utilizaremos a expo- 
nencial de uma matriz para dar uma formula explicita para a solupao de um tal sis- 
tema. 

teorema 7.7. Sejam A uma dada matriz constante, ny ne Bum vector n dimensional 
dado. O problema de valor inicial 

Y'(t) — AY(t), Y(0) = B, 


(7.17) 
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tem uma so solufao no imervalo — oo < t < + oc. Esta solufdo e dada pela formula 

(7.18) Y(t) = e tA B. 

Mais geralmente, a mica solufao do problema de valor inicial 

Y\t) — AY(t), Y(a) = B, 

e K(/) = 


Demonstracao. A derivagao de (7.18) da-nos Y\t) = Ae lA B = AY(t). Uma vez que 
y(0) = B, esta e uma solugao do problema do valor inicial (7.17). 

Para provar que e a iinica solugao raciocinamos como na demonstragao do teorema 
7.5. Seja Z(t) outra fungao vectorial satisfazendo a Z'(t ) = AZ(t) com Z( 0) = B e seja 
G(t) = e~ tA Z(t). Entao e facil verificar que G\t) = 0 , pelo que G(t ) = G(0) = Z(0) = B. 
Por outras palavras, <? ,A Z(t) = B, pelo que Z(r) = e lA B = Y (/). Do mesmo modo se 
pode tratar o caso mais geral com o valor inicial y(a) = B. 


7.10. O problema do calculo de e 1 * 

Embora o teorema 7.7 de uma formula explicita para a solugao de urn sistema homo- 
geneo com coeficientes constantes, ainda permanece. o problema do calculo efectivo 
de e ,A . Se fossemos calcular e‘ A directamente a partir da deftnigao pela serie, teriamos 
que calcular todas as potencias A k para k = 0, 1 , 2, . . . , e depois calcular a soma de 
cada serie t k cffilk !, onde c® e o elemento ij de A k . Esta seria, na generalidade, 
uma tarefa desanimadora, a menos que A seja uma matriz cujas potencias possam 
calcular-se facilmente. Por exemplo, se A e uma matriz diagonal, 

A =diag (*!,...,*„), 

entao cada potencia de A e tambem uma matriz diagonal, pois 

A k = diag (A*, . . . , A5. 

Por conseguinte, nesta hipotese e' A e uma matriz diagonal definida por 

e ,A = diag A ») = dia § ( e ‘ Xl > ■ ■ • « U ")- 

Outro caso facil de manejar e aquele em que A 6 uma matriz que pode diagonalizar- 
se. Por exemplo, se existe uma matriz nao singular C tal que C~'AC seja uma matriz 
diagonal, seja CY'AC = D, entao temos A = CDCr\ donde resulta 

A* = (CDC-’XCDC- 1 ) = CD t C~ 1 , 
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e mais geralmente. 


A k = CD k C~ x . 


Portanto neste caso temos 




=2if-2£c^ 

k—0 k—0 



cr 1 = Ce tn C~ l . 


Aqui a dificuldade reside na determinanao de C e da sua inversa. Desde que estas 
sejam conhecidas, e u calcula-se com facilidade. 

Evidentemente que nem toda a matriz e diagonal izavel, pelo que a utilidade das 
observances precedentes e limitada. 


EXEMPLO 1 . Calcular e‘ A para a matriz 2x 2, A — 


'5 4' 
1 2 


Resolugao. Esta matriz tern valores proprios distintos A, = 6, A 2 = 1, pelo que existe 

a b~ 

tal que C~‘AC = D, onde D = diag (A,, A 2 ) = 


c d 


uma matriz nao singular C = 

'6 01 

. Pela determinar C podemos escrever AC = CD, ou 

0 1 


‘5 4' 

“ a 

b- 


1 

O 

b~ 

"6 

O' 

.1 2. 

_c 

d 


c 

d . 

0 

1 


Multiplicando as matrizes, verificamos que esta equapao e satisfeita por escalares 
a, b, c e d quaisquer, desde que a = 4c, b = — d. Fazendo c — d — ! escolhemos 



'4 -l" 

, 1 

1 f 

c = 


C -1 = - 



.1 lJ’ 

5 

.-1 4. 


Consequentemente 


e tA = Ce tD C~ x 


1 

'4 

-l' 

1 

o 

1 

f 

5 

A 

1. 

LO e‘J 

.-1 

4. 


1 

~4 

-f 

'e 4t 

e 6t ~ 

_ 1 

'4e e ‘ + e‘ 

4e*‘ - 4e r 

5 

.1 

1 . 

_-e‘ 

4e'_ 

~ 5 

. e et - e* 

e 6 ‘ + 4e‘ . 


EXEMPLO 2. Resolver o sistema linear 

y'i = 5yi + 4 y 2 
yi = yi + 2 y 2 
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sujeito as condipoes iniciais j>,(0) = 2, ^ 2 (0) = 


3. 


Resolucao. Na forma matricial o sistema pode escrever-se 


Y'(t) = A Y(t), 



onde 



4" 

2 


Pelo teorema 7.7 a solugao e Y(t)=e ,A Y( 0). Recorrendo a matriz e lA , calculada no 
Exemplo 1, encontramos 


donde se obtem 


Yi l 4e 6 ‘ + e‘ 

4e 6 ‘ — 4e‘l T 2 

.yj ~ 5L c 6( - e* 

e u -(- 4e‘ J [_3_ 

j, = 4e 6 ‘ — 2e‘ , 

y 2 = e et + 2e*. 


Conhecem-se varios metodos para o calculo de e ,A quando A nao pode ser diagona- 
lizada. A maior parte desses metodos e bastante mais complicada e exige transfor- 
mafoes matriciais previas, cuja natureza depende das multiplicidades dos valores 
proprios de A. Numa secpao posterior discutiremos urn metodo practico e direito de 
calculo de e‘ A , o qual se pode usar quer A seja ou nao diagonizavel. £ valido para 
todas as matrizes A e nao exige transformacoes preliminares de qualquer especie. Este 
metodo foi desenvolvido por E. J. Putzer num artigo publicado no American Mathe- 
matical Monthly, Vol. 73 (1966), pg. 2-7. Baseia-se o metodo num famoso teorema 
atribuido a Arthur Cayley (1821-1893) e William Rowan Hamilton (1805-1865), oqual 
afirma que toda a matriz quadrada satisfaz a sua equacao caracteristica. Em primeiro 
lugar vamos demonstrar o teorema de Cayley-Hamilton e em seguida aplica-lo a ob- 
tencao da formula de Putzer para o calculo de e ,A . 


7 . 1 1. O teorema de Cayley-Hamilton 

TEOREMA 7.8. O TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON. Se A e tima matriz nxne 

(7.19) f(X) = det {XI — A) = 2 n + c„_ 1 X n ~ 1 + • ■ • + ryl + c 0 
o seu polinomio caracterlstico, entao f{A) = O, isto e, A satisfaz a equayao 

(7.20) A n + c^A”- 1 + + c x A + c 0 I= O. 

Demonstrayao. A demonstra^ao baseia-se no teorema 3.12 o qual estabelece que 
para qualquer matriz quadrada A se tem 


(7.21) 


A (Cal A)‘ — (det A)J. 
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Apliquemos esta formula com A substituido por AI - A. Uma vez que det (XI- A) = 
= /(X), a equaqao (7.21) escreve-se 

(7.22) (XI-A){C&\(Xl-A)y=f(X)I. 

Esta equaqao e valida para qualquer real A. A ideia da demonstraqao consiste era 
fazer ver que tambem e valida quando A se substitui por A. 

Os elementos da matriz Cal (XI - A) sao os complementos algebricos de XI— A. 
Excepto para urn factor ± 1, cada tal complemento algebrico e o determinante de uma 
matriz menor de XI — A de ordem n — 1. Deste modo, cada elemento de Cal (XI — A) 
e consequentemente de {Cal (XI— A)} 1 , e urn polinomio em A de grau <n — 1. Por 
conseguinte 

{Cal (7/ - A)} 1 = fx k B k , 

k—0 


onde cada coeficiente B k e uma matriz n X n com elementos escalares. Aplicando isto 
em (7.22) obtemos a relaqao 

(7.23) (XI - A)XX k B k = f(X)I 

k^O 

o qual pode de novo escrever-se na forma 


(7.24) X n B n _ k +ZX k (B^ 1 ~ AB k ) - AB 0 = X n I +^? k c k l + c Q I . 

k- X Jt«=l 

Igualando agora os coeficientes das potencias iguais de A em (7.24) obtemos as 
equaqoes 


(7.25) 


K-y = I 

Bn-i = C n _J 

B 0 — AB X = c x I 

ABq - CqI . 


Esta operaqao e possivel porque (7.24) e equivalente a n 2 equaqoes escalares, em cada 
uma das quais podemos igualar os coeficientes de potencias semelhantes de A. Multi- 
pliquemos ainda as equaqoes (7.25) sucessivamente por A", A n ~\ . . . , A, l e adicione- 
mos os resultados. Os termos do primeiro membro anulam-se e obtemos 
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O = A” + c„_ l A n 1 -i + c x A + c 0 I. 


Esta pois demonstrado o teorema de Cayley-Hamilton. 


Nota: Hamilton demonstrou o teorema em 1 853 para uma classe especial de ma- 
trizes. Alguns anos mais tarde, Cayley anunciou que o teorema era verdadeiro para 
qualquer tipo de matrizes, mas nao apresentou qualquer demonstraipao. 


EXEMPLO. A matriz A = 


‘5 4 01 
1 2 0 
1 2 2 


tem como polinomio caracteristico 


/(A) = (A — 1)(A - 2) (A - 6) = A 3 - 9A a + 20A - 12. 


O teorema de Cayley-Hamilton estabelece que A satistaz a equa<pao 
(7.26) A 3 - 9 A 2 + 20A -12 1=0. 

Esta equapao pode usar-se para exprimir A 3 e todas a potencias superiores de A em 
funpao de /, A e A 2 . Por exemplo, temos 

A 3 = 9A 2 - 20^ + 127, 

A 1 = 9 A 3 - 20 A 2 + \2A = 9(9 A 2 - 20zl + 127) - 20 A 2 + 12A 
= 6U 2 - 16SA + 1087. 

Tambem se pode utilizar para exprimir Ar' como um polinomio em A. De (7.26) resulta 
tambem A(A 2 - 9 A + 207) = 127, e obtemos 


A- 1 = MA 2 - 9 A +207). 


7.12. Exercicios 

Em cada um dos Exercicios ! a 4, (a) exprimir A \ A 2 e todas as potencias superiores de A 
como uma combinacao linear de 7 e A. (O teorema de Cayley-Hamilton pode auxiliar na reso- 
lucao); (b) Calcular e IA . 


1. A = 


1 O' 
1 1 



0 f 

1 0 


4. A = 



5. (a) Se A = 



, provar que 


e*A — 


cos t 
— senr 


sen t 
cos t 
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a b 
—b a 


, a, b reais. 


(b) Determinar a formula correspondente para e quando A = 

'/ r - 1"1 

6. Se F(t) = , provar que - eF(e '~ 1 ). 

L° 1 J 

7. Se A(t) e uma funpao escalar de t, a derivada de e A <A e e A W(t). Calcular a dcrivada de e A W 


quando A(t) 


"1 t 

" L° °. 


e mostrar que o resultado nao e igual a nenhum dos dois produtos 


e A OA'(t) ou A '(t)e AI -’\ 

Em cada um dos Exerci'cios 8, 9, 10, (a) calcular A ", e exprimir A 1 era funqao de /, A, A 1 . 
(b) Calcular e' *. 



‘0 

1 

r 


'0 

1 

n 


'2 

0 

<r 

CO 

is. 

11 

0 

0 

l 

VO 

is. 

11 

0 

1 

1 

10. A = 

0 

1 

0 


.0 

0 

0 


_0 

0 

Oj 


0 

1 

i 


11. Se/1 = 


, exprimir e lA como uma combinaqao linear de I, A, A 2 . 


> com x = ch 1 e y = sh 1 . 


13. Este exemplo mostra que a equafao e A+B = e A e B nem sempre e verdadeira para as expo- 

,1 1 

nenciais de matrizes. Calcular cada uma das matrizes e A e B , e s e A , e A+B quando A 

‘1 -1 

e B — | _ | e observar que os tres resultados sao distintos. 



“0 1 0" 


’ x 2 xy y 2 ~ 

12. Se A = 

2 0 2 

i provar que«^ = 

2 xy x 2 + y 2 Ixy 


0 1 0 _ 


1 

Hi 

43 

X 

to 

I 


0 0 


0 0 


7.13. Metodo de Putzer para o calculo de e* 4 

O teorema de Cayley-Hamilton mostra que a «-esima potencia de qualquer matriz 
A, nx n, se pode exprimir como uma combinapao linear das potencias inferiores 
/, A, A 1 , ..., A n ~\ Resulta que cada uma das potencias superiores A n+l , A n+2 , 
pode tambem exprimir-se como uma combinaqao de /, A, A 2 , .... A n ~\ Portanto, nas 
series infinitas definindo e ,A , cada termo t k A k !k\ com n e uma combinaqao linear 
de t k l, t k A , t k A 2 , . .- . , t k A"~'. Por conseguinte pode pensar-se que e‘ A possa ser ex- 
pressolcomo um polinomio em A da forma 

e lA = lq k (t)A\ 

0 


(7.27) 
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onde os coeficientes cscalares q k (i) dependem de t. Putzer desenvolveu dois metodos 
titeis para exprimir e‘ A como um polinomio em A. O teorema que a seguir se indica 
descreve o mais simples dos dois metodos. 

TEOREMA 7.9. Sejam X„ . X n os valores proprios de uma matriz A, n X ne defma-se 
uma sucessao de polinomios em A do modo seguinte: 

(7.28) P„(A) = I, P k (A)=f\(A- XJ), para k= 1,2,..., n. 

m— 1 

Entdo tem-se 

(7.29) e< A = i\ +l (t)P k (A), 

jt-0 

onde os coeficientes escalares r,(l), . .. , r n (t) sao determinados por recorrencia a part ir do 
sistema de equacoes diferenciais lineares 

r((/) = Vi(0 , . r x (0) = 1 , 

(7.30) 

K+ 1(0 = 4+ir*+i(<) + r k (t) , r* +1 (0) = 0 , (fc = 1, 2 n - 1) . 

Nota: A equacao (7.29) nao exprime e' A directamente em potencias de A, como se 
indica em (7.27), mas como uma combinapao linear dos polinomios P 0 (A), 

P,(/t), .... P„_,(A). Estes polinomios ca!culam-se facilmente desde que os valores 
proprios de A estejam determinados. Tambem os coeficientes r,(r), . . . , r a (t) em 

(7.30) sao de caiculo facil. Embora isto exija a resolupao de um sistema de equacoes 
diferenciais lineares, este sistema particular tem uma matriz triangular e as solucoes 
podem determ inar-se de forma sucessiva. 

Demonstracdo. Sejam r, (f), . . . , r„(t) funpocs cscalarcs definidas por (7.30) e seja F 
uma funpao matricial definida por 

(7.31) " Pf) = ^r k+1 (t)P k (A). 

Jt-0 


Observe-se que F(0) = c,(0)/ , o (/4) = /. Provaremos que F(t) = e lA , provando que F 
satisfaz a mesma equapao diferencial que e' A , nomeadamente, F(t) = AF(t). 

Derivando (7.31) e utilizando as formulas de recorrencia (7.30) obtemos 


T 7 (0 — X r fc*-l(0P/t(d) “ 2 { r t(0 + A:+ 1 r i+l(0 } Pk(A) , 


onde r 0 (f) e, por definiptlo 0. A igualdade anterior podemos dar a forma 
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f (0 * ^ i i(0^+i(^) + 2 ^i+i^+iCO^tC^) 5 
*=0 *=0 

e substituindo-lhe Xf{t) = 2*=i A « r *+iW^*(^) obtemos a igualdade 
(7.32) F\t) - A n F(f) =lV 1 (0{n + i(A) + (A*+i K)PM)} • 

fc -0 

Mas de (7.28) ve-se que Pk +l (A) = C4 — A t+I /)P*(/4), pelo que 

P* +1 (/l) + (A* +1 - A n )P t (X) = (A - K + J)P*(A) + (A* +1 - ^P k (A) 

= (A- KF)PM)- 

Por conseguinte a equagao (7.32) escreve-se 

no - A„F(0 = (/l — = (A - A n f){F(0 - r B (t)P n -i(^)}. 

fc -0 

= (^ - A n /)F(t) - r n (t)P n (A)- 

O teorema de Cayley-Hamilton implica que P„(A) = O, pelo que a ultima equagao 
vem 

no - A n F(0 = (A - Wit) = AF(t) - A„F(0, 

da qual resulta F(t) = //F(f). Uma vez que F(0) = /, o teorema da unicidade (teore- 
ma 7.7) mostra que F{t) = e tA . 

EXEMPLO 1. Exprimir e tA como uma combinagao linear de / e A, sendo A uma ma- 
triz 2x2 com ambos os valores proprios iguais a A . 

Resolugao. Escrevendo A, = A 2 = A, temos que resolver o sistema de equagoes di- 
ferenciais 


r[(t) = Arj(<) , r^O) = 1 , 

r'(t) = Ar 2 (0+r 1 (/), r 2 (0) = 0. 

Resolvendo sucessivamente estas equagoes diferenciais encontramos 


r i(0 — e kt ■ 


r 2 (t) = te“. 
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Posto que P a (A) = I e P t (A) = A — AI, a formula pedida para e lA e 
(7.33) e iA - e u I + te x \A - AI) = e u {\ - At)I + te u A. 

exemplo 2. Resolver o Exemplo l se os valores proprios de A sao A e /u, com 
A + ft. 

Resolufdo. Neste caso o sistema de equagoes diferenciais e 

rj(0 = Arjt), rj(0) = 1, 

K(t) — ,ur 2 (t) + n(t) , r 2 (0) = 0. 


As suas solugoes sSo dadas por 


ri(f) = e Xi , r 2 (t) = 


e u - 

1- H 


Visto que P 0 (A) = I e P,(A) = A — AI, a formula pedida para e' A e 

(7.34) e lA = e u I + 


Xt _ J.pt _ At a Xt 

— ?-{A~Al)~ Ke ** 1 + 

A — n A — ft A — n 


e ** 


A. 


Se os valores proprios A, fj. sao numeros complexos, os exponenciais e M e ex* serao 
tambem numeros complexos. Mas seAe/< forem complexos conjugados, os escalares 
multiplicando / e A em (7.34) serao reais. Por exemplo, suponhamos 

A — a. + U 5 , ft = cl — ifi, 

Entao A — fi= lift pelo que a equagao (7.34) vem 

Jx+ifH _ Ja-ipH 

e tA = e UHP)tj + £ _e [A _ (K + ^ j 


lip 


= 4- 


e m _ e -n>t 


(A — oil 


w • - m ) 

= e“*|(cos pt + isen pt)I + (A - aJ - i/S/)J . 


Os termos contendo / anu!am-se e resulta 


e tA = — {(/S cos Pt — a sen Pt)I + sen pt A} . 

P 


(7.35) 
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7.14. Outros metodos para calcular em casos particulares 

O metodo de Putzer para exprimir e lA como urn poiinomio em A e completamente 
gera!, devido a ser valido para qualquer matriz quadrada A. Um metodo geral contudo 
nem sempre e o mais conveniente para ser usado em determinados casos particulares. 
Nesta sccgao vamos apresentar metodos mais simples para o calculo de e‘ A , em tres 
casos particulares: (a) Quando todos os valores proprios de A sao iguais, (b) quando 
todos os valores proprios de A sao distintos, e (c) quando A tem dois valores proprios 
distintos e um deles precisamente com multiplicidade 1. 

TEOREMA 7.10. Se A e uma matriz nx n com todos os valores proprios iguais a A, 
entdo tern-se 

n— 1 

(7.36) e tA = e A< 2— ( A ~ *0* ■ 

k- 

Demonstracao. Uma vez que as matrizes Ml e t(A - XI) permutam, temos 
e tA = e UI e tU - U) = (e^V -(A- Ilf . 

O teorema de Cayley-Hamilton implica que (A — Xl) k = O para todo (i/i,eo teo- 
rema esta demonstrado. 

TEOREMA 7.11. Se A e uma matriz nx n, com n valores proprios distintos A,, 
A 2 , . . . , X„ entdo tem-se 

c‘ A =fe^L k (A) > 

1 dado pela formula 
para k = 1 , 2 n . 

Nota: Os polinomios L k (A) chamam-se coeficienies de interpolafao de Lagrange. 
Demonstracao. Definimos uma funipao matricial F pela equapao 


onde L k (A ) e um poiinomio em A de grau n — 

A - y 


£*04) = IT 


X k — A ■ 

i*k 


(7.37) F(t)=2e u “L k (A) 

*= 1 

e verificamos que F satisfaz a equapao diferencial F(t) = AF(t) e a condipao inicial 
F( 0) = /. De (7.37) vemos que 
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AF(t) - F'(t ) = 2 ^ - X k I)L k (A) . 

k-1 

Pelo teorema de Cayley-Hamilton temos (A — X k I)L k (A) = O para todo k, pelo que F 
satisfaz a equapao difereneial F\t) = AF(t). 

Para completar a demonstrapao necessitamos provar que F satisfaz a condipao inicial 
F( 0) = /, a qual se escreve 

(7.38) 2 L k (A) = I.. 

k-i 

No Exercicio 16 da Secpao 7.15 esta esbopada uma demonstrapao de (7.38). 

O teorema que apresentamos a seguir trata do caso em que A tern dois valores pro- 
prios distintos, um dos quais tern precisamente multiplicidade 1. 


TEOREMA 7.12. Se A e uma matrix n x n (n > 3) com dois valores proprios distintos 
X e ft, tendo X multiplicidade n — 1 e p multiplicidade 1, entao verifica-se 


«“ - «“ 2n iA ~ l!f + (<7 rip - (Tzip - v)(» - «>"" 

Demonstracao. Como na demonstrapao do teorema 7.10 comepamos por escrever 

oo *. n— 2 £ oo £ 

= e “Z m o* - = e “ Xh ~ u 2 ~ XI)k 

k = 0 K ■ *=0 K * fc = n — 1 K ' 


Calculemos agora, na forma tmita, a serie com tndice r, mediante a aplipao do teorema 
de Cayley-Hamilton. Visto que 

A - pi = A - XI - (p , — X)I 

encontramos 

(A - XI)”-\A - pi) = (A - A/)"— O - 3)04 - A/)- 1 . 


O primeiro membro e O pelo teorema de Cayley-Hamilton, pelo que 


(A - A!)“ = (ji - A)(v4 - A/)"- 1 . 


Usando esta relapao repetidamente encontramos 

(A - XI) n - 1+T = 0* - X) T (A - XI)”- 1 . 
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$ , 

t. Deste modo a sene em r vem 


^ t n - 1+r 
^(n-l + r)! 


(ft - Xf(A - A/)"" 1 


1 

- A )"' 1 


go *. 

2 - - x)\a - nr 1 


o que completa a demonstragao. 


1 


0 * ~ W 


l 






A formula explicita do teorema 7.12 pode tambem ser deduzida por aplica<;ao do 
metodo de Putzer, mas os pormenores sao mais complicados. 

As formulas expHcitas dos teoremas 7.10, 7.11 e 7. 12 servem para quaisquer matri- 
zes em que n < 3. Porque o caso 3x3 aparece muitas vezes na pratica, as formulas 
para este caso sao apresentadas a seguir para maior comodidade de utiliza^ao. 

CASO I. Se uma matriz 3 X 3, A, tern os valores proprios A, A, A, entao 
e* A = e u {I + t(A - XI) + it 2 (A - Xlf}. 


CASO 2. Se uma matriz 3x3 , A, tern valores proprios distintos A, /u , v, entao 

e t A _ e xt (A - fiI)(A - vl) e „ t (A - XI)(A - vl) (A - Xl)(A - ftl ) 

(A — [£)(X — v) (n — X)(jj. — v ) (v - A )(v — fi) 

CASO 3. Se uma matriz 3x3 , A, tern valores proprios A, A, fi , com A fi, entao 


e tA = e xy + + 


(A -XIf- 


te* 


(fx — Xf ' ' n — A 


{A -Xlf. 


EXEMPLO. Calcular e‘ A quando A — 


0 1 O' 
0 0 1 
2-5 4 


Resolugao: Os valores proprios de A silo 1, 1, 2 e portanto a formula do Caso 3 
da-nos 


(7.39) e tA = e\l + t(A - /)} + (e 2 ‘ - e‘)(A - if - te‘(A - If. 

Ordenando segundo as potencias de A obtemos 

(7.40) e tA = (—2te‘ + e 2l )I + {(3t + 2)e‘ - 2 e il )A - {(< + l)e* - f'jA 2 . 

Chegados a este ponto podemos calcular ( A — If ou A 2 e efectuar as operates indi- 
cadas em (7.39) ou (7.40) para escrevermos o resultado como uma matriz 3x3, 
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. -2 te* + e 2t 
- 2(1 + l)e ( + 2e 2! 
L-2(/ + 2)e‘ + 4e 2< 


(3/ + 2)e‘ 2c 2 ' 
(3/ + 5)e‘ - 4c 2 ' 
(3/ + 8)c‘ - 8e 2 ‘ 


-O+iy + e 21 ' 
-(r + 2)c‘ + 2e“ 
-(/ + 4)e‘ + 4e 2< ^ 


7.15. Exercicios 

Para cada uma das matrizes dos Exercicios I a 6, exprimir e ,A como um polinomio em A. 

n © 21 



"5 -2' 

i n 2i 

1. A = 


to 

II 


T 

1 L2 -1J 










'I 

1 

0 

O' 

0 

1 

ol 


'3 

-1 

r 


0 

2 

1 

0 

0 

0 

1 

5. A = 

2 

0 

i 

. . 6. A = 

0 

0 

3 

0 

-6 

-11 

— 6_ 


_1 

-1 

2 














.0 

0 

0 

4 


7. (a) Uma matriz .4, 3 X 3, tem todos os seus vaiores proprios iguais a A. Demonstrar que 
e tA = \ e xt {(X 2 t 2 - 2 Xt + 2)1 4- (-2 If + 2 t)A + t 2 A 2 } . 


(b) Determinar a formula correspondente se A for uma matriz 4x4 com todos os vaiores 
proprios iguais a A. 

Em cada um dos Exercicios 8 a 15, resolver o sistema Y'=AY, sugeito a condicao ini- 
cial dada 


8. A = 


1 

2 




9. A 


-5 3' 
-15 7_|’ 


y(0) = 


f 

i 



'3 

-I 

f 


i" 

10. A = 

2 

0 

1 

, no> = 



_1 

-1 

2_ 


2 



0 

1 

o' 


Y 

12. A = 

0 

0 

1 

II 

/*“S 

& 

0 


-6 

-11 

-6 


0 



'1 

1 

0 

0' 


’O' 


0 

2 

1 

0 


0 

14. A = 

0 

0 

3 

0 

3 

.11 

1 


_0 

0 

0 

4 


1_ 



~2 

0 

or 


Cl 

11. A = 

0 

1 

0 

3 

s 

II 

c 2 


_0 

1 

1 


_ C 3_ 



'-2 

2 

-3' 


'8' 

13. A = 

2 

1 

-6 

II 

0 


-1 

-2 

0 


_0_ 



"0 

0 

2 

O' 

i 

T 


1 

0 

.0 

2 

j 

0 

15. A = 

0 

0 

0 

4 

1 

H 

2 


_0 

0 

1 

0_, 


.1. 




7.16. Sistemas lineares nao homogeneas com coeficientes constantes 

Consideremos em seguida o problema de valor inicial nao homogeneo 

(7-41) Y'{t) = AY{t)+Q(t), Y(a) = B, 

um intervalo J. Aqui A e uma matriz constante n x n, Q e uma funpao vectorial n- 
dimensional (considerada como uma matriz coluna n X 1) continua em J, e a e um 
ponto dado de J. Podemos obter uma formula explicita para a solupao deste proble- 
ma pelo mesmo processo usado para tratar o caso escalar. 

Multiplicamos em primeiro lugar ambos os membros de (7.41) pela matriz expo- 
nencial e-M e escrevemos de novo a equapao diferencial na forma 

e~ iA {Y\() - AY(t)} = e~ iA Q(t). 


(7.42) 
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O primeiro membro de (7.42) e a dcrivada do produto e~ ,A Y(t). Portanto, se integra- 
mos ambos os membros de (7.42) de a a i, com jc e J, obtemos 

e~ xA Y(x) - e^ A Y(d) = f* e~ tA Q(t) dt . 

Multiplicando por e xA obtemos a formula explicita (7.43) que aparece no teorema se- 
guinte. 

TEOREMA 7.13. Se A e uma matriz constante n X n e Q uma fitnfdo vectorial n dimen- 
sional continua em J, entao o problema do valor inicial 


Y'(t) = A Y(t) + 0(f) , Y(d) = B, 


tem uma sohifdo unica em J dada pela formula 


(7.43) 


Y(x) = e^-^B + e xA f" e' ,A Q(t) dt . 


Como no caso homogeneo, a dificuldade de aplica?ao desta formula na pratica 
reside no calculo de exponcnciais de matrizes. 

Observe-se que o primeiro termo, e i - x ~ a '> A B, e a solupao do problema homogeneo 
Y'(/) = A Y(0, Y(a) = B. O segundo termo e a solu?ao do problema nao homogeneo 

Y’(t) = AY(t)+Q(t), Y(a) — O . 

Uustramos o teorema 7.13 com um exemplo. 

EXEMPLOl. Resolver o problema de valor inicial 

Y'(t) = AY(t) + Q(t), Y(0) = B, . 

no intervalo ( — oo, +oo), em que 



"2 -i r 

i 

~e 2, ~ 


'O' 

A = 

0 3-1 

1! 

/“-S 

v — s 

ot 

0 

> B = 

0 


1 

m 

<N 
f 


je 2 ‘_ 


_0 


Resolucao. De acordo com o teorema 7.13, a soluqao e dada por 
Y(x) = e xA J" e~‘ A Q(t) dt = j‘ e {x ~ t)A Q(t) dt . 


(7.44) 
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y 

if: Sistemas de equa<?oes diferenciais 

p 

K 

f Os valores propriosde A sao 2, 2 e 4. Para calcular e xA usamos a formula do caso III, 
4 Secpao 7. 14, para obtermos 

e xA = e 2x {I + x(A - 21)} + }(e' x - e 2x )(A - 2 If - ixe 2x (A - 2 If 

= e 2x {I + x(A - 27) + i(e 2x - 2x - 1)(A - 2 If} . 

Podemos substituir x por x - l nesta formula para obtermos Deste modo o 

integrando era (7.44) e 

e [x r t)A Q(i) = e 2(l - ,, {7 + (x - 0(^4 - 27) + \[^ l) - 2(x - t) - 1}(A - 27) 2 }g(f) 


T 


X 

1 

i 


■ e 2 * e - 2 t _ 2(x - o - r 

0 

+ (A - 2I)e 2x 

0 

+ -(A- 27 ) V X 

0 



J(x - 0- 

4 

_e 2 *(e _2 ‘ - 2i(x -0-7. 


Integrando, vem 


Y(x) 


r e (*-<Mg( t ) dt = e 2* 

X 

0 

+ (4 

- 21)e 2x 

'« 

* ° 

1 

Jo 

-£x 2 _ 



Jx 3 _| 


+ - (A - 27 ) V * 
4 


\e 2x - i - x - x 2 
0 

y x - | - ix - 7x 2 - ix 3 J 


Uma vez que se tern 



•0 -1 n 


‘ 2 0 2 ’ 

A - 27 = 

7 

o 

e (A - 27) 2 = 

-2 0 -2 


1 

T-H 


1 

to 

o 

to 


encontramos 



x “ 


r ir 3 1 


" fe 21 — t — 1 * — fx 2 ~ 

F(x) = e 2 * 

0 

+ e 21 

— |x 3 

+ e 2 * 

— fe 2 * + f + |x + |x 2 + £x 3 


ix\ 


X 2 + &X 3 


. fe 2 * - | - fx - fx 2 - lx 3 . 


|e** - I + i* - l* 2 ' 

+ I + f* + |x 2 
fe 21 - | - lx + f x 2 J 
As linhas desta matriz sao as funcoes pedidas y,, y 1 , y 3 . 

7.17. Exercicios 

1 . Seja Z uma so)u?ao do sistema nao homogeneo 


Z'(t) = AZ(t) + < 2 ( 0 , 
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num intervalo J , com valor inicial Z(a). Provar que existe unicamente uma solugao do 
sistema nao homogeneo 

Y'(t) = A Y(t) + Q(/) 

em J , com valor inicial K(n), a qual e dada pela formula 

Y(t) = Z(t ) + Y(a) - Z(a)} . 

Frequentemente dispoe-se de outros metodos para determinar uma solugao particular 
Z(r) que se assemelha it funqao dada Q(t). Os exercicios 2, 3, 5 e 7 indicam tais metodos 
para Q(t) = C, (?(f) = e^'C, (3(f) = i m C, e Q(t) = (cos at)C + (sen ai)D , com Cefl vectores 
constantes. Se a solugao particular Z(l)assim obtida nao tern o valor inicial pedido, modi- 
ficamos Z(r) como indicamos no Exercicio I para obter outra solugao E(r) com o valor 
inicial pretendido. 

2. (a) Sejam A uma matriz constante n x «, B e C vectores constantes n-dimensionais. Provar 
que a solugao do sistema 


Y'(t) = A Y(t) + C, Y(a) = B, 


em ( co, + oo ) e dada pela formula 

Y(x) = e<*- a,A B + (j'j <l c uJ dJjc. 


(b) Se A e nao singular, mostrar que o integral da alinea (a) tern o valor — l\A~'. 

(c) Calcular Y(x) quando 


r- 1 2 ' 


"f 


, c = 


<S 

1 

1 


_2_ 



a = 0 . 


3. Sejam A uma matriz constante n x rt, B e C vectores constantes w-dimensionais e a urn 
escalar dado. 

(a) Provar que o sistema nao homogeneo Z’(t) = AZ(t)+e°‘C. tern uma solucao Ztt) = 
= e<*> B se, e so se, (al - A )B = C. 

(b) Se or nao e urn valor proprio de A, provar que o vector B pode sempre escolher-se de ma- 
neira que o sistema em (a) tenha uma solugao da forma Z(r) = e°<B. 

(c) Se a nao e um valor proprio de/t, provar que toda a solugao do sistema Y\t) = AY(t) + e al 
Ctem a forma E(f) = e^(r(0) - B) + e* B, onde B = (al-A)~' C. 

4. Usar o metodo sugerido pelo Exercicio 3 para determinar uma solugao do sistema nao 
homogeneo V (r) = ^4 K(r) + e *C; com 


. Y(0) = 


5. Sejam A uma matriz constante n x n e B e C vectores constantes n-dimensionais e m um 
inteiro positivo. 


A = 


3 n 
2 2 
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(a) Provar que o sistema nao homogeneo Y'(l) = AY(t) + t m C, 7(0) = B, tem uma solucao 
particular da forma 


. Y(r) =B 0 + tB 1 + t*B 2 -f ■ ■ ■ + t m B m , 
onde B 0 , B„ . . . , B m sao vectores constantes, se e so se 

* . C = - A m+l B . 

m\ 

Determinar os coeficientes B 0 , - ■ ■ , B m para uma tal solucao. 

(b) Se A e nao singular, provar que o vector inicial B pode sempre escolher-se de maneira 
que o sistema dado em (a) tenha uma solucao da forma indicada. 

6. Considere o sistema nao homogeneo 

X = 3 y 1 +y 2 + t 3 
X = + 2/ 2 + t 3 . 

(a) Determinar uma solucao particular da forma Y(t) = B„ + tB, + t 2 B z + t’B,. 

(b) Determinar uma solucao do sistema com /, (0) = y 2 (0) = 1 . 

7. Sejam A uma matriz constante n x n, B, C, D vectores constantes n-dimensionais e a uma 
numero real dado diferente de zero, Provar que o sistema nao homogeneo 

Y\t) = A 7(0 4- (cos «t)C + (sen at)D , 7(0) = B , 

tem uma solucao particular da forma 

7(/) = (cos «/)£ + (sen a t)F, 

com £ e F vectores constantes, se e so se 

(A 2 + <x 2 l)B = -(AC + olD). 

Determinar E e F em funcao de A, B, C para uma tal solucao. Observar que se A 2 + a 2 1 e 
nao singular, o vector inicial B pode sempre ser escolhido de tal maneira que o sistema tem 
uma solucao da forma indicada. 

8. (a) Determinar uma solucao particular do sistema nao homogeneo 

X = /i + 3/2 + 4sen2r 

X ~/2- 

(b) Determinar uma solupao do sisfema com /, (0) = / 2 (0) = 1 . 
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Em cada um dos Exercicios 9 a 12, resolver o sistema nao homogeneo E'(f) = A K(r) + Q(i) 
subordinado a condi?ao inicial dada 


9. A = 




10. A 



Q(t ) = 


0(0 = 


0 ' 


T 

t 

!! 


-2e_ 


0 

~ e ' 

, no) = 

V 

& 


_ c 2_ 



■-5 -r 


1 


r 1007-1 

“442 

11. A = 

2 “ 3 _ 

, Q(t ) = 

-3e* + 12 

, no) - 

7 07 

2 2 1 _ 



'-1 

-1 

o" 


' P 


6~ 

12. A = 

0 

-1 

-1 

. 0(0 = 

2 1 

3 

n 

-2 


0 

0 

-1 


t 


1 


7.18. O sistema linear geral Y'(t) = P(f)l'(<) + p(l) 

O teorema 7.13 da-nos uma forma explicita para a solufao do sistema linear 

Y'{t) = AY(l) + Q(t), Y(o) = B, 

onde A e uma matriz constante n X n e Q(t), y(r) sao matrizes coluna/i x 1. Voltamos 
agora ao caso mais geral 

(7.45) HO = P(t) Y( 0 4- Q(t ) , Y(d) = B , 

onde a matriz P(t), nx n, nao e necessariamente constante. 

S e P e Q sao continuas num intervalo aberto J, um teorema geral de existencia e 
unicidade que demonstraremos mais adiante diz-nos que para cada a em J e cada 
vector inicial B existe precisamente uma solu<;ao para o problema do valor inicial 

(7.45) . Nesta sec<;aO utilizamos este resultado a fim de obtermos uma formula para a 
solu<?ao, generalizando o teorema 7.13. 

No caso escalar (n — 1) a equa<;ao diferencial (7.45) pode resol ver-se do modo se- 
guinte: Seja A(x) = fyP(t)dt e multipliquemos ambos os membros de (7.45) por e~ A (<\ 
escrevendo a equapao diferencial na forma 

(7.46) e~ AU >{ Y’(t) - P(t) Y(t)} - e~ AU) Q(t) . 

O primeiro membro e a derivada do produto e~ A (0 Y(i). Consequentemente podemos 
integrar os membros deaax, em que a e x sao pontos de J, para obtermos 

e -A<z) Y ( x ) __ e ~ AM Y(a) = f* e~ AU> Q(t) dt . 

Ja 
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Multiplicando por e A M obtemos a formula 

(7.47) F(x) = e AM e~ Aia) Y(a) + e Mx) J* e~ AU) Q{t) dt . 

A unica parte deste raciocinio que nao se aplica de imediato a fungoes matriciais e 
a afirmagao de que o primeiro membro de (7.46) e a derivada do produto e~ A (‘) Y(t). 
Neste ponto servimo-nos do facto de que a derivada de e~ A W e —P(t)e- A ('\ No caso 
escalar isto e uma consequencia da formula de derivagao de fungoes exponenciais: 


Se E(t) = e AU> , entao E’(t) = 


Infelizmente esta formula de derivagao nem sempre e verdadeira quando A e uma fun- 

f 1 f 

gao matricial. Por exemplo, e falsa para a fungao matricial 2x2, A(t) — ^ . (Ver 


Exercicio 7 da Secgao 7.12). Por conseguinte torna-se necessario modificar o raciocinio 
para generalizar a equagao (7.47) ao caso matricial. 

Admitamos que multiplicamos cada membro de (7.45) por uma matriz nx rt, F(f), 
nao especificada. Resulta a relagao 


FWO) = mWY(t) + F(t)Q(t). 

Adicionemos agora F\t) Y(t) a ambos os membros a fim de transformarmos o primei- 
ro membro na derivada do produto F(f) Y(t). Feito isto a ultima equagao da-nos 


{F(r)nO}' = {F'(t) + + F{t)Q(t). 


Se podemos escolher a matriz F(t) de tal maneira que a soma { F\t) + F(t)P(t)} no 
segundo membro seja a matriz nula, a ultima equagao simplifica-se para 

{/’(ono}' = Fmu). 

Integrando de a a a: obtemos 

F(x)F(x) - F(a)Y(a) = f F(t)Q(i) dt . 

Se, alem disso, a matriz F(x) e nao singular, obtemos a formula explicita 

(7.48) y(x) = F(x)~ l F(a) Y(a) + F(x)-‘ f ‘ F(t)Q(t) dt . 

Esta e uma generalizagao da formula escalar (7.47). O processo funcionara se puder- 
mos determinar uma fuftgao matricial F (r), nx n, que satisfaga a equagao difcrencia! 
matricial 

F\t) - -F(t)P{t) 


e seja nao singular. 
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Observe-se que esta equagao diferencial e muito semelhante a equaipao diferencial 
original (7.45) com (9(f) = 0, exqepto que . a fun^ao desconhecida F(t) e uma matriz 
quadrada em vez de uma matriz coluna. Ainda a fumpao incognita esta multiplicada 
a direita por —P(t) em vez de o estar a esquerda por P(t). 

Provaremos a seguir que a equaqao diferencial para F tern sempre uma soluipao nao 
singular. A demonstracpao dependent do seguinte teorema para sistemas lineares ho- 
mogeneos. 

teorema 7.14. Se A(t) e uma fungao matricial n X n, continua num intervalo aberto 
J e se a £ J e B e um vector n-dimensional dado, o sistema linear homogeneo 


Y'(t) — A{t)Y(f), Y(a) = B, 
admite em J uma solugao que e um vector n-dimensional. 

A demonstrable de 7.14 e dada na Sec^ao 7.21. Com auxilio deste teorema pode- 
mos demonstrar o seguinte. 

teorema 7.15. Dada uma fungao matricial P, n X n, continua um intervalo aberto J, 
e dado um ponto qualquer a em J, existe uma fungao matricial F, nx n, que satisfaz a 
equagao diferencial matricial 

(7.49) F'(x) = -F(x)P(x) 

em J com o valor inicial F(a) = I . Acre see ainda que F(x) e nao singular para todo o x 
deJ. 

Demonstragao. Seja Y k (x) uma solugao vectorial da equagao diferencial 

y'(x) = ~P(x)%(x) 

em J com vector inicial y*(a) = /*, onde / ( ea coluna de ordem k da matriz identi- 
dade /, nx n. Aqui P(x)‘ representa a transposta de P(x). Seja <J(x) a matriz nx n 
cuja coluna de ordem k e K/tCx). Entao G satisfaz a equagao diferencial matricial. 

(7.50) G'(x) = -P(x)*G(x) 

em J, com valor inicial G(a) = I. Tomemos agora a transposta de cada membro de 

(7.50) . Uma vez que a transposta de um produto e o produto das transpostas por 
ordem inversa, obtemos 


{<?'(*)}* = ~G(xypix). 

Tambem a transposta da derivada C.'e a derivada da transposta (?'. Portanto a matriz 
F{x) — G(x)' satisfaz a equagao diferencial (7.49) com valor inicial F(a) = I. 
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Demonstremos agora quc F(x) e nao singular construindo a sua inversa. Seja H 
uma fungao matricial n X n, cuja coluna de ordem lea solugao da equagao diferen- 
cial 


r(x) = iw(x) 


com valor inicial Y(a).= l k , a coluna de ordem k de /. Entao H satisfaz ao problema 
de valor inicial 

H'(x) = P(x)H(x), H(a) = l , 
em J. O produto F(x)H(x) tern a derivada 

F(x)Hfx) + F'(x)H{x) = F{x)P{x)H(x) - F{x)l\x)H{x) = O 

para todo x em J. Deste modo o produto F{x)H{x) e constante. F(x)H(x) = F(a) 
H(a) = /, pelo que H(x) e a inversa de F(x). Completamos assim a demonstragao do 
teorema. 


Os resultados desta secgao podem resumir-se no teorema seguinte: 

TEOREMA 7.16. Dada uma funqao matricial n X n. P. e uma funcao vectorial n-dimeti- 
sional Q, ambas continuas no intervalo aberto J, a solufdo do problema de valor inicial 

(7.5 L) Y’(x) = P(x) F(x) + Q(x) , Y(a ) = B , 

em J e dada pela formula 

(7.52) Y(x) = Fix)- 1 Y{a ) + F(x)‘ 1 j* F(t)Q{t) dt . 


A matriz F(x), nx n. e a transposta da matriz cuja coluna de ordem k e a solu(do do 
problema de valor inicial 

(7-53) . Y'(x)= —P{x)‘Y{x ) , Y(a) = 7 t , 

onde l k e a coluna de ordem k da matriz identidade l. 

Embora o teorema 7.16 proporcione uma formula explicita para a solugao do sis- 
tema linear geral (7.51), a formula nem sempre e util para o calculo da solugao devi- 
do a dificuldade criada pela determinagao da matriz funcional F. A. determinagao de 
F exige a solugao de n sistemas lineares homogeneos (7.53). Na secgao seguinte vamos 
analisar urn metodo por series de potencias que algumas vezes e usado de preferenci-' 
na resolugao de sistemas lineares homogeneos. 
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Lembramos ao leitor, uma vez mais, que a demonstracao do teorema 7.16 se baseia 
na do teorema 7.14, o teorema de existencia para sistemas lineares homogeneos, o 
qual ainda nao foi demonstrado. 

7.19. Resolucao de sistemas lineares homogeneos por intcrmedio de series de potencias. 
Consideremos um sistema linear homogeneo 

(7.54) Y'(x) = A(x) Y(x) , 7(0) = B , 

no qual a matriz dada /4(x), n x n, admite um desenvolvimento em serie de potencias 
de x convergente em algum intervalo aberto contendo a origem, seja 

A(x) = A 0 -f xA : + x 2 A 2 + 1- x i A k + ... , para |x| < r k , 

onde os coeficientes A g , A„ A 2 , .... sao matrizes nxn dadas. Tentemos encontrar 
uma solucao em forma de serie de potencias 

7(x) = B 0 + xB k + x*B 2 + • • • + x?B k + ■ ■ • , 

com os coeficientes vectoriais B 0 , B„ Z? 2 , Uma vez que 7(0) = B a , a condicao 

inicial sera satisfeita tomando B 0 = B, o vector inicial prescrito. Para determinar os 
restantes coeficientes substituimos a serie de potencias para 7 (jc) na equacSo diferen- 
cial e igualamos os coeficientes dos termos de igual grau, obtendo o seguinte sistema 
de equacoes: 


(7.55) B, = A 0 B , (fc + 1)B* +1 = £ A r B k _ r para k= 1,2,.... 

r=0 

Estas equacoes podem ser sucessivamente resolvidas relativamente aos vectores B„ 

B 2 , Se a serie de potencias resultante para 7(x) converge em algum intervalo 

|x| < r 2 , entao 7(x) sera uma solucao do problema de valor inicial 7.54 no interva- 
lo |x| < r, onde r = min (r,, r 2 }. 

Por exempio, se A(x) e uma matriz constante A , entao A 0 - A e A k =0 para k & 1, 
pelo que o sistema de equacoes (7.55) se escreve 

B k = AB, (k + 1)5*+! = AB k para k > 1 . 

Resolvendo estas equacoes sucessivamente encontramos 

B k = — A k B para .fc ^ 1. 
fc! 

Consequentemente a serie solucao neste caso escreye-se 
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« Ic 

Y(x) = B + Z,^A k B = e xA B. 

lsto esta dc acordo com o resultado anteriormente obtido para sistemas com coefi- 
cientes constantes. 

7.20. Exercicios 

1. Seja p uma fun<;ao real e Q uma funqao matricial »x 1, ambas contlnuas num inter valo J. 
Seja A uma matriz constante n x n. Provar que o problema de valor inicial 

Y'(x) = p(x)A Y(x) + Q(x) , Y(a) = B , 

tern a soluqao 

Y(x) = e^ x)A B + (* e~* t)A Q(i)dt 

J a 

em J, onde q(x) = j%p(t)dt. ■ 

1. Considerar o caso especial do Exercicio 1 no qual A e nao singular, a = 0, p(x) = 2x, e 
Q(x) = xC, com C urn vector constante. Mostrar que a soluqao se pode escrever 

Y(x) = e*' A {B + \A-'C) - iA^C. 


3. Sejam A(t) uma funpao matricial n X n c E(l) = e A W. Sejam Q(i), E(r) e B matrixes coluna 
n x 1 . Supor que 

E\t) - A\t)E{t) 

num intervalo aberto J. Se a ej e se. A' e Q sao contlnuas em J, provar que o problema de 
valor inicial 

Y\t) - A’U) Y(t) + Q(l) , Y(a) = B, 
tern a seguinte soluqao em J\ 


E(x) = e A(x> e~ Ala) B + e AM \ x e~ AU) Q(t) dt . 

J a 

4. Seja E(t) = e A( '\ Este exercicio mostra exemplos de funqoes matriciais A(t) para os quais 
E\t) = AXt)E{t). 

(a) Seja A(l) = t r A, onde A e uma matriz constante n x n e r um inteiro positivo. Provar que 
E\t) - A'(t)E(t) em (-oo, +oo). 

(b) Seja .4 (r) um polinomio em t com coeficientes matriciais, seja 


m 

A(t) = 2 EA r , 

r-0 

sendo os coeficientes permutaveis A r A s — A s A r para quaisquer r e s. Provar que E'(t) = A\t) 
E{t) em (—oo, + oo). 

(c) Resolver o sistema linear homogeneo 
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Y'(t) = (/ + tA)Y(t), Y(0) = B 

no intervaio ( — 00 , + 00 ), em que A e uma matriz constante n X n. 

5. Suponhamos que a funpao matricial n x n, A(x), admite um desenvolvimento em serie de 
potencias convergente para |a - | < r. Desenvolver um processo para resolver, mediante um 
desenvolvimento em serie, o seguinte sistema linear homogeneo de scgunda ordem: 


Y"(x) = A(x) Y(x) , com 7(0) = B , y'(0) = C . 


6. Consideremos o sistema de segunda ordem K"(x) + A K(x) = 0, com F(0) = B, y'{0) = C, 
onde A e uma matriz constante n x n. Provar que o sistema tern a solupao seguinte, em for- 
ma de serie. 


Y(x) = 



( - 1)** 2 */^ 
(2*jT J B + 



(2k +7j! J C 


convergente para —oo < x < 00 . 


7.21. Demonstrapao do teorema de existencia pelo metodo das aproximapoes sucessivas 

Vamos ocupar-nos em seguida da demonstrapao da existencia e unicidade de uma 
solupao para qualquer sistema linear e homogeneo. 

(7.56) Y'(t) = A(t)Y(t), 

onde A(t) e uma funpao matricial nxn, continua num intervaio aberto J. Provare- 
mos que para qualquer ponto a em J e cualquier vector inicial B dado existe precisa- 
mente uma solupao Y(t) em J que satisfaz a condipao inicial F(a) = B. 

Utilizaremos o metodo das aproximapoes sucessivas, um metodo iterativo aplicavel 
igualmente em muitos outros problemas. O metodo foi publicado pela primeira vez 
por Liouville em 1838 em ligapao com o estudo das equates diferenciais lineares de 
segunda ordem. Foi mais tarde estendido ao estudo de equates lineares de ordem n 
respectivamente por J. Caque em 1864, L. Fuchs em 1870, e G. Reano em 1888. Em 
1890 Emile Picard (1856-1941) generalizou o metodo de modo a abarcar tambem as 
equapoes diferenciais nao lineares. Em reconhecimento as suas contribuipoes neste 
dominio, alguns autores citam-no como o metodo de Picard. O interesse do metodo e 
nao somente teorico, mas tambem se usa em alguns casos para obter as aproxima- 
poes numericas das solupoes. 

O metodo comepa com uma suposta solupao da equapao (7.56). Toma-se como tal 
o vector inicial B dado, embora tal nSo seja indispensavel. Substituirmos em seguida 
esta solupao no segundo membro da equapao e obtermos uma nOva equapao dife- 
rencial. 


no = a(ob. 
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•|; Nesta equagao o segundo membro nao content ja a fungao incognita, pelo que a 
? equagao se pode resolver de imediato pela integragao de ambos os membros de a a 
: x , sendo x um ponto arbitrario.de J. Esta equagao tern precisamente uma solugao 
/ Y t em J satisfazendo a condigao inicial y,(a) = B, nomeadamente 

^(x) = B + i x A(t)B dt . 

Ja 

Substituamos agora Y(t) por Y,(t) no segundo membro da equagao diferencial ori- 
ginal (7.56) para obtermos uma nova equagao diferencial 

y'(O = ^(0n(0. 

Esta equagao tem uma solugao unica P 2 em J com y 2 (a) = B, 

(7.57) y 2 (x) = B + J" A(t) y 2 (0 dt . 

Substituimos entao K 2 no segundo membro de (7.56) e resolvemos a equagao resul- 
tante para determinar y, com y 3 (0) = B, e assim sucessivamente. Este processo gera 
uma sucessao de fungoes Y a , Y,, Y 2 , . . . , onde Y 0 = B c em que y i+ , se determina a 
partir de Y k mediante a formula de recorrencia. 

(7 58) n+iW = B + f* A(t)Y k (t) dt para k = 0,1,2,.... 

O nosso objectivo consiste em provar que a sucessao de fungoes assim definida 
converge para uma fungao limite Y, a qual e uma solugao da equagao diferencial 
(7.56) em J e satisfaz tambem a condigao inicial y(u) = B. As fungoes y o , y t , Y 2> . . . , 
chamam-se aproximacoes sucessivas de Y. Antes de estudarmos a convergencia do 
processo ilustramo-lo com um exemplo. 

EXEMPLO. Consideremos o problema de valor inicial K'(t) = AY(t), K(0) = B, onde 
A e uma matriz constante n x n. Sabemos que a solugao e dada pela formula E(x) = 
= e xA B para todo x real. Vamos agora mostrar como pode esta solugao obter-se pelo 
metodo das aproximagSes sucessivas. 

A hipotese inicial e y o (x) = B. A formula de recorrencia (7.58) da-nos 


Y 2 (x) = B -f f* AB dt — B + xAB, 

J 0 

y 2 (x) = B + J* A y 2 (0 dt — B + J* (AB + M’fi) dt — B + xAB + \x 2 A 2 B . 
Por indugao encontramos 
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A soma do segundo membra e parte da serie de e xA . Portanto, quando k-» oo, obtemos 


lim y t (x) = c xA B 

k-+ oo 

para todo x. Assim, neste exemplo pudemos mostrar directamente que as sucessivas 
aproximagoes convergem para uma solugao do problema de valor inicial em(-oo, + oo). 

Demoimracdo da convergence da sucessao das sucessivas aproximafoes. Voltamos 
agora a sucessao geral definida pela formula de recorrencia (7.58). Para provar que a 
sucessao converge escrevemos cada termo _p*(x) na forma 


(7.59) Y k (x) = y 0 (x) + 2 { Y m+1 (x) - y m (x)} . 

m=0 

Para provar que y*(x) tende para um limite quando A:-»oo demonstramos que a serie 


(7.60) 


2 (W*) - ^W1 


n »=0 


converge para todo x em J. Com esta finalidade basta provar que a serie 


(7.61) I \\Y m+l (x) - Y m (x)\\ 

0 

converge. Nesta serie recorremos a norma matricial introduzida na Secgao 7.3; a 
norma de uma matriz e a soma dos valores absolutos de todos os seus elementos. 

Consideremos um subintervalo limitado e fechado J, de J e que contenha a. Vamos 
demonstrar que, para cada x em 7,, a serie em 7.61 e majorada por uma serie conver- 
gente de termos constantes. Isto implica que a serie converge uniformemente em 7,. 

Para estimar a grandeza dos termos de (7.61) aplicamos a formula de recorrencia 
repetidamente. Inicialmente, temos 

y,(x)- y„(x) = f A(t)Bdt. 

•'a 


Para maior simplicidade, admitimos que a < x. Entao podemos escrever 

(7.62) II y,(x) - y 0 (x)|| = | /“ A(t)B dt | < J; M(t)|| ||B|| dt . 

Uma vez que cada elemento de A(t) e conttnuo em 7, cada elemento e limitado no 
intervalo fechado e limitado 7,. Consequentemente M(0ll ^ M, onde M e a soma dos 
limites de todos os elementos de A(t) no intervalo 7,. (O numero M depende de 7,). 
Consequentemente o integrando em (7.62) e limitado por |£|| M , pelo que temos 
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II ViW ~ Y 0 (x)\\ < J a X 11C || M dt — lie || M{x - a) 
para todo x > a em 7, . 

Usemos agora a formula de recorrencia, uma vez mais, para exprimir a diferenga 
Y 2 — V, por intermedio de y, — Y 0 , e usemos depois a estimativa acabada de obter 
para V, - Y 0 para obtermos 

\\Y 2 (x) - Y,(x)|| = || - y o (0} dt | < J“ H/l(r)|| ||B|| M(t - a) dt 

< P|| A* 2 J; (r - a) dt = 

para todo x > a em 7,. Por indu^ao encontramos 

M m+1 ( x — aY n+1 

1! Y m+ i(x) - y m (x)!i < II bii -r - - P ara m = o, 1, 2, . : . , 

(m + 1)! 

e para todo x > a em 7,. Se x < a um raciocinio semelhante da-nos a mesma desigual- 
dade com |x - a l em vez de (x - a). Se representamos por L a amplitude do intervalo 
7,, entao temos |x - a\ < L para todo x em 7„ onde resulta a estimativa 


M m+1 L m+l 

II W*) - YJd II < II B|| y ~ - para m - 0. 1, 2, ... , 

(m + 1)! 

e para todo x em 7,. Por conseguinte a serie (7.61) e majorada pela serie convergente 

(ML ) m+1 


^ 0 ( m + w 


Isto demonstra que a serie (7.61) converge uniformemente em 7,. 

O raciocinio efectuado mostra que a sucessao das sucessivas aproximagoes con- 
verge sempre e a convergencia e uniforme em 7,. Seja Y a fun?ao limite, isto e, defi- 
na-se Y{x) para cada x em 7, pela equa^ao 


y(x) = lim y fc (x). 

k~+ co 


Vamos provar que Y goza das seguintes propriedades: 

(a) y e continua era 7,. 

(b) Y(x) = B +$„A(t) Y(t) dt para todo x em 7, . 

(c) Y(a) = Be y '(x) = A{x) y(x) para todo x em 7, . 

A alinea (c) mostra que Y e uma solu^ao do problema de valor inicial em 7,. 
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Demonstracao de (a). Cada fungao Y k e uma matriz coluna cujos elementos sao 
fungoes escalares contlnuas em J,. Cada elemento da fungao limite Y e o limite de 
uma sucessao uniformemente convergente de fungoes continuas pelo que, pelo teo- 
rema 11.1 do Volume I, cada elemento de Y e tambem continuo em J,. Consequente- 
mente Y e ela propria continua em J,. 

Demonstracao de (b). A formula de recorrencia (7.58) estabelece que 

Y k+ ,(x) = B + j* AWM dt. 

Deste modo 

y(x) = Iim y i+1 (x) = B + lim P A(t)Y k (i) dt = B -f P A(t) hm Y k (t) dt 

■ *-oo *- oo “ *-«o 

= B+ f X A(t)Y(i) dt . 

•'a 

A permutagao do simbolo limite com o simbolo de integral e valida devido a conver- 
gencia uniforme da sucessao (y*} em J,. 

Demonstracao de (c). A equapao Y(a) = B resulta de (b). Devido a (a) o integrando 
em (b) e continuo em pelo que, pelo primeiro teorema fundamental do calculo, 
y'(x) existe e e igual a A(x) Y(x) em 7,. 

O intervalo J, sabe-se que e qualquer subintervalo fechado e limitado de J conten- 
do a. Se J, se aumenta, o processo de obteneao de y(x) nao varia porque so inclui a 
integrapao de a e x. Posto que para todo x de J existe um subintervalo de J fechado 
e limitado e que content a e x, existe uma solufao em todo o intervalo J. 

TEOREMA 7.17. TEOREMA DE UNICIDADE PARA SISTEMAS LINEARES HOMOGfiNEOS. 
Se A(t) e continuo num intervalo aberto J, a equacao diferencial 

Y'(t) = A(t)Y(t) 

tem quando muito uma solucao em J satisfazendo a uma condicdo inicial dada Y(a) = B. 

Demonstracao. Sejant Y e Z duas solugoes em J. Seja J , qualquer subintervalo li- 
mitado e fechado de J, contendo a. Vamos demonstrar que Z{x) = 7(x) para todo x 
em o que implica que Z = Y em todo intervalo J. 

Visto que quer Y quer Z sao solugoes, temos 

T(t) - Y'(t) = A(t){Z(t) - F(0} • 

Escolhamos x em J, e integremos esta equapao denar para obtermos 
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Z(x) - y(x) = J" A(t){z(t) - y«)} 

Isto implica a desigualdade 

(7-63) |z(x) - y(x)|| < m | J; ||z(t) - y(t)ll *|, 

onde M e um limite superior para |M(r)i em 7,. Seja A/, urn limite superior para fun- 
cao continua JZ(r) - y(/)|| em 7,. Entao a desigualdade (7.63) da-nos 

(7-64) ||Z(x) - y(x)H < MM, \x — a\. 

Introduzindo (7.64) no segundo membro de (7.63) obtemos 

i|Z(x) - y(x)|| < M*M, | J* \t-a\dt\ = M 2 M, . 

For indu^ao encontramos 

(7.65) l|Z(x) - y(x)|| ^ . 

ml 

Quando m-* oo o segundo membro tende para 0, pelo que Z(x)= Y{x), e o teorema 
esta demonstrado. 

O resultado desta seceao pode resumir-se no seguinte teorema de existencia e uni- 
cidade. 

Teorema 7.18. Seja A uma fungao matricial nk n, continua num intervalo aberto 7. 
Se a € 7 e B e um qualquer vector n-dimensional, o sistema linear e homogeneo. 

Y'(t) = A{t)Y(t), Y(a) = B , 

tern uma e uma so solugao em 7. um vector n-dimensional. 


7.22. O metodo das aproxima^des sucessivas aplicado a sistemas nao lineares de 
primeira ordem 

O metodo das aproximapoes sucessivas pode tambem aplicar-se a certos sistemas 
nao lineares. Consideremos um sistema de primeira ordem da forma 

(7.66) Y' = F(t,Y), 


onde F e uma dada fungao vectorial «-dimensional, eye uma funpao vectorial n di- 
mensional a determinar. Pretendemos uma solu^ao Y que verifique a equacao 
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Y\t) = F[t, 7(f)] 

para cada t em algum intervalo J e que tambem satisfaz a uma condipao inicial dada, 
seja Y(a ) = B, onde a ,€J c B e um vector n-dimensional dado. 

De maneira analoga ao caso linear, construimos uma sucessao das sucessivas apro- 
ximapbes y o , Y„ Y 2 , .... fazendo Y 0 — B e definindo Y k+I em funpao de Y k pela 
formula de recorrencia 

(7.67) y* +1 (x) = B + (* F[t , Y k (t)] dt para k = 0, 1, 2, ... . 

« a 


Sob certas condipoes impostas a F, esta sucessao convirgira para uma funpao limite 
Y que satisfara a equapao diferencial dada e a condipao inicial dada. 

Antes de analisarmos a convergencia do processo vamos analisar’a resolupao de 
alguns exemplos unidimensionais, escolhidos para ilustrar algumas das dificuldades 
que podem apresentar-se na pratica. 


EXEMPLO 1. Consideremos o problema de valor inicial nao linear >> = x 2 +y 2 , com 
y = 0 quando x = 0. Calculemos algumas aproximapoes da solupSo. Escolhemos 
E 0 (x) = 0 e determinamos as tres aproximapoes seguintes como se indica: 



£ agora ciaro que sera necessario um enorme trabalho para calcular outras aproxi- 
mapoes. Por exemplo, as duas aproximapoes seguinte e Y s serao polinomios de 
graus 31 e 63, respectivamente, 

O exemplo que apresentamos a seguir apresenta uma dificuldade suplementar que 
pode surgir no calculo das sucessivas aproximapoes. 


EXEMPLO 2. Consideremos o problema de valor inicial nao linear y'= 2x + ey, com 
y = 0 quando x = 0. Partimos da hipotese inicial y„(jr) = 0 e calculamos 

= /„* (2 / + 1) dt = X 2 + X , 

nw. = I; (2/ + dt = x 2 + /; e^dt . 

Aqui esta-se impedido de presseguir peto facto de que o ultimo integral nao pode ser 
calculado por meio de funpoes elementares. Porem, para um dado x e possivel caicu- 
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lar iima aproximagao numerica para o integral e, por seu intermedio, obter uma apro- 
ximagao para K 2 (x). 

Como o provam as dificultades mostradas nos dois exemplos, o metodo das apro- 
ximagoes sucessivas nao e, por vezes, muito util para a determinagao explicita de 
solug5es. O valor real do metodo reside na sua aplicagao ao estabelecimento de teo- 
remas de existencia. 

7.23. Demonstragao de um teorema de existencia e unicidade para sistemas nao 
lineares de primeira ordem 

Voltamos agora a nossa atengao para um teorema de existencia e unicidade aplica- 
vel a sistemas de primeira ordem nao lineares. Impondo restrigoes adequadas a fun- 
cao que aparece no segundo membro da equagao diferencial 

Y' = F(x, Y), 

podemos generalizar o metodo de demonstragao usado no caso linear da Secgao 7.21. 

Seja J o intervalo aberto onde se pretende uma solugao. Admitamos a £J e seja .6 
um vector n-dimensional dado. Representamos por 5 um conjunto no espago de di- 
mensao (n + 1) defmido por 

5 = {(x,y)| \x - a\ <,h, ||F- Bl\ <, k}, 

onde h > 0 e k > 0. [Se n = 1, trata-se de um rectangulo com centro em (a, B) e cujos 
lados medem 2 h e 2k\. Admitamos que o dominio de F inclui um conjunto S deste 
tipo e que F e limitado em S, isto e, 

(7.68) ||F(x, Y)\\ <, M 

para todo (x, Y) em S, sendo M uma constante positiva. 

Seguidamente admitamos que a fungao composta G(x) — F(x, K(x) e continua no 
intervalo (a — h, a + hi) para toda a fungao Y que seja continua em ( a — h, a + h) e 
que goza da propriedade de (x, y(x)) e S para todo o x em (a — h, a + h). Esta hipo- 
tese assegura a existencia dos integrals que aparegam no metodo de aproximagoes 
sucessivas e implica tambem a continuidade das fungoes assim construidas. 
Finalmente, admitamos que F verifica uma condigio da forma 

JF(x, Y) - F{x, Z)|| <A\\Y-Z\\ 


para todo o par de pontos (x, Y) e (x, Z) em S, sendo A uma constante positiva. Esta 
e a chamada condifao de Lipschitz, em homenagem a Rudolph Lipschitz que foi o 
primeiro a introduzi-la em 1876. Uma condigao de Lipschitz nao e uma restrigao 
muito forte para uma dada fungao e permitc-nos, em contrapartida, generalizar a 
demonstragao da existencia e unicidade do caso linear para o caso nao linear. 
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TEOREMA 7.19. EXISTtNCIA E UN1CIDADE DE SOLUCOES PARA SISTEMAS DE PRIMEI- 
RA ORDEM NAo LINEARES. Admita-se que F e limitada e contmua e que satisfaz, no con- 
junto S. as condicoes de Lipschitz airas referidas. Se / e urn inlervalo aberto ( a — c, 
a + c), onde c = min { h , k/M } entao ex isle uma e uma so fungao Y dejinida em /, com 
Y(a) — B, tal que (x, y(x)) c S e 

Y\x) — F(x, 7(x)) para todo x em /. 

Demonstracao. Visto a demonstragao ser analoga a do caso linear, indicamos uni- 
camente os passos principals. Seja y o (x) = B e definamos as fungoes vectoriais Y u 
y 2 , . . . , em I pela formula de recorrencia. 

(7.69) y TO+1 (x) = B + j" F[t, Y m (t)] dt para m = 0, 1, 2 

Para que a formula de recorrencia seja provida de significado necessitamos saber que 
(x, y m (x)) eS para todo x em /. Isto e facilmente demonstrado por indugao em m. 
Quando m = 0 temos (x, y o (x)) = (x, B), que esta em S. Admitamos entao que 
(x, y m (x) eS para algum m e cada x de /. Utilizando (7.69) e (7.68) obtemos 

II w*> - fill < I f II nt, y m (f)]|l dt\<M\f* dt\ = M\x- a\. 

Visto ser|x — a\ g c para todo x em /, isto implica que 

II y m +i(x) — 7?|| < Me < k. 


o que mostra que (x, y m+t (x)) g S para todo x em /. Consequentemente a formula dt 
recorrencia e provida de significado para todo mg 0 e todo x em /. 

A convergence da sucessao (y m (x)} pode agora estabelecer-se exactamente come 
na Secgao 7.21. Escrevamos 

y,(x) = y 0 (x) + 1 {Y m+1 (x) - y ra (x)} 

0 

e provemos que Y k (x) tende para um limite quando k- oo, demonstrando que a serie 

l\\Y m+l (x)~ y m (x)|| 

m-0 

converge em I. Isto pode concluir-se da desigualdade 


IU*)'- YJx ) || < 


MA m \x - a\* 
(m 4- 1)! 


MA m c m+1 

(m + 1)! 


que se demonstra por indugao, usando a formula de recorrencia e a condigao de 
Lipschitz. Definimos entao a fungSo limite Y por 
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y(x) = lim y m (x) 

m-» oo 

para todo x em / e verificamos que satisfaz a equapao integral 

Y(x) = B + Y(t)]dt, 

precisamente como no caso linear. Esta assim demonstrada a existencia da solupio. A 
unicidade pode entao demonstrar-se pelo mesmo metodo utilizado na demonstrapao 
do teorema 7.17. 


7.24. Exercicios 

1. Considerar o problema de valor inicial linear 

y + y = 2e 1 , com y = 1 quando x = 0. 

(a) Determinar a solupao exacta Y deste problema. 

(b) Aplicar o metodo das aproximapoes sucessivas,. partindo da hipotese inicial K 0 (x) = 1. 
Determinar T„(x) explicitamente e mostrar que 


lim Y n (x) = Y(x) 

«— *oo 

para todo real x. 

2. Aplicar o metodo das aproximapoes sucessivas ao problema de valor inicial nSo linear 
y'~x+y 2 , com y = 0 quando x = 0. 


Tomar K 0 (x) = 0 como funpao inicial e calcular T 3 (x). 

Aplicar o metodo de aproximapoes sucessivas ao problema de valor inicial nao linear 

y’ — l+xy 2 , com y = 0 quando x = 0. 

Tomar T 0 (x) = 0 como funpao inicial e calcular T 3 (x). 

. Aplicar o metodo das aproximapoes sucessivas ao problema de valor inicial nao linear 

y =x 2 +y 2 , com y = 0 quando x = 0. 

Considerar a “inconveniente” hipotese inicial T 0 (x) = 1, calcular T 3 (x), e comparar com O 
resultado do Exemplo 1 da Secpao 7.22. 

. Considerar o problema de valor inicial nao linear 

y = x 2 + y 2 , com y = 1 quando x = 0. 


(a) Aplicar o metodo das aproximapoes sucessivas, partindo da hipotese inicial T 0 (x) = I 
e calcular Kj(x). 
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(b) Seja R = ( — 1, 1] x [— 1, 1]. Determinar o menor M tal que|/(x, y)\ ^ M em R. Achar 
urn intervalo I — (-c, c) tal que o grafico de cada fungao de aproximagao Y„ 
em I esteja em R 

(c) Supor que a solugao y = K(x) admite um desenvolvimento em serie de potencias na 
vizinhanga da origem. Determinar os seis primeiros termos nao nulos deste desenvolvimen- 
to e comparar com o resultado da alinea (a). 

6. Considerar o problema de valor inicial 

y' = 1 + y 2 , com y — 0 quando x = 0. 


(a) Aplicar o metodo das aproximagoes sucessivas, partindo da hipotese inicial K 0 (x) = 0 
ecalcular K 4 (x). 

(b) Provar que toda a fungao de aproximagao Y n esta definida em todo o eixo real. 

(c) Usar o teorema 7.19 para mostrar que o problema de valor inicial tern, quando muito, 
uma solugao em qualquer intervalo da forma (~h, h). 

(d) Resolver a equagao diferencial por separagao de variaveis e demonstrar assim que 
existe uma unica solugao Y do problema de valor inicial no intervalo (—nil, nil ) e nunca 
num intervalo mais amplo. Neste exemplo, as aproximagoes sucessivas definem-se em todo 
o eixo real, mas convergem para uma fungao limite unicamente no intervalo (- n / 2 , nil). 

7. Determinar duas fungoes y = P(x) ez — Z(x) que satisfagam simultaneamente ao sistema 
de equagdes. 

y - z, z - x?(y + z) 


com as condigoes iniciais y = 1 e z = 1/2 quando x = 0. Partir da hipotese inicial K 0 (x) = 1, 
Z B (x) = Ml e utilizar o metodo das aproximagoes sucessivas para obter as fungoes de apro- 
ximagao 


X y® r® 

Y a (x) = 1 + - + + - + — , 


% 3 (. x ) ~ 



X s 

3x® 

7x® 

* 12 

+ 7” 

+ — 

H 

-(- — 

10 

64 

360 
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8. Considerar o sistema de equagoes 


y‘ = 2x + z , z’ = 3xy + x 2 z ; 

com condigoes iniciais y = 2 e z = 0 quando x = 0. Partindo das hipoteses iniciais. K 0 (x) — 2, 
Z 0 (x) = 0, utilizar o metodo das aproximagoes sucessivas e determinar Y,(x) e Z,(x). 

9. Considerar o problema de valor inicial 

y'=x 2 y'+x*y, com >> = 5 e y - 1 quando x = 0. 

Transformar este problema noutro equivalente que incluia um sistema de duas equagdes com 
duas fungoes desconhecidas y = y(x) e: = Z{x), sendo z = y. Aplicar entSo o metodo das 
aproximagoes sucessivas, partindo das fungoes iniciais y„(x) = 5 e Z 0 (x) = 1 e determinar 
K 3 (x)eZ 3 (x). 
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10. Seja/uma fungao definida no rectangulo R - 1 - 1 , llx(-l, lido scguinte modo: 

if x = 0, 

if x 0 e |_y| £ x 2 , 

if x A 0 e y > x * , 

if x A 0 e y < -a* 

(a) Provar que (/(x, >’)| g 2 para todo (x, y) em R. 

(b) Mostrar que / nao satisfaz em R a condigao de Lipchitz. 

(c) Para cada constante C satisfazendo a |C| g 1, mostrar que y = Cx 2 e uma solugao do 
problema de valor inicial >■' = /(x, >•), com y = 0 quando x = 0. Mostrar tambem que o grafico 
de cada uma destas solugoes em ( — 1, 1) esta em R. 

(d) Apticar o metodo das aproximagSes a este problema de valor inicial, partindo com a 
fungao inicial Y 0 (x) = 0. Determinar Y n (x) e mostrar que as aproximagdes convergem para 
uma solugao do problema no intervalo (—1, 1). 

(e) Repetir a alinea (d), partindo da fungao inicial K„(x) = x. Determinar V n (x) e mostrar 
que as fungoes de aproximagao convergem para uma solug2o diferente de qualquer das 
solugoes da alinea (c). 

(f) Repetir a alinea (d), partindo com a fungao inicial L 0 (x) = x s . 

(g) Repetir a alinea (d), partindo com a fungao inicial L 0 (x) = x' n . 





★ 7.25. Aproximagoes sucessivas e pontos fixos de operadores 

A ideia fundamental do metodo das aproximagoes sucessivas pode utilizar-se, nao 
somente para estabelecer teoremas de existencia para as equagoes diferenciais, mas 
tambem em muitas outras importantes questoes de analise. O resto do presente capi- 
tulo reformula o metodo das aproximagoes sucessivas de uma maneira que amplia 
muito o ambito das suas aplicagoes. 

Na demonstragao do teorema 7.18 construimos uma sucessao de fungoes { Y 
segundo a formula 

Y k+l (x) = B + j*AY t (t) dt. 

O segundo membro desta formula pode considerar-se como urn operador T que con- 
verte certas fungoes Y em novas fungoes T(Y) mediante a equagao 


T(Y) = B + [ x AY(t)dt. 

da 


Na demonstragao do teorema 7.8 encontramos que a solugao Y do problema de va- 
lor inicial Y\t) = AY(t), Y(a) = B, satisfaz a equagao integral 


Y = B + \ X AY(t)dt. 

J a 
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Na notapao por intermedio do operador 7, a igualdade anterior significa que Y ~T{Y). 
Por outras palavras, a solupao Y nao se altera por aplicapao do operador T. Uma tal 
funpao Y diz-se ura ponto fixo do operador T. 

Varios problemas importantes de Analise se podem formular de modo que a sua 
solupao dependa da existencia de um ponto fixo para certo operador. Por conseguin- 
te vale a pena tentar descobrir propriedades de operadores quegarantam a existen- 
cia de um ponto fixo. Vamos por tal motivo passar ao estudo sistematico de tal pro- 
blema. 

★ 7.26. Espapos lineares normados 

Para formular o metodo das aproximapoes sucessivas de uma maneira geral e con- 
veniente trabalhar com espapos lineares. Seja S um espapo linear arbitrario. Quando 
falamos de aproximapao de um elemento x de S mediante outro elemento y de S , 
consideramos a diferenpa x — y, a qual se designa por erro de aproximapao. Para 
medir a dimensao deste erro introduzimos uma norma no espapo. 

DEF1NICAO DE NORMA. Seja S um espaco linear qualquer. Uma funfao real N defini- 
da em S chama-se norma se possuir as seguintes propriedades: 

(a) /V(a ) i? 0 para todo x de S. 

(b) N(cx) = | c | N(x) para todo x de S e qualquer escalar c. 

(c) N{x + >’) ^ N(x) + N(y) para todo o par x e y de S. 

(d) /V(x) = 0 implica x = O. 

Um espapo linear ao qual se atribui determinada norma diz-se um espaco linear nor- 
mado. 

A norma de x representa-se por vezes por ||x|| em vez de N{x). Nesta notapao as 
propriedades fundamentals escrevem-se: 

(a) || x || 5 0 para todo x em .S'. 

(b) ||cx]| =|e| || jtr|! para todo x em S e qualquer escalar c. 

(c) II X + >’U s llxll + ll^ll para todo (x, y) de 5. 

(d) || jr || = 0 implica x—O. 

Se x e y pertencem a S, designa-se || x - j'H como sendo a distancia dex ay. 

Se o espapo e euclidiano, entao possui sempre uma norma que e consequencia do 
produto interno, isto e, ||x|| = (x, y)'^ 2 . Contudo vamos interessar-nos por uma norma 
particular, a qual nao resulta da definipao de produto interno. 

EXEMPLO. A norma max. Seja C(J) o espapo linear das funpoes reais continuas 
num intervalo fechado e limitado J. Se ^ € C(J), definimos 

IMI = max |y(x)|, 

onde o simbolo do segundo membro significa o maximo valor absoluto de <p em J. 
O leitor pode verificar que esta norma goza das quatro propriedades fundamentais. 



\ Sistemas de equacoes diferenciais 


263 


A norma max nao resulta da definigao de produto interno. Para demonstrar tal 
afirmagao basta provar que a norma max nao possui alguma dos propriedades a que 
satisfazem todas as normas deduzidas a partir da nogao de produto interno. Por 
exemplo, se uma norma resulta de um produto interno, “a regra do paralelogramo” 

lx+yf? + lx-yr = 2W + 2lyl' 

e valida para todo o par .v e y de S. (Ver Exercicio 16 da Secgao 1.13.) A regra do 
paralelogramo nem sempre e satisfeita pelu norma max. Por exemplo, sejam x e y 
fungoes definidas no intervalo 10. 1 1 por 

x{t)=t, y(t)=l-t. 

Entao lemos y.r|| =||r|| =ll.v + >’]| =||.y — i'll = 1, pelo que a regra do paralelogramo 
nao se verifica. 

* 7.27. Operadores de contraegao 

Nesta Secgao consideramos o espago linear normado C(7) de todas as (lingoes 
reais continuas num intervalo fechado e limitado J , no qual ||<p|| e a norma max. Con- 
sideremos um operador 


T : C(J) —* C(J) 

de dominio C(J) e cujo contradominio e um subconjunto de C(J), quer dizer se <p e 
contlnua em 7, entao T(tp) tambeni e continua cm J. As formulas seguintes represen- 
tam alguns exemplos simples de tais operagoes. Em cada caso ip e uma fungao arbi- 
trary em C(J) e T(tp){x) define-se para cada _v de J pela formula que se indica 

T(<p)(x) = %<p(x), onde .V e um numero real fixo, 

T(q>)(x) = <p(t) dt , onde c e um dado ponto de J. 

T(<p)(x) = b + 9,(0] dt, 

•'C 


onde b e uma constante e a fungao composta f\t , <p(t)! e continua em J. 

lnteressam-nos agora aqueles operadores T para os quais a distancia \\T(tp) - T(<f >) || 
e menos do que o produto de |(</i - $|| por uma constante o < 1 . Estes sao os chamados 
operadores de contracyao\ definem-se de modo seguinte: 

DEFINICAO DE um operador de CONTRACCAO. Um operador T: C(J) - C(J) diz-se 
de contraegao se exislir uma constante a, verificando 0 g ir < 1 , tal que para todo o par 
de fungoes <p e <j> de C(J) se tenba 
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( 7 . 70 ) lin?)- TTvOII <«\\<P-f\\. 

A comtante a chama-se constante de contracfdo para T. 

Nota: A desigualdade (7.70) e valida se e so se 

| T(<p)(x) - 7XvO(x)| < a || <p - v|| para qualquer x de J. 


EXEMPLO I. Seja T um operador definido por T(<p)(x) = A*p(x), onde A e uma 
constante. Visto que 


- HvOWi = W M*) - v(*)l , 

tem-se ||T(p) - || =|A| Up ~ <!> Consequentemente este e um operador de contrac- 

<;ao se e so se |A| < 1, caso em que | A | pode usar-se como constante de contracpao. 

EXEMPLO 2. Seja T(<p)(x) - b + <p{t)\dt, onde / satisfaz a condi?ao de Lipschitz 

da forma 

\f(x,y) -f(x,z)\ < K\y - z\ 

para todo x de J e quaisquer reais z ey, K i uma constante positiva. Seja L(J) a ampli- 
tude do intervalo J. Se KL(J) < 1, podemos facilmente provar que T e um operador de 
contraccao KL(J). Com efeito, para todo x em J temos 


\T(<p)(x) - T(p)(x)| = j J* {/[/, cp(t)] -f[t, p(r)]} dt | < K | £ |p(r) - v (/)j dt | 

< K ||«p - pH | j" dt | ^ KL{J) Up- p|| . 

Se KL(J) < 1, entao T e um operador de contracfao com constante de contracqao 
a = KL(J). 

★ 7-28. Teorema do ponto fixo para operadotes de contrac^ao 

O teorema seguinte mostra que cada operador de contrac^ao admite um unico ponto 
fixo. 

TEOREMA 7.20. Se T: C(J) -* C(J) e um operador de contracfdo entao existe uma e 
uma so funqao p em C{J) ta! que 

(7-71) T(<p) = (p . 

Demonstracao. Seja p 0 qualquer fumpao de C(J) e definamos uma sucessao de fun- 
poes {f n } mediante a formula de recorrencia 
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9Vi = T (<Pn) para n = 0,1,2 

Observe-se que <p n+l e C(J) para cada n. Demonstraremos que a sucessao {f„} con- 
verge para uma fungao limite <p em C(J). O metodo e analogo ao utilizado na de- 
monstracao do teorema 7.18. Escrevemos cada como uma soma da forma 

71—1 

(7-72) <p n (x) = <p 0 (x) + 2 {7tnW “ T'iW} 

ifc=0 

e provamos a convergencia de {^p n ) demonstrando que a serie 

(7.73) <p 0 (x) +2(^+iW - ?>*(x)} 

*=o 

converge uniformemente em J. Em seguida provaremos que a soma desta serie e o 
ponto fixo referido. 

A convergencia uniforme da serie estabelecer-se-a por comparacao com a serie 
geometrica convergente 

m|«\ 

k=0 

onde A/=(Voll +ll¥’ill> e a e uma constante de contraccao para T, A compara<;ao e 
proporcionada pela desigualdade 

(7-74) l%+i(*) - <Pk(x) I < Ma. k 

a qual permanece valida para cada x em J e cada k g 1. Para demonstrar (7.74) ob- 
servamos que 

I oW*) - %(x)| = i T(<p k )(x) - 7 , (%_ 1 )(jr)| < a Hy* - . 

Por conseguinte a desigualdade (7.74) ficara demonstrada se provarmos que 

(7.75) \W k -<Pk-x\\^M^ 

para todo k> 1. Demonstramos (7.75) por inducpao. Para k — 1. temos 

II <Pi ~ T'oll ^ Il9>ill + II T’oll = M, 

a quaf e a mesma que (7.75). Para demonstrar que (7.75) e valida para Jfc + 1 se o for 
para k, observe mos que 

l9W*) ~ 9>tWI = I T(<Pid(x) - T((p k ,)(x)| < * H <p k - 95 t _i[| <; M<x k . 

Uma vez que a desigualdade anterior e valida para todo o x em J, ter-se-a 


ll^+i “ 9>*l! <. M«. k . 
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Isto demonstra (7.75) por inducgao. Por conseguinte a serie (7.73) converge uniforme- 
mente era J. Se representarmos a sua soma por <p(x) temos 

CO 

(7.76) <p(x) = lim <pjx) = <p 0 (x) + J - <M*)} • 

n-+ cc k = 0 

A fungao <p e continua em J porque e a soma de uma serie uniformemente conver- 
gente de fungoes continuas. Para demonstrar que p e urn ponto fixo de T compara- 
mos T(<p) com<?>„ + , = Recorrendo a propriedade de contracgao de T temos 

(7.77) | Tty)(x) - <p n+1 (x ) | = | Tty)(x) - Tty n )(x)\ < a \,p(x) - <p„(x) j . 

Mas de (7.72) e (7.76) encontramos 


M*) - <P„(*)I = 


I ( <Pk+i ( x ) - Mt( x )} 


< 1 l^t+lW - <P*( X ) I < Af jot*. 


tendo-se utilizado (7.74) no ultimo passo da demonstragao. Por conseguinte (7.77) 
implica 


|T(^)(x) - g> n+1 (x)| < 

Jc=n 

Quando n oo, a serie do segundo membro tende para 0, pelo que ^n+Xx) - * Tty)(x). 
Mas visto que 9>„ + i(x)-*9>(x) quando «-»ao, isto prova que <p(x)— Tty)(x) para todo 
x em J. Consequentemente <p = 7"(^), pelo que <p e um ponto fixo. 

Por fim vamos demonstrar que o ponto fixo <p e unico. Seja 0 outra fungao de 
C(J) tal que — tj>. Entao tem-se 


l!<P — V’ll = II Tty) — Tty) |j <, a ]] 93 — y|| . 


Daqui resulta que (1 -or) \\<p-<j>l < 0. Atendendo a que a < 1 podemos dividir por 
1-ar para obtermos a desigualdade ||ip-^||<0. Mas porque tambem se tern 
||^9 — ij) || > 0, isto signilica que \\f — </i|j = 0 e porlanto f — ij) — 0. Esta pois comple- 
tamente demonstrado o teorema do ponto fixo. 

★ 7.29. Aplicagdes do teorema do ponto fixo. 

Para se fazer uma ideia do ambito de aplicagao do teorema do ponto fixo vamos 
uti)iza-lo para demonstrar dois teoremas importantes. O primeiro da-nos uma condi- 
gao suficiente para que urrta equagao da forma /(x, y) = 0 defina como fungao de x. 

TEOREMA 7.21. UM TEOREMA SOBRE A EXISTfiNCIA DA FUNCAO IMPLICITA. Se f se 
define numa banda R da forma 
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R = {(x, oo<j< +co}. 

se a derivada partial D 2 f{x, yY* 0 ' exist e e satisfaz a desigualdade da forma 

(7.78) 0 <m<.D 2 f(x,y)<M - 

para todo (x, >’) em R, sendo m e M constantes em que m < M, e se ainda para cada 
fungao <p continua em [a, b] a fungao composta g(x) = f[x , p(x)l 4 continua em [a, b], 
entao existe uma e uma so fungao y = K(x), continua em \a, A], e tal que 

(7.79) f[x, F(x)] = 0 
para todo x em [a, b\. 

Nota: Expressamos este resultado dizendo que a equagao /(x, y) — 0 serve para 
defining implicitamcnte como fungao dex em [a, £>]. 

Demonstragdo. Designemos por C o espago linear das fungoes continuas em [a, b], 
e definamos um operador T.C-*C pela equagao 

T(<P)W = <p(x) - ;;/[x, ?<x)] 

para cada x em la, b). Aqui Mea constante positiva de (7.78). A fungao T{<p) 6C 
sempre que f£C. Provaremos que T e um operadpr de contracgao. Uma vez sabido 
isto deduzir-se-a que T tern um ponto fixo unico Y em C. Para esta fungao Y temos 
Y = T(Y), o que significa 

y(x)= y(x) - ^-/[x, y(x)j 
M 

para todo x em (a, b]. Isto da-nos (7.79), como se pretendia. 

Para demonstrar que T e um operador de contracgao consideramos a diferenga 

rr» w ■, ^ w „ ,..s , s /(*> rWJ - fix, V>(x)] 

(7.80) T(<p)(x) - T(v)(x) = <p(x) — y(x) — . . 

M 

De acordo com o teorema da media tem-se 

fix, <p(x)3 -fix, v(x)] = D. 2 f[x, z(x)][g>(x) - ?>(x)] , 
com z(x) entre <p(x) e <j>{x). Por conseguinte (7.80) da-nos 

T(<p)(x) - T( f )(x) = l<p(x) - Kx)](l - DJ[X ^ Z(X)] ) • 


(7.81) 
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A hipotese (7.78) implica que 

0<l _ DJ[x, z(x)] t _ m 

~ • M M 

Consequentemente (7.81) da-nos a desigualdade 

(7.82) | T(<p)(x) - T( V )(x) | < Jf(x) - f(jc)| (i - ^) < « Ilf - Vli . 

onde or = 1 — mlM. Visto que 0 < m < M, temos 0 < or < 1. A desigualdade (7.82) e 
valida para todo x em [a, b\. Logo T e um operador de contracqao, e a demonstra- 
qao esta completada. 

A outra aplicaqao do teorema do ponto fixo estabelece um teorema de existencia 
para a equaqao integral 

(7.83) ' f(x) = y>(x) + X £ K(x, t) r p(t) dt . 

<j) e uma funqao dada, continua em la, b], A e uma constante dada, e K e uma dada 
funqao definida e limitada no quadrado 

S — {( x,y ) I a<x<,b,a<y<,b}. 

A funqao K chama-se o nticleo da equaqao integral. Seja C o espaqo linear das (un- 
does continues em [a, b], Suponhamos que o nucleo K e tal que o operador T defini- 
do por 

T(y)(x) = tp(x) 4- X £ K(x, t)f(t) dt 


aplica C em C. Quer dizer que T(<p) € C sempre que <p G C. Uma solu<?ao da equaqao 
integral e qualquer funqao p de C que satisfaz (7.83). 

TEOREMA 7.22. UM TEOREMA DE EXISTfeNClA PARA EQUATES 1NTEGRAIS. Se. sob 
as condifoes precedentes, se tern 

(7.84) I K(x,y)\^M 

para todo o ponto (x, y) de S, com M > 0, entao para cada X tal que 


(7.85) 


m < 


1 

M(b - a) 


existe uma e uma so ftuiQao <p em C que satisfaz a equa<~ao integral (7.83). 
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Demonstrafdo. Provemos que T e um operador de contracgao. Tomemos duas 
quaisquer fun toes <p t e ^ de C e consideremos a diferenca 

T(<P i)(x) - TM(-x) = A £ K(X, t)[n(t) - W»] dt . 

Utilizando a desigualdade (7.84) podemos escrever 

l^iX*) - T(<p 2 )(x ) i ^ |A| M(b - a) - <pA = a [!?! - y 2 \\ , 

onde tx = |A| M(b - a). Por (7.85) resulta que 0 5a< 1, pelo que Tc um operador de 
contractao com a constante de contractao a. Deste modo T tern um unico ponto 
fixo <p em C. Esta funcao <p satisfaz a (7.83). 


PARTE 2 


anAlise nAo linear 
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CALCULO DIFERENCIAL EM CAMPOS ESCALARES 

E VECTORIAIS 


8.1. Funcoes deR"em R" 1 . Campos vectoriais e escalares 

A parte 1 deste volume foi dedicada principalmente as transformacoes liueares 

T: V-+ W 

de um espaco linear V noutro espacpo linear W. Na parte 2 vamos prescindir da exi- 
gencia de que T seja linear, mas restringimos os espaipos V e W a serem de dimensao 
finita. Concretamente, consideraremos funcoes com dominio no espago n dimensional 
R" e contradominio no espaipo w-dimcnsional R m . 

Quando ambos os valores men sao iguais a l, uma tal fumpao diz-se uma fungao 
Teal de uma variavel real. Quando n — 1 e m > 1 diz-se uma fumpao vectorial de uma 
variavel real. No Volume I foram amplamente estudados exemplos de tais funcoes. 

No presente capltulo suporemos n > 1 e m > 1. Quando m .= 1 a funpao diz real de 
uma variavel vectorial ou, mais suscintamente, um campo escalar. Quando m > I 
chama-se uma fumpao vectorial de uma variavel vectorial, ou simplesmente um cam- 
po vectorial. 

Este capitulo estende os conceitos de limite, continuidade e derivada a campos 
escalares e vectoriais. Nos Capitulos 10 e 11 faz-se o mesmo para o conceito de in- 
tegral. 

NotaQao: Os escalares representar-se-ao com letra de tipo corrente, e os vectores 
com letras tipo negrito. S e/e um campo escalar definido num ponto x— (x,, . . . , x„) 
de R" as notatpoes f{x) e /( jc,, x„) usam-se indistintamente para represen- 

tar o valor de / num certo ponto. Se / e um campo vectorial escrevemos f{x) ou 
f(x ,, . . . , x„) para representar o valor da funtpao em x. Utilizaremos o prodouto intemo 
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xy=1x k y k 

i 

e a correspondente norma [|x|| = (x-x)'/ 2 , onde x = (x,, x 2 , .. ., x„) e j = (y,, y 2 , . 
>>„). Pontos de R 2 representam-se habitualmente por (x, y) em vez de (x,, x 2 ); pontos 
de R 3 por (x, y, z) em vez de (x,, x 2 , x 3 ). 

Os campos escalares e vectoriais definidos em subconjuntos de R 2 e R 3 apresentam- 
se com frequencia nas aplicapoes da matematica as Ciencias e Engenharia. Por exem- 
plo, se a cada ponto x da atmosfera atribuirmos um numero real /(x) que represente 
a temperatura em x, a fun?ao / assim definida constitui um campo escalar. Se atri- 
buirmos a cada ponto citado num vector representando a velocidade do vento na- 
quele ponto, obtemos um exemplo de um campo vectorial. 

Em problemas de Flsica tratando quer com campos escalares, quer com campos 
vectoriais, e importante saber como varia o campo ao passar de um para outro ponto. 
No caso unidimensional a derivada e o instrumento matematico que da conta dessa 
mudanqa. A teoria da deriva?ao no caso unidimensional trata com fumpoes definidas 
em intervalos abertos. Para generalizar a teoria a R", vamos considerar generaliza?6es 
de intervalos abertos chamados conjuntos abertos. 


8.2. Solas abertas e conjuntos abertos 


Sejam a um ponto dado em R” e r um numero positivo dado. O conjunto de todos os 
pontos x de R" tais que 

< r 


II x — a\\ 


chama-se n-bola aberta de raio r e centra a. Representamofc tal conjunto por B(a) ou 
por B(a; r). 

A bola B{a\ r) consiste de todos os pontos cuja distancia a a e menor que r. Em 
R 1 ela e muito simplesmente um intervalo aberto com centra em a. Em R 2 e um disco 
circular, e em R 3 e uma esfera de centra a e raio r. 


DEFINICAO DE um PONTO INTERIOR. Seja S um subconjunto de R" e admita-se que 
a E.S. Entao a diz-se um ponto interior de S se existir uma n-bola aberta com centro em 
a. cujos pontos pertencem todos a S. 

Por outras palavras, todo o ponto interior a de 5 pode ser envolvido por uma n-bola 
B{a) tal que B(a) ^ S. O conjunto de todos os pontos interiores de S diz-se o interior 
de S e representa-se por int S. Um conjunto aberto contendo um ponto a designa-se 
muitas vezes por vizinhanfa de a. 


DEFINICAO DE UM conjunto aberto. Um conjunto S de R" diz-se aberto se todos 
os seus pontos sao pontos interiores. Por outras palavras , S e aberto se e so se S = int S. 
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EXEMPLO. Em R 1 o tipo mais simples de conjunto aberto e um intervalo aberto. A 
funiao de dois ou mais intervalos abertos e tambem aberto. Um intervalo fechadc 
E[fl, b 1 nao e um conjunto aberto porque nenhum dos pontos extremos do intervale 
Epode encerrar-se numa 1-bola situada inteiramente no intervalo dado. 

A 2-bola S — B{0 , 1) desenhada na figura 8.1 e um exemplo de um conjunto aberto 
ide R 2 . Todo o ponto « de S e o centro de um disco situado completamente em S. 
1 Para alguns pontos o raio deste disco e muito pequeno. 

Em R 2 podem construir-se alguns conjuntos abertos tomando o produto cartesiano 
de conjuntos abertos de R'. Se A, e A, sao subconjuntos de R 1 , o seu produto carte- 
( siano A, X A 2 e o conjunto definido em R 2 por 

A t X A 2 = {(a 2 ,a 2 )\a 1 eA 1 e a 2 eA 2 }. 

Na figura 8.2 apresenta-se um exemplo. Os conjuntos A, e A 2 sao intervalos e A, X A 2 
e um rectangulo. 


A,XA 2 



Disco circular 

*FiG. 8.1. 0 disco ti((): !) c uni conjunto 
aberto em R 2 . 



A, 


Fig. 8.2. O produto cartesiano de dois inler- 
valos abertos e um rectangulo aberto. 


;■ Se A, e A 2 sao subconjuntos abertos de R 1 , entao A, x A 2 sera um subconjunto 
'■ aberto de R 2 . Para demonstrar isto, escolhamos um ponto qualquer a = (a,, a 2 ) em 
: A | X A 2 . Devemos mostrar que a e um ponto interior de A, X A 2 . Uma vez que A, e 
A 2 sao abertos em R 1 existe uma 1-bola r,)em A, e uma 1-bola B(a 2 \ r 2 ) em A 2 . 

Seja r = min {r lt r z }. Pode facilmcnte provar-se que a 2-bola B (a; r) £ A, X A z . Com 
efeito, se x = (x„ x 2 ) e um qualquer ponto de B(a; r) entao |jx — a||< r, pelo que 
(x, - a, | < r, e |x-j — a 2 \ < r 2 . Logo x, G B (a,; r,) e x 2 G B(a; r 2 ). Deste modo x, G A, 
e x 2 eA 2 , pelo que (x,, x 2 ) eA, X A 2 . Isto prova que cada ponto de B(a; r)esta em 
A, x A 2 . Por conseguinte todo o ponto de A, X A 2 e um ponto interior, pelo que 
A, X A 2 e aberto. 

O leitor devera provar que um subconjunto aberto de R 1 nao e mais um conjunto 
aberto quando considerado como um subconjunto de R 2 , devido a que um subcon- 
# junto de R l nao pode confer uma 2-bola. 
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DEFINICOES DE EXTERIOR E FRONTEIRA. Um ponto x diz-se ser exterior a um con- 
junto S de R" se existir uma n-bola B(x) que nao contenha pontos de S. O conjunto de 
todos os pontos de R" ex teriores a S chama-se o exterior de S e representa-se por ext S. 
Um ponto que nao e nem ponto interior nem ponto exterior de S chama-se um ponto fron- 
teiro de S. O conjunto de todos pontos fronteiros de S formam a fronteira de S a qual se 
representa por dS. 

Estes conceitos estao representados na figura 8.1. O exterior de5eo conjunto de 
todos x tais que > 1 . A fronteira de S consiste de todos x tais que flxj = I. 


8.3. Exercicios 


I. Sejam /um campo escalar definido num conjunto Sec um numero real dado. O conjunto 
de todos os pontos x de S tais que /(x) = c chama-se um conjunto de nivel de f. (Problemas 
de natureza geometrica e fisica tratando com conjuntos de nivel serao analisados neste 
capitulo.) Para cada um dos seguintes campos escalates, S e todo o cspapo R". Fazer o 
desenho relativo aos conjuntos de nivel correspondendo aos valores de c dados. 

(a) fix , /) = x 2 + yf, c=0, 1,4, 9. 

(b) fix , /) = , c - e~ 2 , <r\ I , e, e 2 , e 3 . 

(c) fix, y) = co s jx + y), C “ -I, 0,1, {^2, 1- 

(d) fix,y, z) = x + y + z, c = — 1,6,1. 

(e) fix, y, z) — x 2 + 2 y 1 + 3z 2 , c = 0, 6, 12. 

(f) fix, y, z) = sen(x 2 + y 2 + z 2 ) , c = —I, - J, 1 . 


2. Em cada uma das alincas seguintes Xeo conjunto de todos os pontos (x, y) do piano que 
verificam as desigualdades dadas. Fazer um grafico representando o conjunto S e explicar, 
geometricamente, scSeou nao aberto. Indicar no grafico a fronteira de S. 

(a) x 2 + / 2 < \ . (h) 1 ^ X < 2 e 3 < y < 4. 

(b) 3x 2 -f- 2/ 2 < 6 . (i) 1 < x < 2 e / > 0 . 

(c) |xj <1 e \y\ < I . (j) x ^/. 

(d) x ^ 0 e / > 0 . (k) x > y. 

(e) |x| < 1 e |/| £ l. (1) / > x 2 ' e |xj <2. 

(f) x > 0 e / < 0. (m) (x 2 + / 2 - 1)(4 - x 2 -/) > 0. 

(g) xy < 1 . (n) (2x — x 2 — /^(x 2 + / 2 — x) > 0. 


3. Em cada uma das alineas seguintes S e o conjunto de todos os pontos (x, y, z) do espaqo 
tridimensional satisfazendo as desigualdades dadas; determinar se S e ou nao aberto. 

(a) z 2 - x 2 -f - 1 > 0. 

(b) |x| <1,|/| <1, e |z| <1. 

(c) X + / + z < 1 . 

(d) |x| £ 1 , |/| < 1 , e |z| < t . 

(e) x+/+z<l e x>0,/>0,z>0. 

(f) x 2 + 4/ + 4z 2 - 2x + 16/ + 40z + 1 13 <0. 


4. (a) Se A e um conjunto no espaqo n-dimensional e se x£4, mostrar que o conjunto 
A — {x|, obtido pela supressao do ponto x em A, e aberto. 
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(b) Se A e um intervalo aberto no eixo real e B e um subintervalo fechado de A, mostrar 
que A ~ B e aberto. t 

(c) Se A e B sao intervalos abertos do eixo real, mostrar que A u B e A n B sao abertos.. 

(d) Se A e um intervalo fechado do eixo real, mostrar que o'seu complemento (relativamen- 
te a todo o eixo real) e aberto. 

5. Provar as scguintes propriedades de conjuntos abertos em R". 

(a) O conjunto vazio 0 e aberto. 

(b) R" e aberto. 

(c) A uniao de uma familia qualquer de conjuntos abertos e um aberto. 

(d) A intersecpao de uma colecqao fmita de conjuntos abertos e um aberto. 

(c) Dar um exemplo para mostrar que a interseccao de uma coleccao infinita de conjuntos 
abertos nao e necessariamente um aberto. 


Conjuntos fechados. Um conjunto S em R" diz-se fechado seoseu complemento R"- S 
e aberto. Os tres exercicios que se seguem referem-se a propriedades de conjuntos fechados. 


6. Em cada uma das alineas seguintes, seja 5 o conjunto de todos os pontos (x.y) em R 2 sa- 
tisfazendo as condifoes dadas. Fazer um grafico mostrando o conjunto S e explicar geome- 
tricamente se S e aberto, fechado, simultaneamente aberto e fechado, ou nem aberto nem 


fechado. 

(a) x 2 + f £ 0. 

(b) x 2 4- y 2 < 0 . 

(c) x 2 + y 2 <, 1. 

(d) 1 <x 2 +/ < 2. 

(e) \ <,x % +f <,2. 

(f) 1 <x 2 + / ^ 2. 


(g) 1 £x ^2,3 <>y ^4. 

(h) 1 ^x ^ 2, 3 <,y <4. 

(i) y = x 2 . 

(j) ^ ^* 2 . 

(k) y ;> x 2 and |x| <2. 

(l) y ^x 2 andjx| <, 2. 


7. (a) Se A e um conjunto fechado no espaqo n-dimensional e x e um ponto nao pertencente 
a A, provar que A u (x) e tambem fechado. 

(b) Provar que o intervalo fechado [a, f>l no eixo real e um conjunto fechado. 

(c) Se A e B sao intervalos fechados do eixo real, mostrar que A u B e A n B sao fechados. 

8. Provar as seguintes propriedades dos conjuntos fechados em R' 1 . Poden utilizar-se os resul- 
tados do Exercicio 5. 

(a) O conjunto vazio 0 e fechado. 

(b) R" e fechado. 

(c) A intersecqao de uma colecfao qualquer de conjuntos fechados e um fechado. 

(d) A uniao de um numero finito de conjuntos fechados e um conjunto fechado. 

(e) Dar um exemplo para mostrar que a uniao de uma coleccao infinita de conjuntos fe- 
chados nao e necessariamente fechada. 

9. Seja 5 um subconjunto de R". 

(a) Provar que ambos int S e ext 5 sao conjuntos abertos. 

(b) Provar que R" = (int 5) U (ext S) u3 S, uma uniao de conjuntos disjuntos, e utilizar 
este facto para provar que a fronteira 35 e sempre um conjunto fechado. 

10. Dado um conjunto S em R n e um ponto x gozando da propriedade de que toda a bola 
B(jc) content pontos interiores e exteriores a S simultaneamente, provar quexe um ponto 


t Se A e B s3o conjuntos, a difercnca A — B (chamado o complemento de B relalivamente aA)e o conjunto 
dc todos os elementos de A que nao pertencem a B. 
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fronteiro de S. Sera a inversa verdadeira, isto e, cada ponto fronleiro de S gozara neces- 
sariamente desta propriedade? 

1 1. Seja S um subconjunto de R". Provar que ext S — int(R" — S). 

12. Provar que urn conjunto S em R^e fechado se e so se 5 = (int S) u dS. 


8.4. Limites e continuidade 

Os conceitos de limite e continuidade sao facilmente generalizaveis a campos esca- 
lares e vectoriais. Vamos formular as defini<;6es para campos vectoriais; elas serao 
tambcm aplicaveis a campos escalares. 

Consideremos uma fun?ao /: S-*R m , onde S e um subconjunto de R". Sea€R”e 
b € R" 1 escrevemos 

(8.1) lim f(x) = b (ou,/(r) -> Aquando x-+ «) 

x—*a 

para 

(8-2) lim |j/(*) - *i| = 0. 

|[*— a {|— *0 

O simbolo limite na equapao (8.2) e o limite usual do calculo elementar. Nesta defini- 
cao nao se exige que/ seja dcfinida no proprto ponto a. 

Se escrevermos h = x — a, (8.2) vem 

I'm ||/(« + A) — i|| =0. 

11 * 11-0 

Para pontos de R 2 escrevemos (x, y) em vez de x e (a, b ) em vez de a e exprimirmos 
a rela<?ao limite (8.1) do modo seguinte: 

lim fix, y) = b. 

Para ponto de R 2 pomos x = (x, y, z) e a = (a, b, c) e escrevemos 

lim f{x, y,z) = b. 

Uma fun^ao / diz-se continua em a se /e definida em a e se 

lim f{x) =/(«). 


Dizemos que / e continua num conjunto S se /for continua em cada ponto de S. 

Porque estas definigoes sao extensoes directas das dadas para o caso unidimensional, 
nao surpreendera que nuitas das propriedades dos limites e da continuidade possam 
igualmente generalizar-se. Por exemplo, os teoremas relativos a limites e continuidade 
de somas, produtos e cocientes sao tambem validos para campos escalares. Para cam- 
pos vectoriais nao se definem os cocientes, mas podem estabelecer-se os teoremas 



P Calculo diferencial em campos escalares e vectoriais 279 

W' 

seguintes respeitantes a somas, multiplica^ao por escalares, produtos internos 
| 1 e normas. 

TEOREMA 8.1 . Se lim f(jr) — be lim g (x) = c, entdo tem-se 

J r-*a T-'a 

i (a) lim [/(x) + #(x)] = b + c. 

x—+a 

(b) lim Xf(x) = Xb para todo escalar X. 

i x-*o 

(c) lim f(x)g(x) = b - c. 

x-*a 

(d) lim l/(x)|| = 11*11 . 

x-*a 

Demonstrafdo. Demonstraremos unicamente (c) e (d); as demonstrates de (a) e 
(b) sao deixadas ao leitor como exercicio. 

Para demonstrar (c) escrevemos 

A x ) ' £(*) — b e = [f(x ) — A] ■ [g(x) — c] + b • L?(x) — c] + c • [/(x) — A] . 

Apliquemos agora a desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-Schwarz 
oara obtermos 

0 ^ ||/(x) • g(x) -b-c\\< || fix) - A|| ||*(x) - c|| + || A || \\g(x) - c|| + ||c|| \\f(x) _ A|| . 

Porque|/(x) - Afl-»0 e||£(x) - c||-0 quando x-a, isto prova que||/(x)-g(x) — A-e||-» 

0 quando x-»a, o que demonstra (c). 

Tomando f(x) = g(x) na alinea (c) encontramos 


lim ||/(x)f 


donde se obtem (d). 


EXEMPLO l . Continuidade e componentes de um campo vectorial. Se urn campo vec- 
torial f tern valores em R m , cada um dos valores da fungao f{x) tern m componentes 
e podemos escrever 


/(x) = (/i(x), . . . ,/ m (x)). 

Os m campos escalares /,, dizem-se componentes do campo vectorial /. Prova- 

remos que f e continua num ponto se, e so se, cada componente f k e continua naquele 
ponto. 

Designemos por e k o vector unitario coordenado de ordem k (todas as suas compo- 
nentes sao zeros excepto a de ordem k que e igual a l). Entao f k (x) e dada pelo pro- 
duto escalar 

ii 
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/*(*)=/(*)•**• 

Deste modo a alinea (c) do teorema 8.1 mostra que cada ponto de continuidade d t f 
e tambem um ponto de continuidade de f k . Alem disso, utna vez que se tem 


rn 


/(*)= 2 /*(*)** . 


a aplicafao repetidas das alineas (a) e (b) do teorema 8.1 mostra que um ponto de 
continuidade de todas as m componentes/ f m e tambem um ponto de continui- 

dade d ef. 

EXEMPLO 2. Continuidade da flint; do identidade. A funcao identidade, f{x) — x, e 
continua em todo R". Consequentemente^s suas componentes sao tambem continuas 
em todo R". Elas constituem n campos escalares definidos por 

A(X) * 9 fzi.x') ^2 9 9 9 9 ifiSjC) x n • 

EXEMPLO 3. Continuidade das transformafdes lineares. Scja f\ R n -» R m uma transfor- 
maeao linear. Vamos demonstrar que f e continua em cada ponto a de R". Devido a 
linearidade temos 


/(a + h) =/(a) +f(h). 

Basla portanto demonstrar que quando h->-0. Escrevendo h em fun^ao das 

suas componentes temos h = h l e l + . . . + h n e„. Utilizando de novo a linearidade temos 
f(h) = + . . . + Isto mostra que /(A)-* O quando h -» O. 

EXEMPLO 4. Continuidade dos polinomios de n variaveis. Um campo escalar P, defi- 
nido em R"por uma formula da forma 

Vl Vn 

P(x) = X • • • % c kl . . . kn x$ l ■ ■ ■ x k „" 

*1=0 *n— 0 

chama-se polinomio de n variaveis x,, ..., x„. Um polinomio e continuo em todo R" 
devido a que e uma soma finita de produtos de campos escalares conlinuos em todo 
R" Por exemplo, um polinomio de duas variaveis aey, dado por 

P(x, y) = I 2 c i3 xV' 

i=0 j=0 

e continuo cm todo o ponto (x, y)de R 2 . 
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EXEMPLO 5. Continuidade de funpoes racionais. Um campo escalar /defmido por 
f(jc) = P{x)IQ(x), onde PcQ sao polinomios nas componentes de x, diz-se uma fungao 
racionai. Uma tal funpao e continua em cada ponto em que Q(x) + 0. 

Mais exemplos de fungdes continuas podem ser construi'dos com auxi'lio do teorema 
que se segue, o qual esta relacionado com a continuidade de fumjoes compostas. 

TEOREMA 8.2. Sejam f e g funpoes tais que a funpao composta gesteja definida em 
a, sendo 

(f° g)(x) =f[g(*) 1- 

Se g e continua em a e se f e continua em g (a), entao a funpao composta f° ge continua 
em a. 

Demonstrapao. Sejam j = f(x) cb =g (a). Temos pois 

/[*(*)! -f[g(*)] —f(y) -Kb). 

Por hipotese b quandox — a, pelo que se.tera 

Hm il/[g(*)] -/[*(*)] II = Ijm 11/00 - /(*)! = 0 . 

il * — a \[-+0 lly — ^||—0 

Portanto lim /Igtx)] = /!&(<»)], peio que /kge continua em a. 


EXEMPLO 6. O teorema precedente imptica a continuidade dos campos escalares 
h. onde /i(x, y) e dado por formulas tais como 

X+V 

sen (x 2 y), log (x 2 + y 2 ) , , log [cos (x 2 + >’“)] . 

x + y 

Nestes exemplos as fun^oes sao continuas em todos os pontos em que estao definidas. 
A primeira e continua em todos os pontos do piano, e a segunda em todos os pontos 
excepto a origem. A terceira e continua em todos os pontos (x, _p) para os quais 
x + e a quarta em todos os pontos para os quais x 2 + y 1 nao seja um multiplo 

impar de nil. [O conjunto de (x, y) tais que x 2 + y 1 = nn/2, n = 1 , 3, 5 c uma 

familia de circunferencias centradas na origeml. Estes exemplos niostram que as 
descontinuidades de uma fungao de duas variaveis podem ser pontos isolados, curvas, 
ou familias de curvas. 

EXEMPLO 7. Uma fumpao de duas variaveis pode ser continua a respeito de cada 
uma das variaveis separadamente a ser descontinua considerada como funpao das 
duas variaveis em conjunto. Este facto e ilustrado pelo exemplo seguinte 
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f(x, = ~ z Xy i se (x, j>) (0, 0) , /( 0, 0) = 0 . 

* + y 

Para pontos (x, y) do eixo OX temos }^ = 0e /(x, y) - /(x, 0) =0, pelo que a funpao 
tem o valor constante 0 ao longo de todo o eixo OX. Deste modo, se fizermos y = 0 
e considerarmos /unicamente uma funpao de x,/e continua em x = 0. Analogamen- 
te,/ torna o valor constante 0 em todos os pontos do eixo OY, pelo que se fizermos 
.v = 0 e considerarmos /unicamente como uma funpao dc y,fe continua em> , = 0. 
Porem considerada como funpao de duas variaveis,/ nao e continua na origem. Com 
efeito, em cada ponto da recta y = x (excepto na' origem) a funpao toma o valor cons- 
tante i, pois /(x, x) = x 2 /(2x 2 ) = | ; visto existirem sobre esta recta pontos tao proxi- 
mos da origem quanto se queira e porque /( 0, 0) / j, a funpao nao e continua em (0,0). 


8.5. Exereicios 

Os exereicios apresentados nesta Secpao referem-se a limites e continuidade de campos es- 
calares definidas em subconjuntos do piano. 

1. Em eada urn dos exemplos seguintes define-se um campo escalar / mediante a equapao 
dada para todos os pontos (x, y ) do piano definidos pela expressao do segundo membro. Em 
cada exemplo determinar o conjunto de pontos (x, y) para os quais / e continua 


(a) f(x,y ) = x 4 +/ 4 — 4 x 2 y 2 . 

(b) f(x,y) = log (x 2 +/). 

(c) f(x,y) = - cos x 2 . 

X 2 

(d) /(x, y) = tan — . 


(f) f(x,y) = arcsen— =_^— . 

\' x + y 

(g ) fix, y) — arctan ■ 


(h) fix. y) 
(0 f(x,y) 


X 

y/x* +y 2 . 

= x<»*>. 


(e) f(x , y ) = arctan ^ . 


(j) f(x,y) = arccos y/xjy. 


2. Se lim f(x,y) = L, e se existirem os limites unidimensionais 
(*.>■)- (a. d - 

lim /(x, j>) e lim /(x, y) 

x~ *a 

provar que 

lim [lim /(x, y)\ — lim [lim f(x,y)] ~ L. 

x~*q v~*b y—*t> x—*u 

Os dois limites desta igualdade chamam-se limites iterados\ o exercicio mostra que a exis- 
tcncia do limite bidimensional e dos dois limites unidimensionais implicam a existencia e 
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.»■?. 

,v igualdade dos dois limites iterados. (A inversa nao e sempre verdadeira. No exercicio 4 
r apresenta-se inn contra exempio). 
f 3. Seja f(x, y) = (x — y)/(x + y) se x + >’ * 0. Provar que 

lim [lim/(x,y)] = 1 masque lim [lim/(x,y)] = —1. 

cc— *-0 v~*0 ir*0 x— -0 

Utilizar este resultado e o do Exercicio 2 para provar que f(x, y) nao tende para um limite 
quando (x, y) - (0, 0). 

4. Seja 

^, 2^2 

A x ’y) = x y — {x _ yjp sempre que x 2 y 2 + (x - y? * 0 . 

Demonstrar que 

lim [lim/(x,^)] = lim [lim f(x,y)\ — 0 

ar-H) v~H) v~ *0 

mas que^(x, y) nao lende para um limite quando (x, >j — (0, 0). [Sugestao: Examinar / sobre 
a recta y = xj. Serve este exercicio para mostrar que a inversa do Exercicio 2 nem sempre e 
verdadeira. 

5. Seja 

( 1 

xsen- se v ^0, 
f(x,y) = 7 

se j=0, 

Mostrar que /(x, y) - 0 quando (x, y) — (0, 0), mas que 

lim [lim f(x, y)] ^ lim [lim f(x,y)]. 

v— 0 I— K) X-KJ 

Explicar porque razao islo nao contradiz o Exercicio 2. 

6. Se (x, y) *■ (0, 0), seja /(x, y) = (x 2 -y 2 )/(x 2 + y 2 ). Determinar o limite de /(x, y) quando 
(x, y) - (0, 0) ao longo de recta v = mx. £ possivel definir /( 0, 0) de modo que / seja continua 
em (0, 0)? 

7. Seja /(x, y) = 0 se y £ 0 ou se y S x 2 e /(x, y) = 1 se 0 < y < x 2 . Provar que /(x,y)-*0 quan- 
do (x, y) -» (0, 0) ao longo de qualquer recta passando pela origem. Determinar uma curva 
passando pela origem ao longo da qual (excepto na origem) /(x, y) tome o valor constante I . 
Sera / continua na origem? 

8. Se /(x, y) = lsen(x 2 +y 2 )|/(x 2 + y 2 ) quando (x;, y) * (0, 0) como deve ser definida /( 0, 0) 
para que / seja continua na origem? 

9. Seja / um campo escalar continuo num ponto interior a de um conjunto S de R". Se /(«) y- 0, 
provar que exisle uma n-bola B{a) na qual /tern o mesmo sinal que /(«). 

8.6. A derivada de um campo escalar relativamente a um vector 

Esta Sec<;ao e dedicada as derivadas de campos escalares. Derivadas de campos 
vectoriais serao estudados na Seceao 8.18. 

Seja / um campo escalar definido num conjunto S de H" e seja a um ponto inte- 
rior a S. Pretendemos cstudar como varia o campo quando se passa de a para um 
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ponto proximo- Por excmplo, admitamos que j\a) c a temperatura num ponto a de 
uma sala aquecida e com uma janela aberta. Se nos deslocarmos na direcgao da 
janela a temperatura diminuira, mas se nos movermos em sentido contrario a tempe- 
ratura aumentara. Em geral a maneira segundo a qual um campo varia dependent da 
direcqao em que nos movamos a partir de a. 

Supongamos que especificamos esta direcqao por outro vector j, isto e, suponha- 
mos que nos deslocamos de a para o ponto a + y ao longo do segmento de recta 
unindo a e a + y. Cada ponto deste segmento e da forma a + hr, onde h e um numero 
real. Na figura 8.3 apresenta-se um cxemplo. A distancia de a ate a + hr e|j/;v|| = |/t| 

It'S. 

Visto que a e interior a S, existe uma rt-boia B{a\ r) situado inteiramente em S 
Se h for escolhido de modo que |/i| | rfl < r. o segmento de a ate a + hr estara em S. 



Fig. 8.3. O ponto n r hr pcrlence a recta 
passando por a paralela a^-. 



Fig. 8.4. O ponto a + hr esta na n-bola 
B(a,r) se||ftr || < r 


(Ver figura 8.4) Consideremos h 0, mas suncientemente pequeno para garantir que 
a + hy^S e formemos a razao incremental 

(8 3 ) /(a + hy) - /(a) 

h 


O numerador deste cociente diz-nos como varia a funqao quando se passa de a a 
a + hy. O cociente define a variacdo media d cf ao longo do segmento unindo a a a t- hy. 
I nteressa-nos conhecer o comportamento deste cociente quando A-» 0. Somos assim 
conduzidos a definiqao seguinte: 

DEFINICAO de derivada de um campo escalar relativamente a um vector. 
Dado um campo escalar f: S - R, onde S R", sejam a um ponto interior de S e y um 
ponto arbitrario de R". A derivada de fern a relativamente a y representa-se pelo simbolo 
f\a\ y) e dejine-se 


(8.4) 


f\a\y) = Iim 


f(a + hy) - /(a) 


quando o limite do segundo membro existe. 
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4 EXEMPLO 1. Se y- O, a razao incremental (8.3) e 0 para todo hy- 0, pelo quo 
/'(a; O) existe sempre e e igual a 0. 

Q EXEMPLO 2. Derivada de uma transformacao linear. Se f: S * R e linear entao 
■| /(a + hy) = f{a) + hf(r) e a razao incremental (8.3) e igual a f(y) para todo h y 0. 
Neste caso, /'(a; j) existe sempre e e dada por 

i f'(a;y)=Ay) 

para todo a de S e todo_^ de R". Quer dizer, a derivada de uma transformacao linear 
?! relativamente a y e igual ao valor da funpao em y. - 

Para estudar o comportamento de / sobre a recta que passa por a e a + j com 
y=t= O, introduzimos a funcao 

g(0=/(« + oO- 

O teorema que se apresenta a seguir relativa as derivadas g'(/) e f\a + ty;y). 

TEOREMA 8.3. Seja g(t) = f(a+ty). Se uma das derivadas g\t) ou f\a + ty; y) exis- 
tir. entao a outra tambem existe e as duas sao iguais 

(8.5) g'(0 =/'(« + ty>y)- 

Em particular, quando t — 0 temos g\ 0) = /'(a; y). 

Demonstragao. Construindo a razao incremental para g, temos 

g(; -f h) - g(t) _ /(a + ty + hy) - f(a + ty) 
h h 

Fazendo /?-» 0 obtemos (8.5). 

EXEMPLO 3. Calcular /'(«; y) se/(x) = || x| 2 para todo x em R". 

' Resolufdo. Fagamos g(/) = f{a + ty) = (a + ty) ■ (a + ty) = a ■ a + 2/a y + t’y-y. Por 
: conseguinte g'(0 = 2 a y + 2 tyy, de maneira que g'(0) = f(a\y) = 2aj. 

Urn corolario simples do teorema 8.3 e o teorema da media para campos escalares. 

TEOREMA 8.4. TEOREMA DA MEDIA PARA AS DERIVADAS DE CAMPOS ESCALARES. 
it Se existir a derivada f{a + ty;y) para todo t no intervalo t £ 1, entao para algum 8 
! no intervalo aberto 0 < 6 < 1 tem-se 

I ! Oi- 

■it-’; 


/(« + y) —/(a) = f(z; J 7 ). onde z = a + By. 
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Demonstrapao. Seja g(l) = f{a + /j). Aplicando o teorema da media a g no interva- 
lo [0, 1 ] tem -se 

£(1) - £(0) = g '( 6 ) . 0 < 0 < 1 . 

Porque g(l) — g(0) = f(a + _y) — f(a) e g\0) -f\a + By, ^-) flea o teorema demons- 
trado. 

8.7. Derivadas direccionais e derivadas parciais 

No caso particular em que j- e urn vector unitario isto e, quando||j| = 1, adistancia 
de a a a + hy e \h\. Neste caso a razao incremental (8.3) representa a variagao media 
de / por unidade de distancia ao longo do segmento unindo a a .a + hy\ a derivada 
f'(a\y) chama-se derivada directional. 

DEFINICAO DAS DERIVADAS DIRECCIONAL E PARC1AL. Se y e um vector unitario, a 
derivada f\a ; y) chama-se a derivada direccional de f em a segundo a direcQao de y. Em 
particular.' se y = e k ( o vector coordenado unitario de ordem k) a derivada direccional 
/'{a; e k ) denomina-se derivada parcial relativamente a e k e representa-se tambem pelo 
simbolo D,J(a). Assim, 


D k f(a) =f‘(a;e k ). 

Para a derivada parcial Djjia) usam-se igualmente as nota9oes: 

df 

» ' * - i (^1 ) ' ' M ^ f * • * • » ri n ) . 

dx k 

Por vczes a derivada f\ k escreve-se sem apice,/ vt ., ou ainda mais simplesmenteyjr. . 

Em R 1 os vectores unitarios coordenados representam-se habitualmente por i e j. 
Se a = (a, b), as derivadas parciais /(a; i) e /'(a; j) escrevem-se tambem 


b ) 

ox 


d l 

dy 


<<>, b). 


respectivamente. Em R\ se a = (a, b, c ) as derivadas parciais DJ{a), DJla) e Djf(a) 
renresentam-se tambem por 


zf- (a, b, c) , ~ (a, b, c) , 

ox oy 


d l 

dz 


(a,b, c). 


e 
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g.8 Derivadas parciais de ordem superior 

A derivagao parcial origina, a partir de um dado campo/ novos campos escalares 
Dj, ■■■, DJ. As derivadas parciais d e £>,/... , D,J sao as derivadas parciais de se- 
gunda ordem de f. Para fungoes de duas variaveis existem quatro derivadas parciais 
de segunda ordem, que se escrevem: 


a 2 / 

WJ) = -4 , 

dx 2 


D, (DJ) 


'3f 

it 

I if 

« -n 


a 2 / 

dxdy ’ 


D 2 (DJ) = 


a 2 / 

dy dx ' 


D 2 (D 2 f) = 


d JL 

dy 2 


Note-se que D,(DJ) representa a derivada parcial de DJ relativamente a primeira 
variavel. Algumas vezes usamos a notagao D, J para a derivada parcial de segunda 
ordem DfDJ). Por exemplo, D, 2 f — D x {D 2 f). Na notagao d a ordem de derivagao 
exprime-se como se indica: 

ay _ 9 m 

dx dy dx \dyj 

Esta derivada pode ou nao ser igual a outra derivada parcial mista 


d 2 f = d_(df\ 

dy dx dy \<?x/ 

Na Secg&o 8.23 provaremos que as duas derivadas parciais mistas acabadas de referir 
sao iguais em cada ponto se uma delas for continua numa vizinhanga do ponto. Ain- 
da na Secgao 8.23 se apresentara um exemplo no qual D x {D 2 f) A DJD t f) num ponto. 


8.9. Exercicios 

1. Um campo escalar /e definido em R n por f(x) = a-x, ondeo e um vector constante. Calcular 
/'( x, y) para x e_r arbirtarios. 

2. (a) Resolver o Exercicio 1 quando fix) = |] jc |[ 4 . 

(b) Tomar n = 2 em (a) e determinar todos os pontos (x, >>) para os quais f\2i + 3 j, 
xi + yj) = 6. 

(c) Tomar n — 3 em (a) e determinar todos os pontos (x, y, z) para os quais/'(i + 2 j + 3 k\ 


xi + yj 4- zk) = 0. 

3. Seja T: R»— R" uma transformagao linear dada. Calcular a derivada f(x; y) para o campo 


escalar definido em R" pela equagao fix) = x. T{x). 

Em cada um dos Exercicios 4 a 9, calcular todas as derivadas de primeira ordem do campo 
escalar dado. Nos Exercicios 8 e 9 os campos estao definidos em R". 

4. fix, j) = x 2 + y 2 sin (xy) . 

v x + y 

l.fix,y)= 7- x * y , 

J x — y y 

\ 5. fix, y) = Jx 2 + y 2 . 

8. f(x ) = a • x , a fixo. 

I 6. fix, y) - ix,y) * (0,0). 

m \ x +>' 

n n 

9 - /(*> = 22 a u x i x i, a u = 

1=1 J-l 


288 


Calculo 


Em cada um dos Exercicios 10 a 17, calcular todas as derivadas parciais de primeira ordem. 
Nos Exercicios 10, 1 1 e 12 verificar que as derivadas parciais D,(l) 2 f) sao iguais. 

10. f(x,y) = x i + y* - 4x 2 y 2 . 14. /(x, y) = arctan (y/x), x 0. 

11. f(x,y) = log (x 2 +/), (x,y) ^ (0, 0). 15. f(x,y) = arctan , xy # 1 . 

i xy 

12. f(x,y) = -cos x 8 , y ^ 0. 16. /(x, j) = x tvS ’ , x>0. 

13. f(x,y) = tan {x 2 ly), y * 0. 17. f(x,y) = arccos yfxfy, y * 0. 

18. Seja i t) = t" e ~‘ ,,,w . Determinar um valor da constante n tal que v satisfaqa a seguinte 
equaqao: 

Bv 1 3 ( Bv\ 

Tt = 7*Tr( r Sr/ ' 

19. Dado z = «(x, y)e ax * by e Puli&xdy) = 0. Determinar valores das constantes a e b tais que 

B 2 z Bz 3z 

— + 2 = 0 . 

3x3+ 3x By 

20. (a) Supor que /'(x; y) — 0 para todo x era alguma n-bola B(a) para todo o vector j-. Utilizar 
o teorema da media para provar que / e constante em B(a). 

(b) Supor que f\x\y) — 0 para um vector/ixo v e para todoxem B(a). Oque pode concluir- 
se acerca de / neste caso? 

21. Um conjunto S em R"diz-se convexo se para todo o par de pontosa eb em So segmentode 
recta de a a b esta tambem em 5; por outras palavras, la + ( 1 — t)b 6 S, para todo t no inter- 
val 0 < t < I. 

(a) Provar que toda a n-bola e convexa. 

(b) Se f\x, y) = 0 para todo x num conjunto convexo aberto S e para todo r em R" provar 
que/e constante em S. 

22. (a) Demonstrar que nao existe nenhum campo escalar / tal que f\a\y) > 0 para um vector 
fixo a e todo vector nao nulo_r- 

(b) Dar um exemplo de um campo escalar / tal que f\x\y) > 0 para um vector fixoy e todo 
o vector x. 


8.10. Derivadas direccionais e continuidade 


Na teoria unidimensional, a existencia de derivada de uma funqao / num ponto im- 
plica a continuidade nesse ponto. Tal afirmaqao demonstra-se facilmente pela escolha 
de um A^Oe escrevendo 


/(« + *)-/(«) - 


f{a + h) - /(a) 
h 


Cuando A-*0o segundo membro tende para o limite f\a )- 0 = 0 e por isso f(a + h)-* 
f(a). Isto proya que a existencia de f\a ) implica a continuidade de / em a. 
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Admitamos o mesmo raciocinio aplicado a uma campo escalar qualquer. Suponha- 
mos que a derivada/ (a existe para certo r- Entao se hy 0 podemos escrever 

/(« + hy) - /(a) _ /<- + M ~/W . k . 

h 

Quando h-Oo segundo 'membro tendc para o limite /"(«; v)-0 = 0; logo a existencia 
de f\a',y) para um dado r implica que 

lim/(« + hy) = /(«) 

h~* 0 


para algum y. Tal significa que /(x) — /(a) quando x-*a ao longo da recta passando por 
a e paralela ay. Se f'{a\y) existe para todo o vector y, entao /(x)-»/(«) quando x-*a 
ao longo de toda a recta que passe por a. Tal facto parece sugerir que / e continua em 
a. Surpreendentemente, embora, esta conclusao nao e necessariamente verdadeira. 
O exemplo que se apresenta a seguir descreve um campo escalar que admite derivada 
direccional em O segundo qualquer dire<;ao mas que nao e continuo em O. 

EXEMPLO. Seja / o campo escalar definido em R 2 do modo seguinte: 

2 

/(*, y ) = - rf — se /( o, = o. 

x + y 

Seja a — (0, 0) e y = (a, b) um vector qualquer. SeayOehyO temos 

f(a + hy) - f(a) = f(hy) - f(Q) = /{ha, hb ) = ab 2 

h h h a 2 + h 2 b* ' 

Fazendo h-> 0 encontramos f{0\y) = b 2 !a. Se y = (0, b) encontramos, de maneira 
analoga, que f(0;y) = 0. Portanto f(0;y) existe para todas as direcpoes y. Igualmente, 
f(x)-* 0 quando x-*Oao longo de qualquer recta passando pelaorigem. Contudo, em 
cada ponto da parabola x = y 2 (excepto na origem) a fun<pao /tern o valor Visto que 
tais pontos existem tao proximos da origem quanto se queria e porque /(O) = 0, a 
fun^ao / nao e continua em O. 

O exemplo precedente mostra que a existencia de todas as derivadas direccionais 
num ponto nao implica a continuidade nesse ponto. Por tal motivo, as derivadas di- 
reccionais nao constituent uma extensao satisfatoria do conceito unidimensional de 
derivada. Existe uma generalizafao mais adequada, a qual implica a continuidade e, 
ao mesmo tempo, permite-nos generalizar os principals teoremas da derivagao a uma 
dimensao ao caso de maior numero de dimensdes. Esta e a chamada diferencial total 
ou simplesmente diferencial. 
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8.11. A diferencial 

Lembramos que no caso unidimensional uma funpao /possuindo derivada em a 
pode ser aproximada na vizinhanpa de a mediante num polinomio de Taylor linear. 
Se f{a) existe, designemos por E(a, h) a diferenpa 

(8.6) E(a, h) = + _ /' (a) se ft # 0, 

h 

e definamos E[a , 0) = 0. De (8.6) obtemos a formula 

f{a + h) = m +f’(a)h + hEia, h), 

uma equapao que e valida tambem para h = 0. Esta e a formula de Taylor de primeira 
ordem para aproximar f{a + h) - f{a) por meio de f\a)h. O erro cometido e hE(a, h). 
De (8.6) resulta que E(a, h)-> 0 quando h-> 0. Por conseguinte o erro hE(a, h) e de 
ordem inferior a h para valores pequenos de h. 

Esta propriedade de aproximapao de uma funpao derivavel por uma funpao linear 
sugere urn modo de generalizapao do conceito de diferenciabilidade ao caso de maior 
numero de dimensoes. 

Seja fS -* R um campo escalar definido num conjunto S’ de R". Sejam a um ponto 
interior de S e B(a\ r) uma n-bola contida em S. Seja v um vector tal que ||r|| < r, de 
modo que a + t6 B(a; r). 

DEFINICAO de um CAMPO escalar DIFERENCIAVEL. Diz-se que f e diferenciavel em a 
se existir uma transformacao 

T a : R" R 

de R n em R, e uma funpao escalar E(a, r) tal que 

(8.7) /(a + v) =/(a) + T a { v) + || t»li E(a, v) , 

para ||p| 1 < r, onde E(a, r)->0 quando II c[| — * 0. A transformacao linear T a chama-se a dife- 
rencial de f em a. 

Nota: A diferencial T a e uma transformapao linear, nao um numefo. O valor 
Tfv) e um numero real, definido para cada ponto e de R". A diTerencial foi intro- 
duzida por W. H. Young em 1908 e por M. Frechet em 1911 num contexto mais 
geral. 

A equapao (8.7), que e valida para||r|| < r, chama-se formula de Taylor de primeira 
ordem para f(a + v). Da-nos uma aproximapao linear, T,(r), para a diferenpa 
f(a + r) -/(a). O erro na aproximapao c |ln|| E(a , r), um termo que e de ordem infe- 
riorajlr| quando ||r|j -0; isto e, E(a,v) =0'O|p||) quando |jn|| -*0. 
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O teorema que se segue mostra que sc a diferencial existe e unica. Diz-se igualmente 
co mo caicular T a (y) para todo y em R". 

TEOREMA B.5. Se f e diferenciavel em a com diferencial T a , enlao a derivada f{a',y) 
existe para todo y em R V tem-se 

( 8 . 8 ) T 0 (y)=f'(a;y). 

Alem disso, f(a \ y) e uma combinapao linear das componentes de y. Com efeito, se 
7 = (>\ ,y„) tem-se 

(8.9) /'(« ; y) ~ £ D k f(a)y k . 

i 

Demonstrapao. A equagao (8.8) e trivial se y = O, visto que ambos T a (0) = 0 e 
f(a\ O) = 0. Por conseguinte podemos supor quey y O. 

Visto / ser diferenciavel em a temos uma formula de Taylor 

(8. 10) /(« + V) = Rd) + 7» + 111) II E(a, v) 

para ||r|| < r para algum r > 0, onde E(a, p) -»0 quando || p|| -»0. Nesta formula tomemos 
r = hr, onde 0 e |A||l.v|j < r. Entao ||r|| < r. Visto que T a e linear, temos T„(v) - 
= T a (hy) = hT a (y). Portanto (8.10) da-nos 


( 8 . 11 ) 


f(a+ hy) — /(a) 
h 


= TJy) + 


Iftl \\y]\ 

h 


E{a, v ) . 


Porque ||r|| ->0 quando /t-> 0 e visto que |A| h — ±l,o segundo membro de (8.1 1) tende 
para o limite T a (y) quando /i — 0. Portanto o primeiro membro tende para o mesmo 
limite, o que demonstra (8.8). 

Favamos agora uso da linearidade de T a para deduzir (8.9). Se y = (y„ . . . , y„) te- 
mos v= 2Li y^k, onde resulta 

T a(y) = T «(£ y***) = £ y k TJ,e k ) = £ yj'(a ■ e k ) = £ y k DJ(a) . 

\*-l / *-l k—1 k-1 


8.12. Gradiente de um campo escalar 

A formula do teorema 8.5, que exprime f(a\y) como numa combina^ao linear das 
componentes de y, pode escrever-se como um produto escalar 


n 


/'(«;>’) = 2 D kf(a)y k = V/(a) • y , 

k—1 
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onde v/(o) e o vector cujas componentes sao as derivadas parciais de / em a, 

Este e chamado gradiente def.O gradiente v/e um campo vectorial definido em cada 
ponto a em que existem as derivadas parciais £>,/(«), . . . , D„f{a). Usa-se igualmente a 
nota^ao grad / em vez de v/ O simbolo v le-se “nabla”. 

A formula de Taylor de primeira ordem (8.10) pode agora escrever-se na forma 

(8.12) f(a + v) =/(«) + Vf(a) • v + ||vj| E(a, v), 

onde £(a, r)-*0 quando ||e[| -*0. Escrita nesta forma assemelha-se a formula de Taylor 
unidimensional com o vector gradiente v/(a) desempenhando o papel da derivada 

A«)- 

A partir da formula de Taylor podemos facilmente provar que a diferenciabilidade 
implica a continuidade. . 

TEOREMA_ 8.6. Se um campo escalar f e diferenciavel em a. entao f e contlnua em a. 
Demonstracao. De (8.12) tem~se 


\f(a + v) -/(«)[ = | V/(a) • c + || c|| E(a, v )| . 

Aplicando a desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-Schwarz encontramos 
0 ^ I /(« + v) - f(a) | < || V/(a)|| |1 e|| + || e|| \E(a, e)| . 

Isto mostra que f(a + r) -*f(a) quando || c|| -* 0, pelo que / e.continuo em a. 



FiG. 8.5. Reiacao geometrica entre a derivada direccional e o vector gradiente. 
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Quando. v e um vector unitario a derivada direccional f(a; r) admite uma relacao 
geometrica simples com o vector gradiente. Admitamos que v/(a) =£ O e seja 0 angulo 
de vcom v/(a). Entao tem-se 


/'(«; y) = m»)-y = l|V/(a)|| ||.g|| cos 0 = ||V/(«)|| cos 0. 


Isto mostra que a derivada direccional e a componente do vector gradiente na direccao 
de.r. A figura 8.5 representa os vectores v/(a) e v aplicados no ponto a. A derivada 
e maxima quando cos 0 = 1, isto e, quando v tern a mesma direccao que v/(a). Por 
outras palavras, num dado ponto a o campo escalar sofre a variacao maxima na di- 
reccao do vector gradiente; alem disso, este maximo e igua! ao comprimento do vector 
gradiente. Quando v/(a) e ortogonal a y, a derivada direccional f(a\ r) eO. 

No espaco bidimensional o vector gradiente escreve-se muitas vezes 


, df(x,y). , df(x,y). 
W(*> j>) - — i + ~ J • 

No espaco tridimensional a formula correspondente e 


„„ , df(x,y,z). . df(x, y, z) , df(x, y, z ) , 

y ’ z) " — aT - ' + — ~ ' + ~ — 


8.13. Uma condicao suflciente de diferenciabilidade 

Se /e diferenciavel em a, entao todas as derivadas parciais D,/(a), . . . , D,J(a) exis- 
tem. Contudo, a existencia de todas estas derivadas parciais nao implica necessaria- 
mente que / seja diferenciavel em a. Um contra exemplo e dado pela funcao 

f(x,y) = -~— se r#0, f(0, y ) = 0, 

x 2 + r 

ja discutida na Seccao 8.10. Para esta funcao, quer a derivada parcial D,f{0) quer 
D 2 f(0) existem, mas / nao e continua em O, pelo que / nao pode ser diferenciavel 
em O. 

O teorema seguinte mostra que a existencia de derivadas parciais continuas num 
ponto implica a diferenciabilidade nesse ponto. 

- TEOREMA 8.7. UMA CONDICAO SUF1CIENTE DE DIFERENCIABILIDADE. Se as deri- 
vadas parciais D x f . . . , D„f existirem numa certa n-bola B(a) e forem continuas em a, 
entao f e diferenciavel em a. 

Nota: Um campo escalar satisfazendo a hipotese do teorema 8.7 diz-se conli- 
nuamente diferenciavel em a. 
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Demonstracao. T a (r) apenas pode ser v/(a) ». Se provarmos que 

/(« + r) -/(a) = V/(a) • v + || o|| E(a, r), 

com E(a , »)->0 quando |r|| ->0, o teorema esta demonstrado. 

Seja A = R *>|| - Entao v = Au, com ||n||=l. Fazendo A suficientemente pequeno de 
maneira que a+v esteja na bola B{a) em que existem as derivadas £>,/, .... D„f. 
Exprimindo « em fungao das suas componentes temos 

u = u 1 e 1 + +u n e„, 

com e 2 , e„ vectores unitarios. Escrevamos agora a diferenpa f{a + v) ~f(a) 
na forma 

(8.13) /(a + v) - /(a) = f(a + Aa) - /(«) = J [f(a + Ao*) - f(a + *.>*_,)} , 

*=1 

onde r 0 , sao vectores quaisquer de R" tais que r 0 = O e v„ = u. Escolhamos 

estes vectores de maneira que verifiquem a relapao v k = v k _ t + u k e k . 

c 0 — O, v 1 = u l e 1 , v 2 = u 1 e 1 + v„ = u 1 e l + • • ■ + u n e n . 

Entao o termo de ordem k da soma (8.13) escreve-se 

/(a + At>*_x + Xu k e k ) -f(a + X« k _ k ) = f(b k + lu k e k ) - f(b k ) , 

onde b k = a + Ar t _,. Os dois pontos b k e b k + Xu k e k diferem unicamente nas compo- 
nentes de ordem k. Deste modo podemos aplicar o teorema da media do calculo dife- 
rencial para escrevermos 

(8. 14) f(b k + Xu k e k ) - f(b k ) = Xu k D k f(c k ) , 

onde c k pertence ao segmento definido por b k c b k + X.u k e k . Observe-se que e por 
isso c k -*a quando A -» 0. 

Introduzindo (8.14) em (8.13) obtemos 

/(« + r) - /(a) = Xf DJ(c k )u k . 

k=l 

Mas v/(«)*r = Av/W-tt = A kf) a ) u k * P e *° Q ue 

f(a + v) - /(a) - V/(a) ■ v- X^{DJ(c k ) - D k f(a)}u k - ||o|| E(a, v), 

A => 1 

sendo 

E(a, o)=i {DJ(c k ) - D k f(a)}u k . 

*=i 

Visto que c k -a quando || r>|| -* 0, e porque caua derivada parciat Drf e continua em a, 
ve-se que E(a, r)-*0 quando ||o|| -»0, ficando completada a demonstrate do teorema. 
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jsg.14. Exercicios 

[ I. Determinar o vector gradiente em cada poato em que exista para os campos escalares defi- 
nidos pelas equafoes seguintes: 

(a) fix, y) = x 2 + y 2 sen (xy) . <d) fix, y, z) = x 2 - y 2 + 2z 2 . 

(b) fix, y) = e*cos y. (e) fix,y, z) = log (x 2 + 2 y 2 - 3 z 2 ). 

(c) fix, y, z) = x 2 fz i . if) fix, y, z) = *** . 

2. Calcular as deriv’adas direccionais dos seguintes campos escalares nos pontos e segundo as 
direcfoes indicadas. 

(a) fix, y, z)= x 2 + ly 2 + 3z 2 em (l, 1,0) na direcqao de i — j + 2k. 

(b) f ix, y, z) = (x/y) 2 em ( 1 , 1 , 1 ) na direcqao de 2 i + / — k . 

3. Determinar os pontos (x, y) e as direcqoes segundo as quais a derivada direccional de 
i f{x, y) = 3x 2 + y 2 tern o maximo valor possivel, se (x, y) esta restringido aos pontos do 

circulo x 2 + y 2 '= 1 . 

i 4. Urn campo escalar diferenciavel /tern, no ponto(!,2), derivada direccional + 2 na direcqac 
do ponto (2, 2) e - 2 na direcqao do ponto (1, 1). Determinar o vector gradiente em (I, 2) e 
calcular a derivada direccional na direcqao do ponto (4, 6). 
i 5. Determinar os valores das constantes a, b e c tais que a derivada direccional de fix,y, z) = 
= axy 2 + byz + cz 2 x 2 no ponto (1,2,— 1) tenha o valor maximo 64 na direcqao parabola 
ao eixo OZ. 

6. Dado um campo escalar diferenciavel num ponto a de R 2 , admita-se que f'ia;y)~ I e 
f (a; z) = 2, onde y = 2 ! + 3/ e z = i* + j. Tra?ar um grafico mostrando o conjunto de todos 
os pontos (x, y) para os quais fia\ xi + yj ) = 6. Calcular ainda vf(a). 

7. Sejam / e g campos escalares diferenciaveis num conjunto aberto 5. Demonstrar as seguintes 
propriedades do gradiente: 

(a) grad /= O se/e constante em 5. 

(b) grad (/+ g ) = grad/+ grad g. 

(c) grad {cf) = c grad /se c for constante. 

(d) grad ifg) = grad g + g grad f. 


(e) grad 



g grad/- /grad g 

1 em todos os pontos para os quats g 0. 


8. Em R J consideremos r(x,y, r) = xi + yj + zk er(x,y, z) = ||r(x, y, z)||. 

(a) Demonstrar que vr(x,y, z) e um vector unitario nadirecqaode r(x,y, :). 

(b) Demonstrar que v(r") = nr"~ 2 r se n e um inteiro positivo. [ Sugeslao : Utilizar o Exerci- 
cio 7(d).) 

(c) Sera valida a formula da alinea (b) quando n for um inteiro negativo ou zero? 

(d) Determinar um campo escalar / tal que v/= r. 

9. Supor que / e diferenciavel em cada ponto de uma n-bola B(a). Se f\x\y) = 0 para n vectores 
independentesy,, y 7 , . . . , y„ e para todo x em Bia ), provar que ft constante em B(a). 

10. Supor que ft diferenciavel em cada ponto de uma n-bola Bia). 

(a) Se vfix) = O para todo x em Bia), provar que ft constante em Bia). 

(b) Se fix) fifia) para todo x em B(a), provar que v/(a) = O. 

11. Considerem-se as seis proposicoes seguintes relativas a um campo escalar/ S-R, onde 
i£R"eae um ponto interior de 5. 

(a) ft continua em a. 

; (b) ft diferenciavel em a. 

L (c) fia,y) existe para todo r em R". 

$ (d) Todas as derivadas parciais de primeira ordem de /existem niima vizinhanga de a e 

sao continuas em o. 
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(e) v/(«) = O. 

(0 /(x) = ||* — a || para todo x em R". 


Numa tabela semelhante a representada 
aqui, marcar com T o quadrado correspon- 
te se a proposipao da linha (x) implica sempre 
a posipao da coluna (y). Por exemplo, se (a) 
implica sempre (b) escrever T no segundo 
quadrado da primeira linha. A diagonal prin- 
cipal ja foi marcada. 



8.15. Generalizapao da regra de derivapao de funpoes compostas para derivadas de 
campos escalares 

Na teoria de derivapao a uma dimensao, a regra de derivapao de uraa funpao com- 
posta permite-nos calcular a derivada de g(t) = f[r(t)\ pela formula 

s'(0 =/>(')] •''«- 

Vamos em seguida obter uma extensao da formula quando /se substitui por urn campo 
escalar definido num conjunto do espapo n-dimensional ere substituida por uma 
funpao vectorial de uma variavel real cujos valores pertencem ao dominio de /. 

Posteriormente generalizaremos a formula de modo a cobrir as hipoteses em que 
tanto / como r sao campos vectoriais. 

£ facil enumerar exemplos praticos nos quais se verifique a composipao de urn cam- 
po escalar com um campo vectorial. Por exemplo, suponhamos que /(x) mede a tem- 
perature num ponto x de um solido no 3-espapo, e que pretendemos saber como a 
temperatura varia quando o ponto x se desloca ao longo da curva C definida no solido. 
Se a curva e dada por uma funpao vectorial r definida no intervalo [a, b\, podemos 
introduzir uma nova funpap g mediarite a formula 

g(0 =fW)] se a <. t <> b . 


Esta funpao composta g exprime a temperatura como uma funpao do parametro t 
e a sua derivada g'(t) mede a variapao da temperatura ao longo da curva. A seguinte 
generalizapao da regra de derivapao da funpao composta ja conhecida, permite-nos 
calcular a derivada g'(t) sem determinar explicitamente g(t). 
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TEOREMA 8.8. Sejam f um catripo escalar definido num conjunto aberto S de R ” e r 
;•£ uma fun<;do vectorial que aplica um intervalo J de R 1 em S. Defina-se a fungao composta 
%g=forp°r 

£ g(t)=f[r(t)] se t eJ. 

l Seja t um ponto de J no qual r\t) existe e admita-se que f e diferenciavel em r(t). Entao 
t g'(t) existe e e igual ao produto escalar 

> (8. 15) g'(t) = V/(a) • r'(t ), com a = r(t) . 

Demonstracao. Fagamos a = com t um ponto de J no qual r\t) existe. Porque 
$ e aberto existe uma n-bola 6(a) situada em S. Tomemos h y 0, mas suficientemente 
i.r pequeno para que r(t + h) esteja em 6(a), e seja r = r(t + h) — r(t). Observe-se que 
■C y-* quando h -»0. Temos agora 

I SO + b) — g(t) — f[r(t + h)] - /WO] - /(« + y) - m - 

if 

Aplicando a formula de Taylor de primeira ordem para /temos 
/(« + y) - /(a) = v/(a) - y + M E(a, y ) , 

* onde E(a, y) — 0 quando |rl - 0. Visto que y = r(t + h) - r{t) temos 

g(f + h) - g (t) = . r(t + h)- r(t) + ||r(t + h) - r(Q|| ^ 

h h h 

Fazendo h -» 0 obtemos (8. 1 5). 


t EXEMPLO 1. Derivada direcciona! ao longo de uma curva. Quando a funqao r descreve 
ama curva C, a derivada r'e o vector velocidade (tangente a curva) e a derivada g'em 
(8.15) e a derivada de / relativamente ao vector velocidade, supondo que r'-» O. Se T(t) 
e um vector unitario na direc?ao de r'(f) (7co vector unitario tangente), o produto 
escalar A/[r(/)]. T(t) chama-se a derivada direcciona! de f ao longo da curva C ou na 
direcfdo de C. Para uma curva plana podemos escrever 

T(t) = cos a (t) i + cos /((/) j , 


; onde a (/) e /S (/) sao os angulos definidos por T(t) e pelos semi-eixos positivos OX e OY; 
■: a derivada direccional de /ao longo de C vem 

! V/[r(r)] • no = DJ[r(t)\ cos «(<) + D 2 f[r{t)] cos /?(/) . 
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Esta formula escreve-se, muitas vezes, de maneira abreviada 

*7 f df df 

Vf-T = — cos ad cos p . 

dx By , 

Atguns autores escrevem djlds para a derivada direccional AfT. Visto que a derivada 
direccional ao longo de Ce dcfinida por intermedio de T, o seu valor depende da repre- 
sentagao parametrica escolhida para C. Uma mudangana representagao podera inver- 
ter o sentido de T\ mas isso, por sua vez, invertera o sentido da derivada direccional. 

EXEMPLO 2. Determinar a derivada direccional do campo escalar/(x, y) = x 1 — 3 xy 
ao longo da parabola y=x 2 — x + 2 no ponto (1, 2). 

Resolucao. Num ponto' arbitrario (x, y) o vector gradiente e 

V/(x, y) = ^i + = (2x - 3 y)i - 3 xj . 

ox dy 

No ponto. (1,2) tem-se Af( 1, 2) = —4 1 — 3 j. A parabola define-se parametricamente 
pela equagao vectorial r(f) = ft + (f 2 - t + 2)j. Deste modo, r(l) = i + 2 j, r'(t) = / + 
+ (2 1 - 1 )j e r\\)-i + j. Para esta representagao de C o vector tangente unitaria 
n 1) e ( i + J)l>/T~e a derivada direccional pretendida e A/( 1, 2). T(l) = — Hs/l^ 

EXEMPLO 3. Sejam / urn campo escalar nao constante, diferenciavei era todo o 
piano, e c uma constante. Admitamos que a equagao cartesiana/fx, y) = c define uma 
curva C, admitindo uma tangente em cada um dos seus pontos. Provar que f possui 
as seguintes propriedades em cada ponto de C. 

(a) O vector gradiente Af e normal a C. 

(b) A derivada" direccional de /ao longo de C e zero. 

(c) A derivada direccional de /tern o seu valor maximo na direcgao normal a C. 
Resoluyao. Se T e um vector unitario tangente a C, a derivada direccional de/ao 

longo de Ce o produto escalar AfT. Este produto enulo se Af for perpendicular a T 
e tern o seu maximo valor se Af for paralelo a T. Deste modo, ambas as proposigoes 
(b) e (c) sao consequencias de (a). Para demonstrar (a), consideremos qualquer curva 
plana r com uma equagao vectorial da forma /•(/)= A '(/)/ + Y (/ )/ e introduzamos a 
fungao g(l) =/r(t)]. Pela regra de derivagao da fungao composta temos g\t) = 
= Aj\r(t )]-r’(t). Quando r = C, a fungao g tern o valor constante c pelo queg'ft) = 0 
se r(f) e C. Uma vez que g = Afr, isto mostra que Af e perpendicular a r em C; logo 
Af e normal a C. 

8.16. Aplicagdes geometricas. Conjuntos de nivei. Pianos tangcntes. 

A regra de derivagio da fungao composta pode-utilizar-se para deduzir propriedades 
geometricas do vector gradiente. Seja / um campo escalar definido num con junto S de 
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R" e consideremos aqueles pontos -r dc S para os quais/(x) toma um valor constante, 
por exemplo f(x) = c. Representemos cste conjunto por L{c) y pelo que 

L(c) = | * e S c f(x) = c} . 


O conjunto L(c) chama-se urn conjunto de nivel de f. Em R 2 , L{c) diz-se uma curva de 
nivel ; em R J diz-se uma superficie de nivel. 



FiG. 8.6. As curvas a tracejado sao isotermi- Fig. 8.7. O vector gradiente Af e normal a 
cas :/(x, y) = c. O vector gradiente A/lndica cada curva r na superficie de nivel 

a direccao das linhas de fluxo. f( x v z ) = c 


Famtlias de conjuntos de nivel aparecem em muitas aplicafoes fisicas. Por exemplo, 
se f(x, y) representa a temperatura em (jr, y) as curvas de nivel de /(curvas de tempera- 
tura constante) chamam-se isotermicas. O fluxo de calor faz-se na direc^ao da variaqao 
mais rapida da temperatura. Como se mostrou no Exemplo 3 da secgao anterior, esta 
direceao e normal as isotermicas. Logo, numa folha plana delgada o fluxo de calor faz- 
se ao longo da familia de curvas ortogonais as isotermicas. Aquelas sao as chamadas 
linhas de jluxo\ sao as trajectorias ortogonais as isotermicas. Na ftgura 8.6 estao repre- 
sentadas essas linhas. 

Consideremos agora ura campo escalar /, diferenciavel num conjunto aberto S de 
R\ e examjnemos uma das suas superficies de nivel, L(c). Seja a um ponto desta super- 
ficie, e consideremos uma curva r situada na superficie e passando por a, como se 
mostra nan figura 8.7. Vamos demonstrar que o vector gradiente A/(a) e normal a esta 
curva em o ou, por outras palavras, vamos demonstrar que A/(<z) e perpendicular ao 
vector tangente a r em a. Com este objectivo admitimos que e representada parametri- 
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FIG. 8.8. O vector gradiente J/ e normal ao piano tangente a superficie de nivel 

f(x,y,z) =c. 


camente por uma funpao vectorial derivavel r, definida em certo intervalo J de R 1 . 
Uma vez que r esta situada na superficie de nivel L(c), a funpao r satisfaz a 
equapao. 


f[r(t)] = para todo t ;em J. 

Se g(t) = /lr(t)l para t em J, a regra de derivapao da funcao composta estabelece que 

g' it) =V/[r(0] •/(/)• 

Visto que g e constante em J, temos g\t) = 0 em J. Em particular, escolhendo /, de tal 
maneira que g(t,) = a’encontramos que 

Por outras palavras, o gradiente de / em a e perpendicular ao vector tangente r\t { ) 
como se afirmara. 

Tomemos agora uma familia de curvas na superficie de nivel L(c), pasando todas 
pelo ponto a. De acordo com a discussao precedente, os vectores tangentes de todas 
estas curvas s5o perpendiculares ao vector gradiente Af(a). Se Af(a) nao e um vector 
nulo, aqueles vectores tangentes definem um piano, e o gradiente A/{a) e normal a este 
piano. (Ver figura 8.8). Este e o piano tangente a superficie do nivel L(c) em -a. 
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Sabemos do Volume I que urn piano tangente passando porn, com vector normal vV, 
e formado por todos os pontos jt de R 3 verificando 2V-(x — a) = 0. Deste modo, o 
piano tangente a superficie de nivel L(c) em a sera formado por todos os pontos de R 3 
satisfazendo a 


V/0) • (x - a) = 0. 

Para obtermos a equagao cartesiana deste piano exprimimos x, a e A/(«) por interme- 
dio das suas componentes. Escrevendo x = ( x , y , z), a = (x,, y„ z t ), e 

V/(«) = DJ(a)i + D t f(a)j + D 3 f(a)k, 

obtemos a equacao cartesiana 

DJ(a){x - x t ) + D 2 f(a)(y - y y ) + D 3 f(a)(z — z x ) = 0. 

Para os campos escalares definidos em R 2 e valida uma discussao analoga. No exem- 
plo 3 da Secgao anterior provamos que o vector gradiente Af(a), num ponto ade uma 
curva de nivel, e perpendicular ao vector tangente a curva em a. Portanto a tangente 
a curva de nivel L(c) num ponto «=(x l j,)ea recta de equacao cartesiana 

A/OX* - xj + A/OXj - j x ) = 0, 


8.17. Exercicios 

1. Neste exercicio deve pressupor-se a existencia e continuidade de todas as derivadas quese 
considcrem. As equates u = /(x, >’), x = *(/), y = E(r) definem u como fungao de t, seja 
u=F(/).. 

(a) Aplicar a regra de derivagao da fungao composta para provar que 


df df 


onde 3 f/dx e 3//3y sao calculadas em [X(t), y(/)]. 

(b) De uma maneira analoga, exprimir a segunda derivada F'(l) em fungao das derivadas de 
/, X e Y. Recorda-se que as derivadas parciais na formula da alinea (a) sao fungoes compos- 
tas dadas por 




Y = n.j[x(t), y(r)]. 


2. Tendo em conta o Exercicio 1, calcular F\t) e F'(f) em fungao der para cada um dos seguin- 
tes casos particulares: 

(a) f(x,y) - x 2 + f, X{t) = t, Y(t) = t* . 

(b) f(x, y) = e ry cos (xy 2 ) , X(t) = cos t , Y(t ) =,sen t . 

(c) f(x, y) = log [(1 + «■*)/(! + e* 1 )], X(t) = e, Y(t)‘ = e~‘. 
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3. Em cada alinca, calcular a derivada direccional de/para os pontos e direcpoes quese indi- 
cam: 

(a) /(x, y, z) = 3x-5y + 2 z em (2, 2, 1) na direcpao da normal exterior a esferax 2 + y 1 + 
+ z 1 = 9. 

(b) /(.v, y , z) = x 2 - y 2 num ponto gcral da superficie r 1 +/+z 2 = 4na direcpao da normal 
exterior no referido ponto. 

(c) /(x, y, z) = x 2 + y 2 - z 2 em (3, 4, 5) ao iongo da curva de intersecpao de duas superficies 
2x z + ly 2 — z 2 — 25 e x 2 + y 2 == z 2 . 

4. (a) Dcterminar um vector K(x, y , z) normal a superficie 


z = -Jx 2 + y 2 4- (x 2 + ffi 
num ponto qualquer (x, y, z) da superficie, (x, y, z) + (0, 0, 0). 

(b) Determinar o cosseno do angulo 0 entre V(x, y, z) e o semi-eixo positivo OZ e determinar 
o limite de cos 0 quando (x, y, z) — (0, 0, 0). 

5. As duas equapoes e u cos v = x e e“ sen v = y definem u e v como funpoes de x e y, a saber 
u = U(x, y) e v = V(x, y). Determinar formulas explicitas para U(x, y) e K(x,y), vaiidas para 
x > 0, e provar que os vectores A(/(x, y) c3 E(x, y) sao perpendiculares em cada ponto 
(*, >’)• 

6. Seja/(x,y) = v/fxyj. 

(a) Verificar que df/dx c.df/dy sao ambas nulas na origem. 

(b) Admitira a superficie z = /(x, y) um piano tangente na origem I Sugestao: Considerara 
secpao feita na superficie pelo piano x = y.l 

1. Se (x 0 , y 0 , z„) e um ponto da superficie z = xy, entao as duas rectas z = y^, y - y 0 e z = x„y, 
x = x 0 intersectam-se em (x 0 , y 0 , z 0 ) e pertencem a superficie. Verificar que o piano tangente 
a esta superficie no ponto (x 0 , y 0 , z 0 ) content aqueias duas rectas. 

8. Determinar a equapao cartesiana do piano tangente a superficie xyz.= o’ num ponto qual- 
quer (x 0 , y 0 , z„). Mostrar que o volume do tetraedro limitado por este piano e os tres pianos 
coordenados e 9 a 3 / 2. 

9. Determinar um par de equapoes cartesianas lineares para a recta que e tangente a ambas as 
superficies x 2 + y 2 + 2z 2 = 4 e z = e x ~>’no ponto (1, 1, 1). 

10. Determinar uma constante c tal que em qualquer ponto da interseccao de duas esferas 

(x - cf + y 2 + z 2 = 3 e x 2 + (y - l) z + z 2 = 1 

os correspondentes pianos tangentes sejam perpendiculares entre si. 

1 1. Se r, e r 2 representam as distancias de um ponto (x, y) de uma elipseaos focos, mostrar que 
a equapao r, + r 2 = constante (a que essas distihcias satisfazem) implica a relapao 


T V(r x +r*) = 0, 


onde T e o vector tangente unitaria a curva. Interpretar este resultado geometricamente 
e com ele demonstrar que a tangente faz angulos iguais com as rectas unindo (x, y) aos 
focos. 

12. Se 4/Xx,y, z) e sempre paralelo a xi + yj -t- zk, mostrar que/ deve tomar valores iguais nos 
pontos (0, 0, a) e (0. 0, — <j>. 
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8.18. Derivadas de campos vectoriais 

A teoria da derivapao para campos vectoriais e uma extensao directa da mesma 
teoria para campos escalares. Seja f ^-►R'” urn campo vectorial defmido num sub- 
conjunto S de R n . Se a e um ponto interior de S e se y e um vector qualquer de R n , 
definimos a derivada f\a\y) pela formula 


f'(a;y) = lim 

h-*0 


f(a + hy) - f(a ) 


sempre que tal limite exista. A derivada f\a\y) e um vector de R m . 

Designemos por f k a componente de ordem k de f Observemos que a derivada 
/'<«; j-) existe se e so se f k (a;y) existe para cada k = I, 2, . . . , m, em cujo caso se tern 


771 


f'( a ; y) = (/i (« ; y), ■ ■ ■ , = 1 ffc ; yW> 

JL~1 


em que e k e o vector coordenado unitario de ordem k. 

Dizemos que f e diferenciavel num ponto interior a se existir uma transformagao 
linear 


T,,: R” — *■ R m 

tal que 

(816) /(« + f) =/(«) + T a (v) + ll.'ll E(a, v) , 

com E (a, v)-> O quando O. A formula de Taylor de primeira ordem (8.16) e valida 
para todo r, com [|»]| < r para algum r > 0. O termo E{a, r) e um vector em R m . A 
transformapao linear T a chama-se a diferencial total ou simplesmente diferencial de f 
cm a. 

Para os campos escalares demonstrou-se que T a (y) 6 o produto escalar do vector 
gradiente A/(«) por y. Para campos vectoriais provaremos que T a (y) e um vector 
cuja componente de ordem k e o produto escalar d f k (a)-r. 

TEOREMA 8.9. Se f e diferenciavel em a com diferencial T a entao a derivada f\a; v) 
existe para todo a em R n e tem-se 

( 8 - 17 ) T a {y) =f'{a\y). 

Alem disso, sef=- (j\ f m ) e sey = (y tem-se 


T a (y) ~ 2 V/ t («) • y e k = (V/,(«) -y, , Vfja) ■ y) . 


( 8 . 18 ) 
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Demonstrafdo. Raciocinamos como no caso escalar. Se y— O, entao f(a,y) = O e 
T a (0) = O. Consequentemente podcmos admitir que j + O. Tomando v- hr na for- 
mula de Taylor, temos 

f(a + hy ) - /(«)•= T a (hy) + \\hy\\ E(a, v) = hTjy) + |A| \\y\\ E(a, v). 

Dividindo por h e fazendo h — Q obtemos (8.17). 

Para demonstrar (8.18) basta observar que 

m rci 

f{a ; y) = 2 /i(« >y ) e > t = 2 V A(«) ’ ^ ** • 

k=l *=1 

A equaqao (8.18) pode tambem escrever-se, de uma maneira mais simples, como urn 
produto matricial 


T a (y) - Df(a)y , 


sendo Df(a ) a matriz m X n cuja linha k e A f k (a) e em quey e considerado como uma 
matriz coluna n x 1 . A matriz Df(a) chama-se a matriz jacobiana de /em a. O seu ele- 
mento kj e a derivada parcial D ,/*.(a). Assim tem-se 


DJM ■ ■ ■ 

Difzia) D 2 f 2 {a) 


Df{a) = 


DJM 

£>„/*(«) 


\_Djm DtfjA Dn/mj 


A matriz jacobiana £>/(«) fica definida em cada ponto em que existam as mn derivadas 
parciais Djf k {a). ■ 

A diferencial T a representa-se tambem por f\a). A derivada f \a) e uma transforma- 
qao linear; o jacobiano Df(a) e uma representaqao matricial desta transformapao. 

A formula de Taylor de primeira ordem toma a forma 


(8.19) f(a + v) =/(«) + /'(«)(*) + || r|| E(a, v), 

onde E{a, v)-*0 quando v->0. Ela e semelhante a formula de Taylor unidimensional. 
Para calcular as componentes do vector /(a)(») podemos usar o produto matricial 
Df\a)v ou a formula (8.18) do teorema 8.9. 


8.19. A diferenciabilidade implica a continuidade 

TEOREMA 8. 10. Se um campo vectorial f e diferenciavel em a, entao f e continuo em a 
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Demonstrapdo. Como no caso escalar, recorremos a formula dc Taylor para de- 
i'r monstrar este teorema. Se fizermos r —O em (8.19) o termo de erro ||r||f.'(«, 

A parte linear f(a)(v) tende igualmente para O, porque as transformafoes lineares sao 
continuas em O.eo teorema esta demonstrado. 

Ao chegar a este ponto e conveniente derivar uma desigualdade util para a demons- 
tracao da regra de deriva^ao composta que apresentamos a seguir. A desigualdade diz 
respeito ao campo vectorial /, diferenciavel em a: ela estabelece que 

w 

(8.20) II /'(«)(») II < M/a) |1 HI , onde M/a) = J ||V/,(a)|| . 


Para sua demonstragao utilizamos (8.18) juntamente com a desigualdade triangular 
e a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtendo 


ll/'OOMII = 


m 





m 


VI 


< 2 IYA(«) 1 »l < X !IYA(«)I! II HI . 


8.20. Gcneralizagao da regra de derivagao da fungao composta para derivadas de campos 
vectoriais 

teorema 8 11. Sejam f e g campos vectoriais tais que a funpao composta b =f < ° g 
esteja definida numa vizinhanpa do ponto a. Admita-se que g seja diferenciavel em a, com 
diferencial g'{a). Seja b—g(a) e admita-se que f e diferenciavel em b, com diferencial 
j"(b). Entao h e diferenciavel em a sendo a diferencial h\a ) dada por 

h\a)~f\b)°gXa), 

composipao das transformapoes lineares f(b) e g'(a). 

Demonstrapdo. Consideremos a diferenga h(a + v) — A(a) para valores pequenosde 
11/11 e demonstremos que se obtem uma formula de Taylor de primeira ordem. Da defi- 
nigao de h resulta 

(8.21) h{a + j>) — h(a) =f[g{a + /)] — f[g(a)] — f{b + t>) — /(A) , 
sendo v = g{a + /) — g(a). A formula de Taylor aplicada a g(a + r) da-nos 

(8.22) v =g'(d)(y) + 11/ II E/a,y), onde E/a,y)->-0 quando / — O 
A formula de Taylor relativa a f(b + p) da-nos 

; (8.23) f(b + ») - Rb) = f '(*)(*) + 11 p |1 E/b, v) , 

? onde E/b, p)-» O quando i>~* O. Introduzindo (8.22) em (8.23) obtemos 
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(8.24) /(A + v) - fib) =f'{b)g’id){y) -+-/'(*)( |lj» II E g (a,y)) + \\v\\ E/b, v) 

= /'(%»0) + \\y II E(a, y) , 

onde A’(a, 0)=0e 

(8.25) E(a, y) = f'(b)(E g (a, y)) + ^ Efb, v) s c y^O. 

Para completar a demonstragao necessitamos provar quc E(u, y)->0 quando y->0. 

O primeiro termo do segundo membro de (8.25) tende para O quando y~ O porque 
E g ia,y)-0 quando y-» O e as transformagoes iineares sao continuas em O. 

No segundo termo do segundo membro de (8.25) o factor Ef(b, v)-*0 porque 
O quando O. O cociente |]p||/||j|| permanece limitado porque, por(8.22) e (8.20), 
temos 

II f II < M g {a) llj'll + \\y\\ lEJa,y)l. 

Portanto ambos os termos do segundo membro de (8.25) tendem para O quando 
y-> O , pelo que E{a,y) -* O. 

Assim, de (8.24) e (8.21) obtemos a formula de Taylor 

h{a + 3>) — hid) = /'(%'(“)0) + Ill'll Eia,y), 

onde E(a, y)->0 quando y-O. Isto demonstra que A e diferenciavel em a e que a 
diferencial A "(a) e igual a composigao f ib) °g'id)- 


8.21. Forma matricial da regra de derivagao para a composigao 

Seja A =fog,ondc g e diferenciavel em a e f e diferenciavel em A =g(a). A regra 
de derivagao para a composigao indicada estabelece que 

h’ia)=f'(b)og'(a). 


Podemos exprimir a regra por meio das matrizes jacobianas DA (a), /J/(A) e Dg{a), as 
quais representam as transformagSes Iineares A'(a),/”(A) e g'( a ) respectivamente. Por- 
que a composigao de transform agoes Iineares corresponde a multiplicagao dos cor- 
respondentes matrizes, obtemos 

(8.26) /)A(o) = Df(b) Dg(a) , onde h ~ g(a) . 

Esta e a forma matricial da regra de derivacao da fungdo composta. Pode tambem es- 
crever-se como um conjunto de equagdes escalates expressando cada matriz em fun- 
gao dos seus elementos. 

Suponhamos que «6R P , b = gia) & R n e /*(A)eR m . Entao A(a)GR m e podemos 
escrever 
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S iglr • ■ ■ i gri) r f = (f\r • • • rfnd r h — (A 1( • , A m ) - 

V A matriz Dh(a ) e m X p, Df(b) e m X n e Dg(a) e n X p, definidas por 

Dh{a) = [DA(«)C=i > W) = , Dg(a) = 

A equagao matricial (8.26) e equivalente as mp equagoes escalares, 

DM a ) = I D *fiW D jgk( a ) > para i = 1, 2, . . . , m e j = 1, 2 p . 

1 

Estas equagoes exprimem as derivadas parciais das componentes de A, em fungao das 
; derivadas parciais das componentes de/e g. 

EXEMPLO 1. Exiensao da regra de derivapao para campos escalares. Admitamos 
que / e urn campo escalar (m = 1). Entao h e tambem um campo escalar e exist em p 
equates na regra da derivagao, uma para cada uma das derivadas parciais de h : 

E>N a ) = 2 D kf(h) D ,gk ( a ) . para j = 1,2, ... ,p. 

A= 1 . 

O caso particular /» = 1 ja foi considerado na Secgao 8.15. Nesta hipotese obtinha-se 
unicamente uma equagao. 

fc=i 

Consideremos agora p = 2 e n — 2. Ponhamos a = (s, /) e A = (x, >’)- Entao as com- 
ponentes x cy estao relacionadas com set pelas equagoes 

X=gi(s, l), y=g 2 (s,t). 

A regra de derivagao das fungdes compostas da-nos um par de equagoes para as de- 
rivadas parciais de h: 

DMs, t ) = DJ{x,y) D.gds, t) + DJ(x,y ) Dyg^s, t), 

D 2 h(s, t) = DJ(x, y) D-tgds, 0 + Aj f(x, y) D.^is, t) . 

Na notagao d, a este par de equagdes pode dar-se a forma 

(827) d — = ^ — d A = AA. + A^i 

ds dx Bs dy ds ’ dt dx dt dy dt 
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EXEMPLO 2. Coordenadas polares. A temperatura de uma placa delgada e repre- 
sentada por um campo escalar /, sendo /(x, y ) a temperatura em (x, j’)- Se definimos 
coordenadas polares r e 0 por x — r cos 0 e y— r sen 0, a temperatura vem dada 
como uma funpao derefl definida por 

<p(r, 9) — fir cos 6, r sen 6) . 

Exprimir as derivadas parciais d<p!3r e d<pl30 em funpao das derivadas parciais dfldx 
e dfldy- 

Resolucao. Servi mo-nos da regra de derivapao da funpao composta tal como esta 
expressa em (8.27), escrevendo (r, 0) em vez de (s, /) e cp em vez de h. As equapoes 


dao-nos 


x = rcos9, y — r sen 0 


„ By . dx dy . 

— — cos 6 , — = sen 6 , — == — r sen 6 — = r cos 6 . 

3r dr dO d6 


Substituindo estas formulas em (8.27) obtemos 


dq> df „ df dw df df 

(8.28) — = cos 0 + — sen 0 , — • = — r — sent? + r — cos d. 

dr dx dy d6 dx dy 


Estas sao as expressoes pedidas para d<?ldr e d<p IdO- 


EXEMPLO 3. Derivadas parciais de segunda ordem. Continuar o Exemplo 2, expri- 
mindo a derivada parcial d 1 tf>ld9 l em funpao das derivadas parciais de/ 


Resolucao. Comenpamos com a formula de dtplde dada em (8.28) e derivamos 
relativamente a 0, considerando r como uma constante. Existem dois termos no se- 
gundo membro, cada um dos quais deve derivar-se como um produto. Obtemos 
assim 


(8.29) 


5V 

de 2 : 


df 3(sen 0) „ d fdf 

dx dd d6\dx 

0 df a d(df\ 

- r cos 9 rsenO — I — 1 

dx do\dx) 

#' 


+ r 9£9(cose) jM 

dy_ d9 de\dy) 

r)f 

- r sen 6 — + r cos 6 

dy d9 


aeldyl 


Para calcularmos as derivadas de dfldx e dfldy relativamente a 0 devemos ter pre- 
sente que, como funpoes de r e 0, dfldx e dfldy sao dadas por funpoes compostas 
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g- Por conseguinte, as suas derivadas relativamente a 0 tern que determinar-se de acor- 
«?,’ do com a regra para a derivacao de funcoes compostas. Apliquemos de novo (8.27), 
? substituindo / por Dj para obtermos 


A/3A _ d(DJ) dx d(Dj) dy 
d8\dx) dx de d y de 


a 2 / 


a 2 / 


2 (-rsen0) + — -^-(rcos0). 
dx 2 dy dx 


Analogamente, utilizando (8.27) com /substituido por Z>/, encontramos 



d{DJ) dx d(DJ) dy 
dx d6 dy dO 


d 2 f 

dx dy 


dJl 

dy 2 


(— r sen 0) + ~ (r cos 0) . 


Quando estas expressdes se introduzem em (8.29) obtemos 


d 2 <p 

d6 2 


„df 2 2 

-r cos 0 1- r sen. 

dx 


dx 2 ' 


sen 0 cos 0 


a 2 / 

dy dx 


a/ 2 „ „ a 2 / 2 2 „a 2 / 

— r sen 0 — — r sen 0 cos 0 — + r cos 0 — - . 

dy dx dy dy 

Esta c a formula pretendida para d 2 <p!d9 2 . Formulas analogas para as derivadas par- 
ciais d z <pfdr*, d*q oftdr dd), e d 2 <pl(dd dir ) sao pedidas no Exercicio 5 da Sec^ao 8.22. 


8.22. Exercicios 

Nestes exercicios pressupomos a diferenciabilidade de toda$, as funcoes que neles se consi- 
derem. 

1. A substituicao / = g(x, ^) transforma F(t) em /(x , _>'), onde /(x , j>) = F(g(x, y)|. 

(a) Mostrar que 


(b) Considerar o caso particular F(t) = c sent , g(x, >•) = cos (x 2 + y 2 ). Calcular df/dx e dfldy 
recorrendo as formulas da altnea (a). Comprovar o resultado, determinar /(x, y) explicita- 
mente em funcao de xe;e calcular df/dx e dfldy directamente de f 

2. A substituigao u = (x — y)/2, v = (x + y)/2 muda f(u , v) em F(x, >’). Aplicar de maneira 
adequada a regra de derivacao da funcao composta para expressaras derivadas parciais 
dFIdx e dFIdy em funcao das derivadas parciais dfld/u e dfldv. 

3. As equagoes u =/(x, v), x = A"(j, t), y — F(j, /) definem u com uma funcao de s e /, digamos 
u = F(s, t). 

(a) Usar uma forma adequada da regra de derivacao da funcao composta para exprimir as 
derivadas parciais d Fids e dFIdt em funcao de df/dx, dfldy, dX/ds. dX/dt, d Ylds, d Y/dt. 

(b) Se d 2 f/(dx dy) = d 2 fl(dydx), mostrar que 
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d 2 F 3f d 2 x s 2 f/dXY 3X s Y ay 3f d 2 Y a 2 / / a y\ 2 

a.v 2 Sx ds 2 a_x 2 \ 3s ) ^ 3s S.v dx 3y 3y 3,r 2 3y 2 \ 3s ) 

(c) Determinar formulas analogas para as derivadas parciais d 2 FI{dsdt) e d 2 Fldt 2 . 

4. Resolver o Exercicio 3 em cada um dos seguintes casos particulars: 

(a) X(s,t) = s + t, Y(s,t)=st. 

(b) X(s, t) = st, Y(r, t) = sit . 

(c) X(s, t) = (s- t)f 2, Y(s, t) = (s + f)/2 

5. A introdupao de coordenadas polares transforma f(x, y) em rp(r, d), onde x = r cos 0 e 
y — r sen 6, Exprimir as derivadas parciais de segunda ordem d 2 <pldr \ d 2 fl(drdO) e d 2 <pl 
(aS dr) em termos das derivadas parciais de / Podem utilizar-se as formulas estabelecidas 
no Exemplo da Secpao 8,21. 

6. As equapoes u = f(x, y, z), x = X{r , s, r), y — Y(r, s, t)e z = Z(r, s, t) definem u como uma 
funpao de r, s e /, a saber u = F(r, s, r). Usar uma forma apropriada da regra de deri- 
vapao da funpao composta para exprimir as derivadas parciais dFI dr, dFIds e dFIdt em fun- 
pao das derivadas parciais de /, X, Y e Z. 

7. Resolver o Exercfcio 6 em cada um dos seguintes casos particulares: 

(a) X(r, s, t) = r +- s + t , Y(r, s, t) = r — 2s + 3t , Z(r, s, t) — 2r + s — t . 

(b) X(r, s, t) = r 2 + r 2 + r z , Y(r, s, t) = r 2 — s 2 — t 2 , Z(r, s,t) — r 2 — s 2 +-t 2 . 

8. As equapoes u = f(x, y, z), x = Y(s, /), y = K(s, r), z = Z(s, t) definem u como uma funpao 
dc s, t, u = F(s, /). Usar uma forma adequada da regra de derivapao da funpao composta 
para exprimir as derivadas parciais dFIds, dFIdt em funpao das derivadas parciais d ef X, Y 
e Z. 

9. Resolver o Exercfcio 8 em cada um dos seguintes casos particulares 

(a) A%r, 0 = s 2 + t 8 , Y(j, t) = s 2 - t 2 , Z(s, t ) = 2 st . 

(b) X(s, t) — s + t, y(s,t) <= s — t. Z(s, t ) = st. 

10. As equapoes u = f(x, y), x - X(r, s, t), y = Y(r, s , r) delinem u como uma funpao de r, s e 
t, u = F(r, s, t). Usar uma forma adequada da regra de derivapao de funpao composta para 
exprimir as derivadas parciais dFI dr, dFIds e dFIdt em funpao das derivadas parciais de 
f, X e Y. 

11. Resolver o Exercicio 10 em cada um dos seguintes casos particulares 

(a) X(r, s, t) — r + s , . Y(r, s, t) = t. 

(b) X(r, s,t) = r + s + t, Y{r, s, t) = r 2 + s 2 + t 2 . 

(c) X(r, s, t) = rjs , Y(r, s,t) = sjt. 

12. Seja h(x) =/ljf(x)l, onde g = (g, gj e um campo vectorial diferenciavei em a, e J e 

um campo escalar diferenciavei em b =#(«). Usar a regra de derivapao da funpao com- 
posta para provar que o gradiente de h pode exprimir-se como uma combinapao linear dos 
vectores gradientes das componentes de g, do modo seguinte: 

VA( 0 ) = f D k f(b)Vg k (a). 

Jc— 1 


13. (a) Se f(x, z) = xi + yj + zk, provar que a matriz jacobiana Of(x, y, z) e a matriz iden- 
tidade de ordem 3. 

(b) Determinar todos os campos vectoriais diferenciaveis f. R' -» R' para os quais a matriz 
jacobiana Df(x, y, z) e a matriz identidade de ordem 3. 

(c) Determinar todos os campos vectoriais diferenciaveis f. R 3 -R 5 para os quais a matriz 
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;<V 

jacobiana e a matriz diagonal da forma diag (p(x), q(y), Hz)), onde p, q e r sao I'uneocs 
continuas dadas. 

14. Seja f. R- -» R 2 e g: R 1 - R ; dois campos vectoriais definidos do seguinte modo: 

fix, y) = e x+2v i + sen (y + 2 x)j, 
g(«, v, w) = (« + 2a 2 + 3>v 3 )i + (2a — u 2 )j. 

(a) Calcular cada uma das matrizes jacobianas Df(x, r) e Dg(u, v, w). 

(b) Calcular a funcao composta h(u, r, »’) = /lg(ti, u’)| . 

(c) Calcular a matriz jacobiana 0/i(I, — 1, 1). 

1 5. Sejam f. R' - R’ e g: R' -» R' dois campos vectoriais definidos do modo seguinte: 

j f(x,y, z) = (x 2 + y + z) i + (2x + y + z 2 )y , 

g(u, a, w) = uv' l w l i + w 2 scn v j + u 2 e v k . 

(a) Calcular cada uma das matrizes jacobianas Df(x, r, z) e Dg(u, v, w); 

(b) Calcular a funcao composta h(u, r, w) = /lg(w, r, h‘)I. 

(c) Calcular a matriz jacobiana Dh(u , 0, w). 


★ 8.23. Condigdes suficientes para a igualdade das derivadas parciais mistas 

Se fe uma funcao real de duas variaveis, as duas derivadas parciais mistas D u2 f e 
D 2> , f nao sao necessariamente iguais. Com a notaqao D ]j2 f queremos significar 
D,(£> 2 /)= d z f/(dxdy) e com Z) 2> ,/ queremos significar D 2 (D,f) = d z fl{dyd x). Por 
exemplo, s e/e definida por 


f{x, y ) = xy — para (x, y) ^ (0, 0) , /( 0, 0) = .0 , 

x i + y‘ 

e facil provar que D 2i ,f(0, 0) = — 1 e D 1>2 /( 0, 0)= 1. Isto pode ver-se do modo se- 
guinte: 

A definiqao de £> 2)1 /( 0, 0) estabelece que 


(8.30) 

Agora temos 


D 2 J(0, 0) 


li|U P./(0» k) - DJjO, 0) 

fc-*o k 


DJ( 0, 0) = lim 

A-*0 


f(h,o)-m o) 
h 


0 


— - e, se (x, v) =£ (0, 0), encontramos 


DJ(x, >>) = 


yjx* + 4 xV - j> 4 ) 
(x 2 + /) 2 


Portanto, se 0 temos DJ( 0, k) = —k s !k* = -k e por isso 
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DJ( 0, k) - DJj 0, 0) _ 
fc 

Aplicando este resultado em (8.30) encontramos que D 2fl f(0, 0) = — 1. Um racioci'nio 
semelhante mostra que D u2 f( 0, 0) = l, e por isso £> 2>1 /( 0, 0) D ui f( 0, 0). 

No exemplo que acabamos de referir as duas derivadas parciais mistas £> l>2 /e 
D 2 ,/nao sao ambas continuas na origem. Pode demonstrar-se que as duas derivadas 
parciais mistas sao iguais num ponto (a, b) se pelo menos numa delas for continua 
numa vizinhanga desse ponto. Demonstraremos em primeiro lugar que elas sao iguais 
se ambas forem continuas. Mais precisamente, podemos enunciar o seguinte teorema: 

TEOREMA 8.12. UMA COND1CAO SUF1CIENTE PARA A IGUALDADE DAS DERIVADAS 
PARCIAIS MISTAS: Se f e um campo escalar tal que as derivadas parciais D x f. D 2 f O it2 fe 
D 1>t /existam num conjunto aberto S e se (a, b ) e um ponto de S em que ambas as derivadas 
D x ,ife D l x f sao continuas, tem~se 

(8.31) D 12 f{a,b) — D iX f(a,b). 

Demonstrafao. Escolhamos h e k nao nulos e tais que o rectanguio R(h, k) com 
vertices (a, b), (a + h, b), (a + h, b + k) e(a,b + k) esteja situado em S. (Ver figura 8.9). 

{a, b + k) (a + h, b + k) 



(a, b) (a + h, b) 

Fig. 8.9. &(h, k) e uma comhinagao de valores de /nos vertices 
Consideremos a expressao 

A (A, k) = f(a + h, b + k) - f (a + h, b) - f(a, b + k) + f{a, b). 

Esta e a combinaqao dos valores de/nos vertices de R(h, k), tornados com os sinais 
indicados na figura 8.9. Devemos exprimir A(h, k ) em fungao de Z) 2 J~ c tambem de 

Consideremos uma nova fungao G de uma variavel definida pela equacao 

G(x) =f(x, b + k)- f(x, b ) 
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para todo x compreendido entre a e a + A. (Geometricamente, estamos a considerar 
os valores de / naqueles pontos em que uma recta vertical arbitraria intersecta os lados 
horizontal de R(h, A:)). Entao temos 

(8.32) A(A, k) = G(a + h) - G{d). 

Aplicando o teorema da media ao segundo membro de (8.32) obtemos G{a+h)~ 

- G(a) = hG\x ,), onde x, esta entre a e a + h. Uma vez que G'(x) = DJ (x, b + 1 c) - 

- Dj{x, b), (8.32) escreve-se 

(8.33) A (A, k ) = h[DJ{x u b + k)- DJ(x u b)] . 

Aplicando o teorema da media sao segundo membro de (8.33) obtemos 

(8.34) A {h,k) = hkD^fix^yJ, 

em que><, esta entre b e b + k. O ponto (x„.y,) esta algures no rectangulo R{h, k). 

Aplicando o mesmo processo a fungao H(y) = f(a + A, y)—f{a, y ) encontramos 
uma segunda expressao para A ( h , k), a saber, 

(8.35) A(A, k) = hkD li2 f(x 2 , yd , 

onde (x 2 , _g 2 ) tambem pertence a R(h, k). Igualando as duas expressQes de A (A, k) 
obtemos 

— 23 2i y(x 2 , ^ 2 ) . 


Fazendo agora (A, £)-»( 0, 0) e tendo em contaa continuidade de £>, Je D 2 ,/obtemos 

(8-31). 

O raciocinio efectuado pode modiftcar-se para demonstrarmos uma versao mais forte 
do teorema 8.12. 

TEOREMA 8.1 3. Se f e utn campo escalar tal que as derivadas parciais DJ, Dje D lt J 
existetn num conjunto aberto S contendo (a, b) e se, alem disso, D lyX f e continua em S, 
entao a derivada D Xj J(a, b) existe e tem-se 


D^f{a,b) = D 2l f(a,b). 


Demons trapao. Definamos A (A, k) tal como na demonstragao do teorema 8.12. 
A parte da demonstragao conduzindo a equagao (8.34) e ainda valida, dando-nos 

A (A, k) 
hk 


(8.36) 


— k> 2 ,J(x 1 , y 2 ) 
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para algum (x,, y,) do rectangulo R(h, k). O resto da demonstrapao nao e aplicavelja 
que e necessaria a existencia da derivada b), que e exactamente o quese pre- 

tende demonstrar. 

A definipao d c D 1;l f(a, b) estabelece que 


(8.37) 


J9i .J (a, b ) = lim 

h~*0 


P 2 f(a + h, b) — D.J(a, b ) 
h 


Vamos provar que este limite existe e que o seu valor e b). Da definipao de 

Dj/tem-se 


DJ(a, b ) = lim 
o 


f(a, b + k) - /(a, b) 
k 


e 


D 2 f(a + h, b ) — litn 

fc-»0 


f(a + h,b + k)-f(a + h, b ) 
k 


Deste modo a razao incremental em (8.37) pode escrever-se 


DJ(a + h,b) - Dj(a , b) 
h 


— lim 

k-> 0 


A(/t, k ) 
hk 


Tendo em conta (8.36), podemos escrever 


(8.38) 


D 2 /(a + h, b) — DJ(a, b) 
h 


lim D 2>1 /(x 1 , y x ). 
t-o 


Para completarmos a demonstrapao temos que provar que 


(8.39) 


lim lim D 2t if(x l , y x ) 

h~*0 


b ). 


Quando k-> 0, o ponto y, -*6 , mas o comportamento de jq como uma funpao de k e 
desconhecido. Se soubermos que x, se aproxima de algum limite, seja x, quando /c-*0 
entao podemos utilizar a continuidade de D 2f J ~ para provar que 

lim l? 2 ,i/( x i * yi) — ^ 2 ,i/( x i b) . 

*- o 


Uma vez que o limite x estara no intervalo a < x < a + h, podemos entao supor 0 
e deduzir (8.39). Contudo, o facto de que x depende de k de uma maneira desconhecida 
torna necessario um raciocinio algo mais complicado. 

Devido a equapao (8.38) sabemos que existe o seguinte limite: 


lim D 2 , 1 /(x 1 , y x ) . 

k~+Q 
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Designemos este limite por F(h). Para completar a demonstrapao teremos que 


lim F(h) = D 21 f(a, b) . 


/ Para isso apelamos para a definipao de continuidade de Z) 2)1 /e m (a, b). 

X. Seja € um numero positive dado. A continuidade de D 2>l f cm (a, b) significa que 
v existe um disco aberto N, com centre em (a, b) e raio d , tal que 

!| (8.40) \ D 2 ,J(x, y ) — D 2l f(a, b)| < ^ sempre que (x, y)eN. 

p Se escolhermos h e k de modo que |/i| < d/2 e | Ac] < d/2, todo o rectangulo representado 
.. na figura 8.9 estara contido na vizinhanpa N c, em particular, o ponto (x„ >>,) estara em 
’• N. Portanto (8.40) e verdadeiro quando (x, y) = (x,, >*,) e podemos escrever 


(8.41) 


0 ^ \D 2 'J( Xl , yi ) - D 21 f(a, b ) | < ^ . 


Fixemos h e fapamos k-* 0.0 termo £> z y t ) tende para F(h) e os outros termos em 
(8.41) sao independentes de k. Temos portanto 

0<\F(h)- D 2 J(a, b)\<^<e, 

com tanto que 0 < \h\ < d/2. Mas este e precisamente o significado da proposipao 

lim F(h) = D 2l f(a, b) 

h-> 0 

e, como ja foi dito, isto completa a demonstrapao. 

Nota: Deve ter-se presente que o teorema e tambem valido se permutarnos os 
papeis desempenhados pelas duas derivadas e D 2> J. 


8.24. Exercicios variados 

1 . Determinar um campo escalar /que satisfapa as seguintes condipoes: 

(a) As derivadas parciais DJ{ 0, 0) eBJ (0, 0) existem e sao nulas. 

(b) A derivada direccional na origem e na direepao do vector i + j existe e tem valor 3. 
Explicar por que razao tal funpao / nao pode ser diferenciavel em (0, 0). 

2. Seja / a funpao definida por 


f(x, y) = y se (x, y) * (0, 0), /( 0, 0) = 0 . 

It Calcular, quando existam as seguintes derivadas parciais: Dj(0, 6), DJ( 0, 0), D 2 t /(0, 0), 

] A,/(0, 0). 

i 
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3. Seja f(x,y) = se (x, y) * (0, 0), e/(0, 0) = 0. 

(a) Provar que a derivada f\0; a) existe para cada vector a e calcular o seu valor em fungao 
das componentes de a. 

(b) Determinar se/e ou nao continua na origem. 

4. Define-se f(x, y) = j/^er^dt para x > 0, y > 0. Calcular dfldx em fungao de x ey. 

5. Supor que as equagoes u =/{x, y), x = X(t), y = Y(t) definem a como fungao de t, u = F(t ). 
Calcular a terceira derivada F~(t) em fungao das derivadas de/ X, e Y. 

6. A mudanga de variaveis x = u 4- tr, y = ui* transforma f(x , y) em g{u, v). Calcular o valor de 

3«) no pontc em que a = I, v = 1, sabendo que 

a/ _ ay _ 3 2 / _ ay ay 

3y 3x 2 3/ 2 3x 3y 3y 3* 

nesse ponto. 

7. A mudanga de variaveis x = at, y = j(« ! — tt 2 ) transforma f(x, y) em g(a, i>). 

(a) Calcular dgldu, dg/d'v e d 1 gl(dudv) em fungao das derivadas parciais de f. (Pode supor-se 
a igualdade das derivadas parciais mistas). 

(b) SeHV/(x,y)| 2 = 2 para todoo par* ey, determinar as constantesa eft tais que 



8. Duas fungoes Ft G de uma variavel e a fungao z de duas variaveis estao relacionadas pela 
equagao 

[F(x) + G\v)] 2 e’ 1 *-*' = 2F’(x)G'(y) 

sempre que F(x) + G(y) 0. Mostrar que a derivada parcia! mista Z> 2 - t , z{x, y) nunca se 
anula (Pode admitir-se a existencia e continuidade de todas as derivadas calculadas). 

9, Urn campo escalar / e limitado e continuo num rectangulo R — [a, bl x 1c, dl. Em R define-se 
urn novo campo escalar do modo seguinte 

g{u, u) = /;[/>, y),x] dy. 

(a) Pode demonstrar-se que para cada u fixo em la, ftl a fungao A definida em (c, d\ pela 
equagao A(y) = f%f(x, y)dx e continua em [c. d). Utilizar este resultado para demonstrar 
que dgldii existe e e continuo no rectangulo aberto S' = (a, ft) X {c, d) (o interior de R). 

(b) Supor que 


K[\ u j {x ' y)dx \ dy = s:u: f(x ’ y)dy i dx 


para todo ( u , v) em R. Provar que g e diferenciavel em S e que as derivadas parciais mistas 
£>, t2 g(u, v) e D 2l[ g(u, v) existem e sao iguais a f(u , u) em cada ponto de S. 

10. Considerar o Exercicio 9. Supor u e v expressas parametricamente do modo seguinte: 
u = A (/), S(r); e seja = g\A (t), S(/)j. 
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(a) Determinar v>'(0 em funqao de /, A 'e B'. 

(b) Calcular q>'(i) em funqao de / quando f(x , y) = e* +r e A(t) = B(t) = t 1 . (Supor que R esta 
situado no primeiro quadrante). 

1 1 . Se f(x , y, z) = (r x A) ■ (r x B), com r = xi + yj + zk e A e B vectores constantes, mostrar que 
V/(x, y, z) = B X (r X /•) + A X (r X B). 

12. Sejar = xi + yj + zk er = ||r||. Se/1 e B sao vectores constantes, mostrar que: 


(a) A ■ V 



A r 

r 3 * 


(b) B • V 



3 A rB r 


A B 


1 3. Determinar o conjunto de todos os pontos (a, b, c ) no 3-espaqo, para os quais as duas esferas 
(x -a) 1 + (y - b) 1 + (z — cf = 1 e x 2 + y* + z 1 = 1 se intersectam ortogonalmente. (Os respec- 
tivos pianos tangentes deverSo ser perpendiculares em cada ponto da intersecqao). 

14. Urn cilindro de equa<;ao y = /(x) e tangenle a superficie z ! + 2xz + y = 0 em todos os pontos 
comuns as duas superficies. Determinar /(x). 
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APLICACOES DO CALCULO diferencial 


9.1. Equacoes de derivadas parciais 

Os teoremas de calculo diferencial desenvolvidos no Capitulo 8 admitem uma larga 
variedade de aplicacoes. Este capitulo ilustra o seu uso em alguns exemplos relaciona- 
dos com equacoes de derivadas parciais, funcoes implicitas e problemas de extremos. 
Comepamos com algumas notas elementares relativas as equacoes de derivadas 
parciais. 

Uma equacao relacionando urn campo escalar /e as suas derivadas parciais chama- 
se uma equacao de derivadas parciais. Dois exemplos simples, nos quais/e uma funcao 
deduas variaveis, sao a equacao de primeira ordem 


(9-1) 

e a equacao de segunda ordem 


d/(*. y ) 

dx 


(9.2) 


y/(x, y) d*f(x, y) 
dx 1 dy 2 


Cada uma delas e uma equacao de derivadas parciais linear e homogenea, isto e, cada 
uma tern a forma L(j) = 0, onde L 6 um operador diferencial linear contendo uma ou 
rrais derivadas parciais. A equacao 9.2 e a equacao de Laplace bidimensional. 

Parte da teoria das equacoes diferenciais ordinarias lineares pode generalizar-se as 
equacoes de derivadas parciais. Por exemplo, e facil verificar que para cada uma das 
equacoes (9.1) e (9.2) o conjunto das solucoes e um espaco linear. Todavia, existe uma 
diferenca importante entre equacoes lineares diferenciais ordinarias e de derivadas 
parciais a qua! deve ser mencionada desde o principio. Evidenciaremos esta diferenca 
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comparando a equapao de derivadas parciais (9.1) com a equapao diferencial ordi- 
naria 

(9.3) ' f'(x) = 0 . 

A funpao mais geral satisfazendo a (9.3) e /(.v) - C, com C uma constante arbitraria. 
Por outras palavras, o espapo-solupao de (9.3) e unidimensional. Mas a funpao mais 
geral satisfazendo a (9. 1 ) e 

/(*> y ) = g(y ) > 

onde g e qualquer funpao de y. Visto que g e arbitraria, podemos facilmente obter urn 
conjunto infinito de solupoes independentes. Por exemplo, podemos tomar £(>>) = 
e fazer com que c varie no campo real. Assim, o espapo-solupao de (9.1) e de dimen- 
sao infinita. 

Em certos aspectos este exemplo e tipico do que acontece em geral. Em dada altura, 
durante o processo de resolu^ao de uma equaqao de derivadas parciais de primeira 
ordem, necessita-se de uma integrapao para fazer desaparecer cada derivada parcial. 
Nesta fase introduz-se uma funpao arbitraria na solupao. Isto ocorre num espapo solu- 
cao de dimensao infinita. 

Em muitos problemas fazendo intervir equapoes de derivadas parciais e necessario 
escolher, do conjunto de solupoes, uma solupao particular que satisfapa a uma ou mais 
condipbes auxiliares. Como e de super, a natureza destas condipoes tern um efeito 
fundamental na existencia ou na unicidade das solupoes. Um estudo sistematico de 
tais problemas nao sera efectuado neste livro. Em seu lugar, trataremos alguns casos 
particulares para ilustrar as ideias introduzidas no Capitulo 8. 

9.2. Uma equapao de derivadas parciais de primeira ordem com coeficientes constantes 

Consideremos a equapao de derivadas parciais de primeira ordem 


(9.4) 


d/(*. y) 2 df(x, y) _ 
dx dy 


Todas as solupoes desta equapao podem ser determinadas mediante considerapoes de 
natureza geometrica. Exprimimos o primeiro membro como num produto escalar, 
e escrevemos a equapao na forma 

(3i + 2j) ■ V/{x,jO = 0. 

Esta relapao diz-nos que o vector gradiente V f{x, y) e ortogonal ao vector 3i + 2j em 
cada ponto (x, y). Mas sabemos tambem que Vf(x,y) e ortogonal as curvas de nlvel de 
f Logo essas curvas de nivel devem ser rectas paralelas a 3i + 2j. Por outras palavras, 
as curvas de nivel de / sSo as rectas 


2x — 3 y — c. 
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(9.5) 


f(x,y) = g(2x - 3 y) 


para alguma fungao g. 

Verifiquemos agoja que, para toda a fungao diferenciai g, o campo escalar / defmido 
por (9.5) deve, na realidade, satisfazer a (9.4). Utilizando a regra da derivagao de fun- 
goes compostas, para calcular as derivadas parciais de /, encontramos 


3 


d l 

dx 

V 

dx 


= 2g\2x - 3y ) , 
df 

+ 2^- = 6g (2x 


r = ~ 3 s( 2x - 3 y), 

dy 

3y) - 6g'(2x - 3>>) = 0. 


Consequentemente,/satisfaz a (9.4). 

Inversamente, podemos provar que toda a fungao diferenciavel / que satisfaz a (9.4) 
tera necessariamente a forma (9.5) para algum g. Para o conseguirmos, introduzimos 
uma mndanga de variaveis lineares, 

(9.6) x = Au Bv, y = Cu + Dv . 

Por seu intermedio a fungao f{x, y) transforma-se numa fungao de u e v, por exemplo 

h(u, v ) = f(Au + Bv, Cu + Dv) , 


Escolheremos as constantes A, B, C, D de maneira que h satisfaga a equagao mais 
simples 


(9.7) 


dh(u, u) 
du 


Resolveremos depois esta equagao e mostraremos que /tern a forma desejada, 
Aplicando a regra de derivagao da fungao composta encontramos 


= dfdx + dfdy ^df A + d£ c 

du dx du dy du dx dy 


v'isto que / satisfaz a (9.4), lemos dfldy— -(3/2) {df/dx), pelo que a equagao para 
df/du toma a forma 


dh 

du 
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Por conseguinte, h verificara (9.7) se escolhemos A -\C. Fazendo A = 3 e C= 2 
encontramos 

(9.8) x = 3« + Bv, y = 2u + Dv. 

Para esta escolha de A e C, a fungao h satisfaz a (9.7), pelo que h(u , v) e unicamente 
uma fungao de v , por exemplo 

h(u, v ) = g(v) 

para alguma fungao g. Para exprimirmos v em fungao de x e y eliminamos u de 
(9.8) e obtemos 2x - 3y = (2B - 3D)v. Escolhemos agora B e D, de maneira que 
2B— 3D 3=1, por exemplo B= 2, D= 1. Para esta escolha a transformagao (9.6) e 
nao singular; temos v— 2x — 3y e portanto 


f(x,y) = h(u, a) = g(v) = g(2x - 3 y) . 


o que prova que toda a solugao diferenciavel /de (9.4) tem a forma (9.5). 

Exactamente o mesmo tipo de raciocinio serve para a demonstragao do seguinte 
teorema relativo a equagoes de derivadas parciais de primeira ordem com coeficientes 
constantes. 

TEOREMA 9.1. Se g e uma fungao diferenciavel em R 1 , e f e urn carnpo escalar defmido 
em R ! pela equagao 

(9.9) f{x, y) = g{bx - ay ) , 

ortde a e b sao constantes nao ambas nulas, entao f satisfaz a equagao de derivadas de pri- 
meira ordem 

( 9 . 10 ) a d JS^Jl + b m^yl = Q 

dx dy 

em todo R 2 . Reciprocamente. toda a solugao diferenciavel de (9.10) tem necessariamente 
a forma (9.9) para certa fungao g. 


9.3. Exercicios 

No conjunto de Exercicios que se apresenta a seguir, deve admitir-se diferenciabilidade de 
todas as fungoes que se considerem. 

I. Determinar a solugao da equagao de derivadas parciais 

dx dy 

que satisfaca a condigao /(x, 0) = sen x, para todo x. 
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2. Determinar a solugao da equagao de derivadas parciais 

5 ¥(*■>') 2 s f(*,y) 0 

Sx Sy 

que satisfaga a condiqao /{0, 0) = 0 e £>,/(x , 0) = e x , para todo x. 

3 . (a) Se u(x , r) = /(x, y), provar que u satisfaz a equagao de derivadas parciais 

. du du 

x T x -yy y = 0 ' 

Determinar uma solugao tal que u(x , x) = xV , para todo x. 

(b) Se o(x, v) = f(xly) para y i= 0, provar que v satisfaz a equagao de derivadas parciais 

du dv 

x T x + yTy = °- 

Determinar uma solugao tal que n(l, I) = 2 e £>, v(x, t/x) = l/x para todo x ^ 0. 

4. Se g(u, v) satisfaz a equagao de derivadas parciais 

32 &’(", n) 


provar que g(u, v) = if> t {u) + g> 2 (n), com f,{u) e y> 2 (y) unicamcnte fungoes de u e n, respectiva- 
mente. 

5. Supor que /satisfaz a equagao de derivadas parciais 

d r_ 2 ^L_ 3 ^ = 0 

ax 2 dxSy a/ 

Introduzir a mudanga linear de variaveis, x = Au + Bv, y = Cu + Dv , onde A, B, C e Dsao 
constantes, e seja g(u , oj — J\Au + Bv. Cu + Dv). Calcular valores inteiros, nao nulos, de 
A, B, C, D, tais que g salisfa?a3'g/(9«9p)= 0. Resolver esta equagao para g e porseu inter- 
medio determinar/ (Supor a igualdadc das derivadas parciais mistas). 

6. Uma fungao u define-se por uma equagao da forma 


u(x,y) = xyf 


m 


Mostrar que u satisfaz a equagao de derivadas parciais da forma 


du du 

: x T x ~y T y = G{ ~ x 'y )u ' 

* 

^ e determinar <7(x, i ). 

p. A substiluigao x = e\ y = e‘ transforma /(x, r) em £(j, f), sendo g(s. t) = f{e\ e'). Adrni 
f tindo que / satisfaz a equagao de derivadas parciais 
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d 2 f d 2 f df df 


ax 2 ' 7 ay ax 7 3/ 

mostrar que g suiisfaz a equugao de derivadas parciais 


3j 2 df 8 


= 0 . 


8. Scja / um campo escalar diferenciavel num conjunto aberto 5 de R”. Dizenios que/ e homo- 
geneo de grau p em S se 

/(/x) = /”/(*) 

para lodo t > 0 e cada x em 5 para o qual lx e S. Para um campo escalar homogeneo de grau 
p provar que se tern 

x ■ V/(x) = p /(x) para todo x em S. 

Este e o chamado teorema de Euler sobre funcoes homogeneas. Se .r = (x,, .... x„) pode 
enunciar-se do scguinte modo 

df df ■ 


1 Sugestao: para x fixo, definir g(r) = /(fx) e calcularg ’())]. 

9. Demonstrar o reciproco do teorema de Euler, isto e, se / satisfaz ax. V/(x) = p/(x) para 
todo x pertencente a um aberto S, entao/e homogenea de grau p em S. 1 Sugestao: Parax 
fixo, definir g(t) = f(ix)-i l 'f(x) e calcular git) I. 

10. Demonstrar a seguinte generalizagao do teorema de Euler para fungoes homogeneas de grau 
p no caso bidimensianal (Siipor a igualdade das derivadas parciais mistas). 

3 2 f d 2 f d 2 f 

x ^ + lxy -teTy+fzf = p{p ~ 1}/ - 


9.4. A equagao unidimensional das ondas 

Imaginemos uma corda de comprimento infinito esticada ao longo do eixo OX e 
podendo vibrar no piano XOY. Representamos por y = /(x, /) o deslocamento da cor- 
da, paralelo a a, no ponto x e no instante t. Suponhamos que, no instante t = 0, a corda 
e deslocada de modo a tomar a forma de uma curva dada y= F(x). Na figura 9.1(a) 
apresenta-se um exemplo. As figuras 9.1(b) e 9.1(c) mostran possiveis curvas dedes- 
locamentos para posteriores valores de t. Consideremos o deslocamento /(x, t) como 
uma fungao desconhecida de x e f, a determinar. Um modelo matematico para este 
problema (sugerido por consideragoes de caracter fisico que nao serao analisados 
aqui) e a equagao de derivadas parciais 
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at 2 ax 2 ’ 

em que c e uma constante positiva dependendo das caracteristicas fisicas da cofda. 
Esta equagao designa-se por equaydo das ondas unidimensional. Resolveremos esta 
equagao tendo em conta certas condigoes auxiliares. 





yh 


y = fix , » 


(a) / = 0 


“f 

- 1 0 I 

(b )/ = } 


*~x- 


y\ 


/cr 


- 2-10 1 2 
(c) i = 1 


FiG. 9.1. A curva de deslocamento y=/(x, y) para diferentes valores de /. 

Visto que o deslocamento inicial e a curva dada y = F(x), teremos que determinar 
uma solugao satisfazendo a condigao. 

/(x,0) = F(x). 

Admitimos igualmente que $ y/dl, a velocidade do deslocamento paralela OY, e defi- 
nida para o instante / = 0, a saber 


DJ(x,0) = G(x), 

sendo G uma fungao dada. Parece razoavel pensar que esta informagao seja suficiente 
para determinar o movimiento subsequente da corda. Mostraremos, na verdade, que 
assim e, determinando a fungao / por intermedio de Fe G. A solugao exprime-se numa 
forma dada por Jean d’Alembert (1717-1783), um matematico e filosofo frances. 

TEOREMA 9.2. SOLUCAO DE D’ALEMBERT DA EQUACAO DAS ONDAS. Sejam F e G 
funyoes dadas tais que G seja derivavel e F duas vexes derivavel em R 1 . Afunyao f defmida 
por 

(9.11) /(x, 0 = /,(X + C?) - F(X — C ° + — r + ° G(s) ds 

2 2c Jx-ct 

satisfaz <i equaydo das ondas a uma dimensao 


dt 2 dx 2 


(9.12) 
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e as condicoes iniciais 

(9.13) f(x, 0) = Fix), D,f(x, 0) = G(x) . . 

Irtversamente, qualquer funpao f com derivadas parciais mistas iguais, que satisfapa a 
(9.12) e (9. 1 3) necessariamente tem a forma (9.11). 

Demonstrapao. £ um exerdcio imediato verificar que a funpao/definida por (9.11) 
satisfaz a equapao das ondas e as condicoes iniciais, deixando-se tal verificapao ao 
cuidado do leitor. Demonstraremos a inversa. 

Uma maneira de proceder consiste em supor que / e uma solupao da equapao das 
ondas, introduzir uma mudanpa linear de variaveis, 

x = Au + Bv , t = Cu + Dv , 

que transforma fix , t) numa funpao deueo, 

g(u, v) =f(Au + Bv, Cu + Dv), 

e escolher as constantes A, B, C, D de maneira tal que g satisfapa a equapao mais 
simples 


d 2 g 

— s_ = o. 

du dv 


Resolvendo esta equapao encontramos g(u, v) = «>, (u) -|- <p 2 (u), onde rp x (u) e apenas 
funpao de u e ^ 2 (t>) e unicamente funpao de v. As constantes A, B, C, D esco!hem-se 
de modo que u = x -f ct, v = x — ct, donde se obtem 

(9.14) f(x, t) ~ <Pii* + ci) + <p 2 ix — ct). 

Em seguida usamos as condipoes iniciais (9.13) para determinarmos as funpoes e 
<p 2 por intermedio das funpoes dadas feG. 

Obtemos (9.14) por outro metodo que utiliza o teorema 9.1 e evita a mudanpa de 
variaveis. Comenpamos, em primeiro lugar, por escrever a equapao das ondas na 
forma 

(9.15) L l iL 2 f) = 0, 

onde L , e L z sao operadores diferenciais lineares de primeira ordem, definidos por 



d d 


Seja /uma solupao de (9. 1 5) e 
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I u(x, t) = L^fix, t ) . 

i 

I 

|A equagao (9.15) estabelece que u satisfaz a equagao de primeira ordem L,(u) = 0. 
[Logo, pelo teorema9.1 temos 

; U( X, t) — (p(x + Ct ) 

para uma certa fungao <p. Seja <t> qualquer primitiva de <p, <£(>') = | !,(p(s)ds, e ponhamos 


a(x, f) = — 0>(x + ct). 
2c 


.Vamos demonstrar que L 2 (v) = L 2 (f). Temos 


pelo que 


^ = y®'(x + ct) e ^ = ~®'(x + ct), 
ox 2c ot 2 


3v 3v 

L 2 v = + c = <J>|'(x + ct) = <p(x + cl) = «(x, t) = Lz/. 

ot ox 


Quer isto dizer que a diferenga f— v satisfaz a equagao de primeira ordem 

L t (f-v)= 0. 

Pelo teorema 9.1 deve ter-se /(x, y) - pi(x, /) = <l>(x- ct) para certa fungao <l>. Por 
Sconseguinte 

> /(x, t) — v(x, t) + yi(x — ct) — — ®(x + ct) + tp(x — ct) . 

2c 

festando assim demonstrada (9.14), com (/>, = ^ <J> e <p 2 = tfi. 

■ Fagamos agora uso das condigoes iniciais (9.13) para determinarmos as fungoes 
ip t e <p 2 por intermedio das fungoes dadas Fe C. A relagao /(x, 0) = F(x) implica 

;(9T6) <Pi(x) + <p,(x) = F(x) . 

! A outra condigao inicial, DJ~(x, 0) = G(x), implica 


C( p{(x) - cg4(x) = G(x) . 


Derivando (9.16) obtemos 


<Pi(x) + <Pz(x) = F'(x). 
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Resolvendo (9.17) e (9.18) em relacao a <p',(x) e <p' 2 (x) encontramos 

ViW =* ; F’W + f G(x) , q&x) = i F(x) - f C(x) . 
2 2c 2 2c 

Integrando cstas igualdades temos 


ViOO - (Pi(0) = F(X) — F( - + f f X G(s) * , 

2 2c Jo 

y 2 (x) - y 2 (0) - F(x) ^ f(0) - ~ [ G(5 )c/s. 

2 2c Jo 

Na primeira cquapao substituimos x por x + ct\ na segunda substituimos x por x - ct. 
Somando as equagoes resultantes, membro a membra, e considerando que<p,(0) + 
$> 2 (0) — F( 0), obtemos 

/(x, 0 = *Pi(x + ct) + <p 2 (x - ct) = l ' -~ - C — ^ — + f G(s) c/s. 

2 2c Jz-ci 

o que completa a demonstracao. 

EXEMPLO. Suponhamos o deslocamento inicial dado por 


F(x) = 


' 1 + COS -7TX 

0 


para — 1 < x 1 , 
para |x| > 1 . 



"t 

y=A*, 2) 





-4 -3-2-1 0 1 2 3 4 

(b)/ = 2 


Fig. 9.2. Solupao da equagao das ondas, rcpresentada para t = U e t = 2. 

O grafico de F esta traqado nas figuras 9.1(a) e 9.2(a). Admitamos que a velocidade 
inicial G(x) = 0, para todo x. Entao a soluqao das ondas e dada pela formula 


/(x, 0 = 


F(x + ct) + F(x - ct) 


2 
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As figuras 9. 1 e 9.2 mostram a curva y = J(x, t) para diferentes valores de t. A figura 
poe em evidencia que a solupao da equapao das ondas e uma combinapao de duas 
ondas estacionarias, uma deslocando-se para a direita e a outra para a esquerda, am- 
bas com velocidade c. 

No conjunto de exercicios que se apresenta a seguir sao dados outros exemplos de 
aplicapao da generalizapao da regra de derivapao das funpoes compostas no estudo 
das equapoes de derivadas parciais. 


9.5. Exercicios 

Nos exercicios que sc seguem admite-se sempre a difereilciabilidade de todas as funpoes que 
se considerem. 

1. Se k e uma constante positiva e g{x, t) = \x\/kt, seja 


/( x, t) = e du. 


Of , Bp 
(a) Provar que — = e~ 9 — 
ox Ox 


d l = e -9'?£ 
Bt dt ' 


(b) Provar que/satisfaz a equapao de derivadas parciais 

a 2 / 3/ 

k — 2 — — (a equapao do color) 

2. Considerar um campo escalar / deftnido em R 2 , tal que f(x, y) dependa.unicamentedadis- 
lancia r de (a, v) a brigem,/(x, y) = g(r), com r = (a 2 + r 2 ) ,/2 . 

(a) Provar que para (x, y) 4 (0, 0) se tern 


(b) Supor alem disso que / satisfaz a equapao de Laplace 

+ By 1 ’ 


dx 


para todo (a, y) 4 (0, 0). Demonstrar, recorrendo a alinea (a), que f(x, y) - a log (x 2 + y 2 ) + b 
para (x, y) 4 (0, 0), onde a e b sao constantes. 

3. Repetir o Exercicio 2 no caso n-dimensional, com n > 3, isto e, admitir que/(ar) =/ (a,, .... 
x„) = g{r), com r = |x]|. Mostrar que 

ay ay n - i , 

j4 + -- + JZ = ~r* {r)+ * ir) 

para x4 O. Se/ satisfaz a equapao de Laplace n-dimensional. 

ay ay 

~Z~ j ‘ ~ 0 . 

dx* 3xl 
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para lodo a- =p O, provar que f(x) = a||x|| 2 -" + b para x F O, com a eb constanles. 


Nota: O operador linear V 2 definido pela equacao 

.Z. + ...+ZL 

*4 

chama-se laplaciano n-dimensional. 

4. Laplaciano a duas dimensoes em coordenadas polares. A introdupao de coordenadas polares 
x = r cos 0,y = r sen 9, transforma f{x , y) em g(r, 9). Vcrificar as formulas seguintes: 


(a) || V/(r cos 6, r sen0)f = (JJ + ^(~J. 

, d 2l = ?l . , 13 ? 

*■ J 3x 2 + 3y 2 3r 2 + r 2 36 2 r dr' 


5. Laplaciano a Ires dimensoes em coordenadas esfericas. A inlroducao de coordenadas esfericas 

x = p cos ©sen <p , y = pscn 6 sen <p, z — p cos <p, 

transforma f(x, y, z) em F(p, 0, <p). Este exercicio prova cotno proceder para exprimir o 
laplaciano V 2 f por intermedio das derivadas parciais de F. 

(a) Introduzir em primeiro lugar as coordenadas polares x — r cos y—r sen O' para trans- 
formar f(x, y, z) em g{r, 6 , z). Recorrer ao Exercicio 4 para provar que 

3 2 e 1 3V 1 3y 3V 

VV«= — 2 j _ ° 4. 2. _L _2 

J dr 2 r 2 36* rdr 3z 2 ' 

(b) Transformar g(r, 6, z ) em F{p,6, <?) fazendo z = p cos <?, r = psen <?. Notar que, excepto 
para uma mudanca de notacao, esta transforma?ao e a mesma que foi utilizada na alinea(a). 
Provar que 

• 3 2 F 2 3F 1 3 2 F cos <p 3F 1 3 2 F 

^ f ~ dp* + p dp + p 2 3<p 2 + P 2 sen <p 3 <y ^ p 2 sen <p 36 2 ' 

6. Este exercicio poe em evidencia como aparece a equacao de Legendre, quando se procuram 
solufdes da equacao de Laplace tendo uma forma especial. Seja /urn campo escalar satis- 
fazendo a equacao de Laplace tridimensional, V 2 /= 0. Introduzir coordenadas esfericas 
como no Exercicio 5 e fazer F(p, 9, (?)-- f(x, y, z). 

(a) Admita-se que se procuram solucoes da equacao de Laplace tais que F(p, 0, (?) e inde- 
pen den te de 6 e tem a forma particular F(p, 0, (?) = p"G(<p). Mostrar que / satisfaz a equa- 
gSo de Laplace se G satisfazer a equacao diferencial ordinaria de segunda ordem 

d 2 G dG 

-j-j + cot <p— + n(n + 1)G = 0. 
d<p 2 dq> 

(b) A mudanca de variavel x = cos <?(<? = arc cos x, — 1 < x < 1) transforma G{<?) em 
g(x). Pfovaf que g satisfaz a equacao de Legendre 
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a -*>;£- + »*-«• 

7. Equacao das ondas a duas dimensoes. Uma membrana delgada e flexivel esta estendida so- 
bre o piano XOY e pode vibrar. Seja z = f(x, y, t) o deslocamento da membrana, em rela- 
cao a XOY, no ponto (x, y) e no instante t. Considerafoes fisicas sugerem que /satisfaz a 
equacao das ondas a duas dimensoes, 

dr 2 _ \dx* dy*)’ 

sendo c uma constante positiva dependendo das caracteristicas fisicas da membrana. Este 
exercicio revela uma conexao entre esta equacao e a equacao diferencial de Bessel. 

(a) Introduzir coordenadas polares x = r cos 8 , y = r sen 9, e seja F(r, 0 , i) - f(r cos 9, 
r sen 6, t). Se / verifica a equacao das ondas, mostrar que F satisfaz a equacao • 

B Z F _ !d-F 1 d-F 1 3F\ 

~dt i ~ C + V 2 ~d0- + ~r~Br) ' 

(b) Se F(r, 9, t) e independente de 8, por exemplo F(r, 0, t) = <p{r, t ) a equacao em (a) sim- 
plifica-se para 


__ J S 2 <p 1 
dt 2 ~ C \ dF + r dr) ' 

Seja agora ip uma solucao tal que <p(r, i) se exprime pelo produto de uma funcao de r por 
uma funcao de /, <p(r, t) = R(r)T(t). Provar que cada uma das funcoes R e T satisfaz a uma 
equacao diferencial ordinaria linear de segunda ordem. 

(c) Se a funcao T da alinea (b) e periodica com periodo 2n!c, provar que R satisfaz a 
equacao de Bessel FR" + rR' 4- FR = 0. 

9.6. Derivadas de funcoes implicitas 

Certas superficies no espaco tridimensional sao representados por equapoes carte- 
sianas da forma 


F(x, y, z) = 0 . 

Uma tal equacao diz-se que define numa representapdo implkita da superficie. Por 
exemplo, a equacao x 2 + y 1 1 z 2 — 1=0 representa a superficie de uma esfera unita- 
ria com centro na origem. Algumas vezes e possivel resolver a equacao F(x, y, z) =- 0 
em relacao a uma das variaveis, exprimindo-a em funcao das duas restantes, pot 
exemplo z em funcao d c x ey. Isto conduz-nos a uma ou mais equacoes da forma 

z=f(x,y). 


Para a esfera obtermos duas solucoes, 
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z = V l — x 2 — y 2 e z — —V I — x 2 — y 2 , 

uraa representando a semi-esfera superior, a outra a semi-esfera inferior. 

No caso geral pode nao ser uma questao facil obter uma formula explicita para z 
cm funpao de x e y. Por exemplo, nao existe nenhum metodo simples que permita 
resolver, em ordem a z, a equapao y 2 + xz + z 1 - e~ — 4 = 0. Contudo, uma utilizapao 
adequada da regra de derivapao da funpao composta torna possivei deduzir varias 
propriedades das derivadas dfldx e dfldy sem um conhecimento explicito de f(x,y). 
O processo e analisado nesta secpao. 

Admitamos que existe uma funpao /(x, y) tal que 

(9.19) F[x, y ,f{x, y)\ — 0 

para todo (x, y) em algum conjunto aberto S, embora nao seja possivei obter formu- 
las explicitas para o caiculo de /(x, y). Exprimimos tal circunstancia dizendo que a 
equapao F(x, y, z) = 0 define z implicitamente como uma funpao de x eye escrevemos 

z=f{x,y). 

Introduzamos agora uma funpao auxiliar g definida em S do modo seguinte: 

g{x,y) = F[x,y,f{x,y)]. 


A equapao (9.19) estabelece que g(x,j>)= 0 em S, logo as derivadas parciais dgidx 
e dgldy sao tambem 0 em S. Mas podemos tambem calcular estas derivadas par- 
ciais pela regra da derivapao de uma funpao composta. Para o conseguir escrevemos 

gC*,.?) = ^[Ni(*,yh w 2 (*. y), u 3 (x,y)], 

onde u, (x, y) — x, « 2 (x, y) = y, e « 3 (x, y) = /(x, y). A regra referida da-nos as formulas 


p =DlF ^I + DlF S J!l 

dx dx dx 


+ D 3 F 


du 3 

dx 


dg 


, duj 


du 9 


. 3u, 


— = D X F — + D 2 F — * + D 3 F ■—* , 


dy 


dy 


dy 


dy 


onde cada derivada parcial D k F deve ser calculada em (x, y,/(x, y)). Uma vez que se 
tern 

. ^ JI e ^ = 0, 

dx dx dx dx dx 

a primeira das equapoes precedentes escreve-se 
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do 


calculo diferencial 


\ Resolvendo esta em ordem a dfldx obtemos 

( 9 . 20 ) 


dx 


Pi F[x,y,f(x,y)] 
D 3 F (*, y,f(x, >■)] 


naqueles pontos para os quais D } F[x, y,f{x, >>)] 0. Por um raciocinio analogo ob- 

t temos a formula correspondente para dfldy. 


■ (9-21) 


dj_ _ _ D 2 F[x, yj(x , >>)] 
dy D 3 F[x, y,f(x, y)] 


nos pontos para os quais D } F[x , y , /(x, y)l 0. Estas formulas escrevem-se habi- 
tualmente na forma mais sintetica: 


d_i 

dx 


BFjdx 
dFjdz ’ 


d l 

dy 


dFjdy 
dFjdz ' 


EXEMPLO. Admitamos que a equapao y 1 + xz + z 1 - e~— c = 0 define z como umu 
funpao x e y, por exempio z = f(x, >')-■ Determinar um valor para a constante c tal 
que /( 0, e) = 2, e calcular as derivadas parciais dfldx e d fldy no ponto (x, y) = (0, e). 


Resofuqdo. Quando x = 0, y = e, e z = 2, a equapoe escreve-se e 1 + 4 — e 1 — c — 0, 
a qual indica que c= 4. Seja F( x, y , z) - y 2 + xz + z 2 — e —4. De (9.20) e (9.21) 
obtem-se 

df _ _ z df_ 2 y 

dx x + 2z — e z ’ dy x + 2z — e z 

Quando x = 0, y = e, e z=2 encontramos dfldx = 2l(e* — 4) e df! dy =-2e/(e z - 4). 
Observe-se que e possivel calcular as derivadas parciais dfldx e dfldy recorrendo 
unicamente ao valor de /(x, y) no ponto (0, e). 

A discussao acabada de fazer pode ser generalizada a funpoes de mais do que duas 
variaveis. 


teorema 9.3. Seja F um campo escalar diferenciavel num conjunto aberto T de R". 
Supondo que a equacao 

F(Xi , . . . , xj = 0 

define x„ implicitamente como uma funcao diferenciavel de x, x„ _ ,, 

A„=/(x 1( ...,x n _ 1 ), 

para todos os pontos (x, x„_ ,) em algum conjunto aberto S de R” - '. entao para 

cada k — 1,2 I, a derivada parcial D/f e dada pela formula 
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(9.22) 

nos pontos em que D„F 0. As derivadas parciais D k F e D n F que aparecem cm (9.22) 
devem calcular-se no ponto (x,, x 2 , x„_,,/(x,, x 2 jc„_,)>. 

A demonstraqao constitue uma generalizaqao directa do raciocinio efectuado para 
deduzir as equates (9.20) e (9.21) e deixa-se ao cuidado do leitor. 

A discussao pode generalizar-se noutro sentido. Admitamos que temos duas super- 
ficies com as seguintes representaqoes implicitas: 

(9.23) F(x,y, z) = 0 , G(x, y, z) = 0 . 

Se estas superficies se intersectam ao longo de uma curva C, pode ser possivel obter 
numa representaqao parametrica de C resolvendo as duas equaqoes (9.23) simulta- 
neamente em relaqao a duas das variaveis em funqao do terceira, por exemplo xeg 
em fun<?ao de z. Suponhamos que e possivel resolve-la relativamente axeje que as 
soluQoes sejam dadas pelas equaqoes 


x = X(z ), y = Y(z ) 

para todo z em certo intervalo aberto (a, b). Entao ' quando x e y se substituem por 
A \z) e E(z), respectivamente, as duas equaqoes em (9.23) sao identicamente satisfeitas, 
isto e, podemos escrever FlA'(z), K(z), zl = 0 e GiX(z), Y{z), z] =0 para todo z em 
(a, b). Mais uma vez, recorrendo a regra de derivaqao da funqao composta, podemos 
calcular as derivadas X\z) e Y'{z) sem urn conhecimento explicito de X(z) e Y (z). Com 
esse objectivo introduzamos novas funpoes /eg definidas por 


f(z) = F[X{z), Y (z), z] e g(z) = G [X{z), Y(z), z] . 


Entao f{z) — g(z) — 0 para todo z em (a, b) e consequentemente as derivadas j\z) e 
g'(z) sao tambem nulas em (a, b). Pela regra de derivagao referida estas derivadas sao 
definidas pelas formulas 


ox oy oz 


. dG v ,, . dG dG 

g ( z ) — — X (z) + — Y (z) -f — . 
ox oy oz 


Visto que /(z) e g'(z) sao ambas nulas, podemos determinar X'(z) e Y'(z) pela reso- 
luqao do seguinte par de equapoes lineares simultaneas: 


dF 

dx 


X'(z) + ~ Y’(z) = - 
dy 


dF 

dz •’ 


f x'w + f ni> - 

ox dy 


dG 

dz 
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Nos pontos em que o determinante do sistema nao for nulo, estas equapoes tern uma 
solupao unica a qual, de acordo com a regra de Cramer, pode exprimir-se do modo 
seguinte: 


(9.24) 


X\z) = - 


dF 

dF 


dF 

dF 

dz 

dy 


dx 

dz 

dG 

dG 


dG 

dG 

dz 

dy 

, r’(z) = - 

dx 

dz 

dF 

dF 

dF 

dF 

dx 

dy 


dx 

dy 

dG 

dG 


dG 

dG 

dx 

dy 


dx 

dy 


Os determinantes figurando em (9.24) sao determinantes de matrizes jacobianas e 
dizem-se, por isso, determinantes jacobianos. Uma notapao especial e por vezes usada 
para representar este tipo de determinantes. Escrever-se 

~dh ... dfT 

dx l dx 2 dx n 


^ /.) 

d(xj , , x„) 


= det 


dfn Bf. 

L3x t dx 2 


%L 


| Recorrendo a esta notapao, as formulas (9.24) podem exprimir-se mais resumida- 
mente na forma 


(9.25) 


X’(z) = 


d(F, G)jd(y, z) 
d(F, G)jd(x, y) ' 


Y'(z) = 


d(F, G)/d(z, x) 
d(F, G)jd(x, y) ' 


(O sinal menos incorporou-se nos numeradores por troca das colunas). 

O metodo pode ser generalizado para tratar situapoes mais gerais nas quais sao da- 
das m equapoes com n variaveis, sendo n > m, obtendo-se m variaveis em funpao 
das n— m restantes. As derivadas parciais das novas funpo.es assim definidas podem 
exprimir-se como cocientes de determinantes jacobianos, generalizando (9.25). 

Um exemplo com m = 2en=4 apresenta-se no Exercicio 3 da Secpao 9.8. 

9.7. Exemplos resolvidos 

Vamos apresentar alguns dos conceitos da anterior secpao na resolupao de alguns 
problemas relativos a funpoes definidas implicitamente. 
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EXEMPLO l. Supor que a equacao g(x, y) = 0 define y corao uma funcao derivavel 
de x, seja y — Y (x), para todo x em algum intervalo aberto (a, b). Exprimir a derivada 
Y'(x) em funcao das derivadas parciais de g. 


Resoluyao. Seja G(x)=glx, E(x)| para x em (a, b). Entao a equacao g(x, _v) = 0 
implica G(x) =0 em (a, b). Pela regra de derivacao da funcao composta temos 


donde se obtem 


G'(x) = 


dg 

dx 


+ ~ Y’(x), 
oy 


(9.26) 


Y\x) 


dgjdx 

dgldy 


nos pontos x de (a, b) para os quais dgldy ^ 0. As derivadas parciais dg/dx e dgldy 
sao dadas pelas formulas dgldx = £>,gix, K(x)) e dgldy = £> 2 g[x, Y(x)l. 


EXEMPLO 2. Quando se eiimina y das duas equacoes z - /(x, y) e g(x, y) — 0, o 
resuitado pode exprimir-se na forma z = h(x). Escrever a derivada h\x) em funcao 
das derivadas parciais de /e g. 

Soluyao. Admitamos que a equacao g(x, y) = 0 pode resolver-se relativamente a y 
em funcao de x e que a solucao e dada por j/ = Y(.x) para todo x em certo intervajo 
aberto (a, /?). Entao a funcao h e dada pela formula 


h(x) = f[x, Y(x)] se xe (a, b ) . 

Aplicando a regra de derivacao da funcao composta temos 

h\x) = f- + % Y’(x). 

OX oy 

Resolvendo a equacao (9.26) do Exemplo 1 obtemos a formula 

dgd£ _^£dg 

, dy dx dy dx 

h (x) = 

dg 

dy 

As derivadas parciais do segundo membro sao calculadas no ponto (x, Y (x)). Obser- 
ve-se que o numerador pode tambem exprimir-se como urn determinante jacobiano, 
dando-nos 


_ d(f, g)/3(x, y) 
dg/dy 
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i EXEMPLO 3. As duas equaqfies 2x = v 1 — u 2 e y — uv definem net como funqoes de 
\x ey. Dcterminar formulas correspondentes a duldx, du/dy, dv/dx , dvldy- 

Resolupao. Mantcndo y fixo e derivando ambas as equaqoes relativamcnte a x, tendo 
1 prescnte que u t v sao funqdes de x e y, obtemos 


2=2v^-2u^- 
dx dx 


n do du 

°‘ u e; + v ^ 


IResolvendo estas equates simultaneas em relagao a dvidx e dufdx obtemos 


du 

dx 


u 

u 2 + V 2 


dv 


dx u 2 + v 2 


a Por outro lado, se fixamos x e derivamos ambas as equaqoes relativamente a y ob- 
Itemos 


0 = 2u — — 2 m — 
dy dy 


. dv , du 

1 -“r y + T y 


|Para sotuqao desle sistema de equaqoes encontramos 

du _ v 
dy u 2 -f- t) 2 


e — — 


dy u 2 + v 2 

EXEMPLO 4. Seja n definido como funqao de x e y peia cquaqao 
| u = F(x + u, yu) . 

r _ 

|Determinar duldx e du/dy por intermedio das derivadas parciais de F. 

H Resolucao. Suponhamos que u = g(x, y) para todo (x, y) em algum conjunto aberto 
S. Substituindo g(x, y) por u na equaqao original obtemos 


|(9.27) 


^(x,y) = Flu^x,)’), u 2 (x, y)]. 


onde m,(x, y) = x + g(x, y) e u 2 (x, y) =y g(x, y). Mantenhamos agora y fixo e derive- 
mos ambos os membros de (9.27) relativamente a x, aplicando no segundo membro 
s a regra de derivaqao da funqao composta, obtendo 


1(9-28) 


^D.F^ + D.ff-V 

dx dx dx 


IMasduj/dx = 1 + dgldx , e dujdx — y dgldx. Por conseguinte (9.28) escreve-se 
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d i =D ' F i l+d i} + B ‘ F ^i)- 

Resolvendo esta equagao relativamente a dgldx (e escrevendo du/dx em vez d( 
dgldx) obtemos 

du —DjF 

dx~ D,F + vD.F-1'', 

Do mesmo modo encontramos 


— = Dl F — + d'zF—^ 
dy dy By 


- D.F^+D.F 
dy 


(>’ ~ + g(x, y) 


)• 


Isto conduz-nos a equafao . 

du _ -g(x, >>) D 2 F 

dy D r F 4- y D 2 F — 1 

As derivadas parciais D/e D 2 F sao calculadas no ponto (x + g(x, y), yg(x, y). 


EXEMPLO 5. Quando se elimina u entre as equacoes x= u+ v e r= «n 2 , obtemos 
uma equacao da forma F(x, y, v) = 0, a qual define v implicitamente como uma funpac 
de x e y, por exemplo r = h(x , y). Provar que 


dh _ h(x, y) 
dx 3/i(x, y) — 2x 

e determinar uma formula semelhante para dh/dy- 
Resolufao. Efiminando u enlre as duas equapoes obtem-se 

xv i — xF — y — o . 

Seja Fa funpao definida por 

F(x, y, v) — xv 1 — v 3 . — y. 

A discussao da Seceao 9.6 e aplicavel aqui e podemos escrever 

dh dF/dy 

dy dFjdv 


(9.29) 


dh 

dx 


dF/dx 

dFjdv 


Mas dF/dx =v 2 , dFldv= 2xv- 3i> 2 , e dFldy = — 1. Por conseguinte, a equapao (9.29 
escreve-se 
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dh 

V 2 

dx 

2xv - 3d 2 

dh_ 

-1 

dy 

2xv — 3 v 2 


h (x, y) 


EXEMPLO 6. A equagao F(x, y.z) = 0 define z iniplicitamente como uma fungao de 
x e y, seja z — /( x, y). Supondo que d 2 F/(dx dz) = d 2 F/(dz dx), provar que 


onde as derivadas parciais do segundo membro sao calculadas em (x, y,f(x, y)). 
Resolucao. Pela equa^ao (9.20) da Secpao 9.6 temos 

(9.31) = _ d l& 

dx dFjdz 


Devemos ter presente que na realidade este cociente significa 

_ D i f [x, yj(x, y)] 

D 3f[x, y,f(x, y)] ' 

Introduzamos G{x y) = D l F[x, y, f(x, y)\ e H(x, y) = D 3 F{x, y,f(x , y ) G nosso pro- 
posito calcular a denvada parcial, com respeito a x, do cociente 

y d l = _ <K*,y) 

dx H(x,y)’ 

mantendo y fixo. A regra de derivacao do cociente da-nos 

H dG_ Q dH 

(9.32) Sx Sx 


Una vez que G e H sao fun^oes compostas, usamos a correspondente regra de deri- 
ve 20 para calcular as derivadas parciais dG/dxe dH/dx. Para d G/dx temos 

~ = WS) • i + d 2 (DjF) -o + d 3 (d,f) • d -f 

ox dx 

_ d 2 F d 2 F df_ 
dx 2 dz dx dx 
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Analogamente, encontramos 

^ = D 1 (D 3 f) ■ 1 + D 2 (D 3 F) - 0 + D 3 (D 3 F) • ^ 
ox ox 

_ d*F d 2 Fdf 

dx dz dz 2 dx 


Introduzindo estas derivadas em (9.32) e substituindo dfldx pelo segundo membro 
de (9.31) obtemos a formula (9.30). 


9.8. Exerci'cios 

Nos exercicios apresentados a seguir deve admitir-se sempre a existencia e continuidade das 
derivadas que se considerem. 

1. As duas equapoes x+y=ubexy=u- v determinam x ey implicitamente como funpoesde 
u e v, seja x = X(u, v) e y = Y(u, >)). Mostrar que dXIdu = (xv — 1 )/(jc — y) se x y e determi- 
nar formulas analogas para BXIdv, dYIdu , BYldv. 

2. As duas equapoes x + y = uv e xy = u - v determinam x e v como funpSes de u e y, a saber 
x = X(u, y) e V(u , y). Mostrar que dXIdu - (u + u)/(l + yu) se 1 + yu 0, e determinar 
formula analogas para dXIdy, dYIdu , dY/By. 

3. As duas equapoes F(x, y, u, u) = 0 e <J(.v, y, u, v) — 0 determinam x ey implicitamente como 
funpoes de u e v, sejam x =• X(u, v) e y = Y(u , v). Mostrar que 

dX B(F, G)jB(y, u) 

~ 3(F,G)/d(x,y) 

em pontos para os quais o jacobiano d(F , G)l ^(jc, z) 0, e determinar formulas semelhantes 
para as derivadas parciais BX/di\ dYIdu , e dYIdv. 

4. A interseepao de duas superficies definidas pelas equates cartesianas 2.v 2 + 3r - z 2 = 25 
e ,v ! + i J = z 1 define uma curva C passando pelo ponto P = (^/?7 3, 4). Estas equapoes podem 
resolver-se em relapao area y em funpiio de z para darem uma representapao parametrica 
de C, com r como parametro. 

(a) Determinar o vector langente unitaria T a C no ponto P sen recorrer ao conhecimento 
explicito da representapao parametrica. 

(b) Confrontar o resultado da alinea (a) com o obtido mediante uma representapao para- 
metrica de C com r como parametro. 

5. As tres equapoes F(u,v) = 0, u — xy, e v= \J x 2 + z 1 definem uma superficic noespapo OXYZ 
Determinar o vector normal a esta superficie no ponto x = l,y= I,z = \/Jsef6r sabido 
queD,F(l,2)= I efl l f(l,2)=2. 

6. As tres equapoes 


x 2 — y cos (uv) + z 2 = 0 , 
x 2 + y 2 — sen (uv) +2 z 2 =2, 
xy — sen u cos v + z — 0 , 
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definem x, v e z como fungdes dc u e v. Calcular as derivadas parciais dxldu e dxldv no 
ponto x = y= I, u = n! 2, v = 0, z = 0. 

7. A equagao f(ytx, zlx) = 0 define ; implicitamente como uma fungiio dc x e v, seja z = g(.\, r). 
Mostrar que 

dp dp 

x £ + yi y 

nos ponios cm que DJ\ytx , g{x, y)lx\ e diferenle de zero. 

8. Seja F uma funqao real de duas variaveis reais e suponhamos que as derivadas parciais 
d,F e D } F sao diferentes de zero. Seja u outra fungao real de duas variaveis reais tal que 
as derivadas parciais du/ dx e du/dy estejam relacionadas pela equagao F{dul dx, dul dy) = 0. 
Provar que existe uma eonslante n tal que 


3 2 « 3 2 u _ / 3 2 u Y 1 
3.x 2 dy 2 \ dx dy) 


e determinar n. Supor que d 2 u/(dx dy) = d 2 u!(d y 3x). 

9. A equagao x + z + (y + z) 2 = 6 define z como fungao implicita de x e y, z=f(x,y). Calcu- 
lar as derivadas parciais <3/7 dx, dfldy e d 2 f/(dx dy) em fungao de x, y e z. 

10. A equagao sen (x + y) + sen(y+z) = 1 define z como fungao implicita de x ey, z =f(x, y). 
Calcular a derivada D , /em fungao de x, y e z. 

1 1 . A equagao F(x + y + z, x 2 + y 1 + z 1 ) = 0 define z como fungao implicita dexey,z =■/(*, y). 
Determinar as derivadas parciais d/7 dx e e df!dy em fungao de D, F e D 2 F. 

12. Seja /eg duas fungoes de uma variavel real e definamos F(x, y) = fix + g(g)l. Achar as 
formulas corrcspondentes a todas as derivadas parciais de Fde primeira e segunda ordem, 
expressas em fungao das derivadas de /e g. Verificar a relagao 

dF 3 2 F dF d i F 
dx dx dy dy dx 1 


| 9.9. Maximos, minimus e pontos sela 

I Uma superficie, definida explicitamente por uma equagao da forma z =f(x , y), 
j % pode ser considerada como uma superficie de nivel do campo escalar F, definida pela 
jl equagao 

X 

/ 

I F(x,y, z) =f(x,y) - z. 

* S e/e diferenciavel, a gradiente deste campo e definido pelo vector 

1 VF = %-i + %-j-k. 

-I ox dy 

| A equagao linear que define o piano tangente no ponto P, = (x,, y„ z,) pode escre- 


z - = A(x - x t ) + B(y- y t ) , 


II 
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com 

A = ,y x ) e B = B 2 f( Xl , . 

Quando ambos os coeficientes A e B sao nulos, o pontos P l diz-se um ponto de esta- 
cionaridade da superficie o ponto (jt, , y, ) diz-se um ponto de estacionaridade ou um ponto 
critico da funfao / O piano tangente a superficie, num tal ponto, e paralelo a XOY. 
Os pontos de estacionaridade de uma superficie classificam-se habituatmente era tres 
categorias: maximos, minimos e pontes sela. Se a superficie se imaginar como um 
terreno montanhoso, essas categorias corresponded respectivamente ao cume da 
montanha, ao fundo dos vales, e as gargantas. 

O conceito de maximo, minimo e pontos sela pode definir-se para campos escalares 
arbitrarios, definidos em subconjuntos de R". 

DEFlNigAO. Diz-se que um campo escalar f tern um maximo absoluto num ponto a de 
um conjunto S de R n se 

(9.33) fix) <f(a) 

para todo x em S. O minimo /(a) chama-se o valor maximo absoluto de f em S. A funyao 
/ diz-se ter um maximo relativo em a se a desigualdade em (9.33) e satisfeita para todo o 
x pertencente a uma certa n-bola E (a) de S. 

Por outras palavras, um maximo relativo em a e 1 o maximo absoluto em certa vi- 
zinhanpa de a. Os minimo absoluto e minimo relativo definem-se de uma maneira 
analoga, recorrendo a uma desigualdade de sentido contrario a de (9.33). Os adjecti- 
vos global e local sao algumas vezes utilizados em vez dos termos absoluto e relativo, 
respectivamente. 

definiCAo. Um numero que seja quer maximo relativo ou minimo relativo de f chama- 
se em extremo de f 

Se / possui um extremo num ponto interior a e e ai diferenciavel, entao todas as 
derivadas parciais de primeira ordem DJ(a ), . . . , D J^a) devem anular-se: Por outras 
palavras, V/(a)= O. (Isto pode demonstrar-se facilmente mantendo fixa cada compo- 
nente e reduzindo o problema ao caso unidimensional.) No caso em que n — 2, signi- 
fica o que acabou de referir-se que existe um piano tangente a superficie z—f(x, y) 
no ponto (a, /(a)) paralelo ao piano XOY. Por outro lado, e faci! construir exemplos 
nos quais o anulamento de todas as derivadas parciais em a. nao implica necessaria- 
mente um extremo em a. Verifica-se tal circunstancia nos chamados pontos sela que 
se definem a seguir. 

DEFINICAO. Se f e diferenciavel em a e se F /(«) — O, o ponto a diz-se de estacionari- 
dade de f. Um ponto de estacionaridade de f diz-se um ponto sela se toda a n-bola B (a) 
contem pontos x tais que fix} < fia) e outros pontos para os quais fix) >fia). 
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A situagao e algo parecida com o caso unidimensional em que os pontos de esta- 
cionaridade se classificam em maximos, minimos e pontos de inflexao. Os exemplos 
que se apresentam a seguir ilustram estes diferentes tipos de pontos de estacionari- 
dade. Em todos os exemplos os pontos de estacionaridade em questao situam-se na 
origem. 

EXEMPLO 1. Maximo relativo. z = f{x, y) = 2 - x 1 - y 2 . Tal superficie e um para- 
holoide de revoluqao. Na vizinhanqa da origem tern a forma representada na figura 
9.3(a). As curvas de nivel sao circulos, alguns dos quais se encontram desenhados na 
riaura 9.3(h). lima que /(.v. r) 2 ( v- iM ■' 3 - (fO. 0) para todc' o par (,v, r). 



(a) = 2 - a-' - i ■ 


(b) Curvas dc nivel: ,v 2 + y 1 = c. 


Excmplo I: Maximo relativo na origem. 


z 



lei = a + r 

Exemplo 2: Minimo relativo na origem. 
Fig. 9.3. Exemplos 1 e2. 


x 
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resulta que / nao so tem um maximo relativo em (0, 0), mas ele e tambem um maximo 
absollito. Ambas as derivadas parciais dfl Sx e dfly se anulan na origem. 

EXEMPLO 2. Minimo relativo. z = f(x, y) = x 2 + y 2 . Esta superficie, outro parabo- 
toide de revoluipao, e essencialmente a mesma que a do Exemplo 1, excepto em que 
existe um minimo na origem em vez de um maximo. A forma da superficie, na vizin- 
hanqa da origem, esta reprcsentada na figura 9.3(c) e algumas das suas curvas de 
nivel estao traqadas em 9.3(b). 


z 



y 



(b) Curvas de nivel: x 1 — ixy 1 = c. 


x 


FIG 9.4. Exemplo 3. Ponto sela na origem. 


EXEMPLO 3. Ponto sela. z = /(x, y) = xy. A superficie, e um paraboloide hiperbo- 
lico. Na vizinhanqa da origem e semelhante a uma sela, como se representa na fig. 9.4(a). 
Ambas as derivadas parciais df/dx e dfldy sao nulas na origem, mas nao existe nem 
maximo nem minimo relativo nesse ponttj. Con efeito, para pontos (x, y) no primeiro 
e terceiro quadrantes, x e y tem o mesmo sinal, donde resulta /(x, y) > 0= /(0, 0). 
enquanto que para pontos nos segundo e quarto quadrantes x e y tem sinais opostos, 
dando-nos /(x, >') < 0= /( 0, 0). Consequentemente, em cada vizinhanqa da origem 
existem pontos nos quais a funpao e menor que/(0, 0) e pontos em que a funqao excede 
/( 0, 0), pelo que a origem e um ponto sela. A presenqa de tal ponto e revelada igual- 
mente na figura 9.4(b), na qual se representam algumas das curvas de nivel nas vizin- 
han?as de (0, 0). Estas sao hiperboles, admitindo os eixos coordenados como assintotas. 

EXEMPLO 4. Ponto sela. z = /(x, y) = x’ — 3 xy 1 . Na proximidade da origem, esta 
superficie tem o aspecto dum colo duma montanha na vizinhanga de tres picos. Esta 
superficie esta representada na figura 9.5(a), estando trapadas na figura 9.5(b) algumas 
curvas de nivel. £ evidente que a origem e um ponto sela. 
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exemplo 5. Minimo relative ). z=/[x, y) = x 2 y*. Esta superficie tem o aspecto de 
um vale circundado por quatro montanhas, como sugere a figura 9.6(a). Existe um mi- 
nimo absoluto na origem, uma vez que^.v, y ) >J[ 0, 0) para todo (x, y). As curvas de 
ntvei [representadas na figura 9.6(b)] sao hiperboles admitindo os eixos coordenados 
por assintotas. Observe-se que estas curvas de nivel sao semelhantes as dos Exemplo 3. 
Neste caso, porem, a funqao toma unicamente valores nao negativos ao longo de 
todas as suas curvas de nivel. 

EXEMPLO 6. Maximo relativo. z = fix, y) = 1 — x 1 . Neste caso a superficie e um 
cilindro de geratrizes paralelas ao eixo OY, como se mostra na figura 9.7(a). As sec- 
edes planas, definidas por pianos paralelos ao eixo OX, sao parabolas. Existe obvia- 
mente um maximo absoluto na origem, devido ao facto de fix, y) = 1 - x 2 < 1 = /( 0, 0) 
para todo o ponto (x, y). As curvas de nivel constituem uma familia de rectas paralelas 
como se indica na figura 9.7(b). 

9.10. Formula de Taylor de segunda ordem para campos escalares 

Se um campo escalar diferenciavel / admite um ponto de estacionaridade em a, a 
natureza de tal ponto fica determinada pelo sinal da diferenqa fix) -/(«) para x 
proximo de a. Se x = a + y, entao temos a formula de Taylor de primeira ordem 

f(a + y) — f( a ) = v /(“) • y + lb II Eia, >>) , onde £(«, j») — 0 quando as y -* O . 

Num ponto de estacionaridade, Vfia) = Oea formula de Taylor vem 

f{a + y) -/(a) = Ibll E(a,y). 

Para determinar o sinal algebrico dc J[a + y) -f[a) necessitamos mais informapao re- 
lativa ao termo de erro |_y|| E(a, y). O teorema que se segue prova que se / admite 
derivadas parciais de segunda ordem continuas em a, o termo J_yj| E(a, y) e igual a 
forma quadratica 

n n 

- 2 2 D iA a )y*yi 

Z .=1 J-l 


mais um termo de ordem inferior a |]yl 2 . Os coeficientes da forma quadratica sao as 
derivadas parciais de segunda ordem Dtf = DfDjf), calculadas em a. A matriz, 
n X n, das derivadas parciais de segunda ordem 7),/(x) chama-se a matriz hessiana t 
e representa-se por H(x). Entao, temos 


t Devida a Ludwig Otto Hesse (18! 1-1874), um matemdtico alemSo autor de muitas contribuiedes a teoria 
das superficies. 
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H(x) = [Z>„/(*)] ( V a 

sempre que tais derivadas existam. A forma quadratica pode escrever-se mais simples- 
mente na notagao matricial como segue: 

i i vww, = , 

i=i j=i 

onde y= (p„ . . . , /„) se considera como uma matriz linha 1 x n e y 1 <* a sua transpos- 
posta, lima matriz coluna n x 1. Quando as derivadas parciais Dijf sao continuas, te- 
mos Djjf = Djjf e a matriz H(a) e simetrica. 

A formula de Taylor, dando uma aproximagao quadratica para f(a + y) —/(«), 
toma agora a seguinte forma 

TEOREMA 9.4. FORMULA DE TAYLOR DE SEGUNDA ORDEM PARA CAMPOS ESCALA- 
RES. Se f e um campo escalar, admit indo derivadas parciais de segunda ordem, Djjf, 
continuas numa n-bola B(a). entao para todo y etn R" tal que a + y G B(a) tem-se 

(9.34) f(a + y) - f(a) = V/(a) ■ y + ^ yH(a + cy)/ , com 0 < c < 1 . 

Esta pode tambem escrever-se na forma 

(9.35) f(a + y) - f(a) = V/(a) • y + ~ yH(a)y* + II/!; 2 Efa, y) , 
onde E s (a, y) —*■ 0 quando O. 

Demonstragao. Considercmos j fixo e definamos g(«), para u real, pela igualdade 
g(u) =/(a + uy ) para - 1 < u ^ 1 . 

Entao f(a -f v) —/(«) = g(l) = g(0). Demonstraremos o teorema aplicando a formula 
de Taylor de segunda ordem a g no intervalo (0, 1 ]. Obtemos 

(9.36) g(l) - g(0) = g'(0) + ~ g"(c) , com 0<c<l. 

Aqui utilizou-se para o resto a formula de Lagrange (ver Secgao 7.7 do Volume I). 

Visto ser g uma fun?ao composta definida por g(u) = /[»•(«)], onde r{u) — a + uy, 
podemos calcular a sua derivada aplicando a correspondente regra. Temos r'(u) — y, 
pelo que a regra de deriva<;ao da fun^ao composta nos conduz a 

f '(«) = V/[r(«)] ■ r'(u) = Vf[r(u)] • j, = .£ D,f[r{u)ly , , 

i = 1 

desde que r(u)€B(«). Em particular, g\0) - Af{a) y. Aplicando mais uma vez a 
mesma regra de deriva<;ao encontramos 
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g”(u) = 2 DJ^D,f[r(u)]y\ yi = 2 2 D il f[r{u)]y,y i = 

Deste modo g\c) — yH(a + cy)y‘, pelo que a equa^ao (9.36) se transforma na (9.34). 
Para demonstrar (9.35) deftnimos £ 2 (a, v) pela equa^ao 

(9.37) Hr II 2 E 2 (a, r) = ~ y{H(a + cy) - H(a)}y‘ s e y ^ O, 

e seja £ 2 (a, O) = 0. Entao a equa^ao (9.34) toma a forma 

/( a + r) —'/(«) = v /(«) • r + rW(«)y + lie’ll 2 £ 2 («, y ) . 

Para completar a demonstrafao necessitamos mostrar que E 2 (a,y )-* 0 quandoj-* O. 
De (9:37), obtemos 

llrll 2 \E 2 (a, r) I = - 22 + o) ~ D nf( a )}y<yi 

M 3=1 

1 \ 1 

< ;22 1 A,/(« + O’) - d„/(«)I llrll 2 . 

<=i j-i 

Dividindo por ]|j|p obtemos a desigualdade 

1 J 1 \ * v 

|£ 2 (a, r)l < - 2 2 1 D nf( a + o) - E> u f{a ) | 

para y + O. Porque cada derivada partial de segunda ordem D,-,/ e continua em «, 
temos Dijf(a+ cy)-+ Djjf(a) quando >--> 0, de modo que E 2 (a,y )~* 0 quando v-0, 
o que completa a demonstra^ao. 

9.11. A natureza do ponto de estacionaridade dctcrminada pelos valores proprios da 
matriz Hessiana 

Num ponto de estacionaridade tem-se V f(a) = 0, pelo que a formula de Taylor 
dada em .(9.35) vem 

/(« + y ) -/(«) = hyH(fl)y* + \\y[\ 2 E 2 (a,y). 

Visto o termo J.r| 2 £ 2 («, r) tender para zero niais rapidamente quc||jl! z , parece razona- 
vel esperar que para valores de y pequenos o sinal de f(a+y)-f(a) seja o mesmo 
da forma quadratics yti^y 1 -, consequentemente a natureza de um ponto de estacio- 
naridade podera ser determinado pelo sinal da forma quadratica. Esta Sec^ao e dedi- 
cada a demonstrapao desta afirmacao. 
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Em primeiro lugar estabelecemos uma conexao entre o sinal da forma quadratica e 
os seus valores proprios. 

TEOREMA 9.5. Seja A = [a , »] uma matriz simetrica real nx n e considere-se 


n n 

Q(y) = yAy * = S 2 • 


— iy-i 


lem-se entao: 

(a) 0Cv) > 0 para todo y 4- O se e so se todos os valores proprios de A sao positivos. 

(b) Q(y) < 0 para todo y 4- O se e so se todos os valores proprios de A sao negatives. 

Nota: Na hipotese (a), a forma quadratica diz-se defmida positiva\ na hipotese 
(b) diz-se defmida negative. 


Demonstragao. Segundo o teorema 5.11 existe uma matriz ortogonal C que reduz 
| a forma quadratica yAy 1 a forma diagonal, isto e. 


(9.38) 


« 


<209 = yAy * = 2 


onde x — (x,, . . ,x„) e a matriz coluna x = yC, e A,, . . . , A„ sao os valores proprios 
de A , Os valores proprios sao reais visto que A e simetrica. 

Se todos os valores proprios sao positivos, a equapao (9.38) mostra que (?(v) >0 
sempre que j- =£ O. Mas porque x = vC temos v = xC 1 , de maneira que x =£ O see so 
se v + O. Portanto Q(y) > 0 para todo y i= O. 

lnversamente, se Q(y) > 0 para todo y y O podemos escolher v de maneira que 
x — yC seja o vector coordenado e k . Para este y, a equapao (9.38) da-nos Q(y)= A*, 
de maneira que cada A k > 0. Esta assim demonstrada a alinea (a). A demonstrapao de 
(b) e inteiramente analoga. 

O teorema apresentado a seguir descreve a natureza de pontos de estacionaridade 
em funpao do sinal da forma quadratica yH{a)y‘. 

TEOREMA 9.6. Se f e um campo escalar com derivadas parciais dd segundalordem D ,y / 
continuas numa n-bola B(a), e H(a) represent a a matriz hessiana num ponto de estacionari- 
dade a. entao tem-se: 

(a) Se todos os valores proprios de H(a) sao positivos. f tern um minimo relativo em a. 

(b) Se todos os valores proprios de H{a) sao negativos. f tern um maximo relativo em a. 

(c) Se H(a) tern valores proprios positivos e negativos, entao f tern um ponto sela em a. 


Demonstragao. Seja Q(y)= rH(a)y<. A formula de Taylor da-nos 


(9. 39) /(a + y)~ /(«) = Wly) + lly II 1 E t {a, y) , 

onde £ 2 (o, j)-»0 quando v-* O. Provaremos que existe um numero positivo r tal que, 
se 0 <1) rl| < r, o sinal algebrico de f(a + v) - /(a) e o mesmo que o de Q(y). 
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Admitamos em primeiro lugar que todos os valores proprios A,, . . . , .t„ de H(a) sao 
positivos. Seja h o menor valor proprio. Se u < h, os n numeros 

K — m K — u 

sao tambem positivos. Estes numeros sao os valores proprios da matriz simetrica real 
H(a) — «/, onde / e a matriz identidade nx n. Pelo teorema 9.5, a forma quadratica 
v|//(a)— u!\y* e definida positiva, e consequentementc *-| //(«) - ul\y*> 0 para todo 
v * O. Portanto 

yH{a)y* > y(ul)y* = u |bll* 

para todo real u < h. Tomando u = \h obtemos a desigualdade 

GOO > ** lb II* 

para todo O. Porque E 2 (a , v) — O quundov-»0, existe urn numero positivo r tal 
que | E 2 (a,y)\ < sempre que 0 < || r|| < r. Para tal y temos 

IblH^^KiAlbll^iGb), 

e a formula de Taylor (9.39) mostra que 

f(a + j-) -/(«) ^ \Q(y) - |b||* I Ei(a,y)\ > 0. 

Deste modo / tern um minirno relativo em a, o que demonstra a alinea (a). Para de- 
monstrar (b) podemos seguir um raciocinio analogo, ou mais simplesmente aplicar a 
alinea (a) a -/. 

Para demonstrar (c), sejam A,, e A 2 dois valores proprios de H(a) de sinais contra- 
rios. Seja h- min (J A, |, |A 2 |}. Entao para cada real u satisfazendo a - h < u < h os 
numeros " 

— u e t* 

sao valores proprios de sinais contrarios para a matriz //(<*) — ul. Portanto, se u (= (— h, 
h), a forma quadratica y[H(a) — ul}y< torna quer valores positivos quer negativos em 
toda a vizinhanqa de y= O. Escolhamos, como atras, um r> 0 tal que |£ 2 (a, j-)| < \h 
sempre que 0 < Jy|| < r. Entao, argumentando do mesmo modo, vemos que para tal y 
o sinal de /(<* + y)-f(a) e o mesmo de Q(y). Uma vez que quandoj--*© aparecem 
valores positivos e negativos, / tem em a um ponto sela. Esta conclusa o completa a 
demonstra?§o do teorema. 

Nota: Se todos os valores proprios de H(a) sao nulos, o teorema 9.6 nao cia 

qualquer informaeSo rdativa ao ponto de estacionaridade. Podem estabecer-se 
criterios para estudar tais exemplos, os quais fazem intervir derivadas de ordem 
superior; estes porem nao serao tradados aqui. 
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;9.12. Criterio das derivadas de scgunda ordem para extremos de fungoes de duas 
variaveis 

No caso em que n = 2 a natureza de um ponto de estacionaridade pode tambem 
determinar-se pelo da derivada de segunda ordem D Xm J{a) e do determinante da ma- 
triz Hessiana. 

TEOREMA 9.7. Seja a um ponto de estacionaridade de um campo escalar /(*,, x 2 ) 
admitindo derivadas parciais de segunda ordem continuas numa 2-bola B(a) e sejam 

A = D U1 f(a), B = Z) 12 /(a), C — */(<»), 


A = det H(a) 


" A B~ 

= det = 

cj 


AC - B*. 


Entao verifica-se: 

(a) Se A < 0, / admite um ponto sela em a. 

(b) Se A > 0 e A > 0,/ admite um minimo relativo em a. 

(c) Se A > 0 e A <0 ,/ admite um maximo relativo em a. 

(d) Se A = 0, o criterio nao e conclusivo. 


Demonstracao. Neste caso a equagao caracteristica det [A/ — H (a)] 0 e uma 

equagao quadratica, 

A 2 - (A + C)X + A = 0 . 

Os valores prdprios A,, A 2 estao relacionados com os coeficientes pelas equagoes 


A 2 ■)” Ag “ A -f“ C , ^ 1 ^ 2 7 ^ • 


Se A< 0 os valores prdprios tem sinais contrarios, pelo que /admite um ponto sela 
em a, o que demonstra (a). Se A > 0, os valores prdprios tem o mesmo sinal. Neste 
caso AC > B 2 > 0, pelo que A e C tem o mesmo sinal. Este sinal tera forgosamente 
que ser o de .1, e .l 2 , pois A + C = A, + A 2 , o que prova (b) e (c). 

Para demonstrar (d) referir-nos-emos aos Exemplos 4 e 5 da Secgao 9.9. Em ambos 
os exemplos temos A=o na origem. No Exemplo 4 a origem e um ponto sela, e no 
Exemplo 5 e um minimo relativo. 

Ainda o teorema 9.7 seja aplicavel, pode nao constituir a maneira mais simples 
de determinar a natureza de um ponto de estacionaridade. Por exemplo, quando 
. f(x, y) = e y > com g(x, y) = x 1 + 2 + cos 2 y-2 cos y, o criterio e aplicavel, mas 
os calculos sao extensos. Neste caso podemos exprimir g(x, como uma soma es- 
crevendo g(x, y) = 1 + x 1 + (1 — cos y) 2 . Vemos por sua vez que / tem maximos rela- 
livos nos pontos para os quais x 2 = 0 e (1 — cos y) 2 = 0. Estes sao os pontos (0, 2 nn). 
quando n e qualquer inteiro. 
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9.13. Exercicios 

Nos Exercicios I a 15, determinar e classificar (caso existam) os pontos de eslacionaridade 
das superficies cujas equaqoes cartesianas sc indicam 

1. z = x 2 + (y ~ l) 2 . 7. z = x 3 - Zxf +/. 

2. z = x 2 — (y — l) 2 . 8. z = x 2 f(6 ~ x -y). 

3. z = 1 + x 2 9. z = x 3 +/ - 3 xy. 

4. z = (x -y + l) 2 . 10. z = sen x cosh y. 

5. z = lx 2 — xy ~ 3 f - 3x + ly. 11 . z => e 2x+2y (8x 2 - 6 xy + 3/). 

6. z=x 2 -xy+y 2 -2x+y. 12. z = (5* + ly - 25)e^ x '^ +yt K 

13. z = sen x sen y sen (x + y), 0 <,x < it,0 <,y <, ■*.■ 

14. z = x - 2y + log s/x 2 + y 2 + 3 arctan^ , x > 0. 

15. z = C* 2 + J 2 )e . 

16. Seja /(.r, i>) = 3x* — 4.v 2 r + y 2 . Mostrar que sobre toda a recta v= mx a funfaoUem urn mi- 
nimo em (0, 0), mas que nao existe minimo relativo em nenhuma vizinhanqa bidimensional 
da origem. Fazer um desenho indicando o conjunto de pontos (x, >■) para os quais f{x,y) > o 
e o conjunto para os quais f(x , y) < 0. 

1 7. Seja/(jr, y) = (3 - x)(3 -y)(x + y- 3). 

(a) Fazer um desenho representando o conjunto de pontos (x, y) para os quais f(x, y) > 0. 

(b) Determinar todos os pontos (x, y) no piano para os quais D,f(x, y)= DJ~(x, y) = 0. 
[Sugestao: D l f(x, y) admite (3 — y) como factor.! 

(c) Quais dos pontos.de estacionaridade sao maximos relativos? Quais sao minimos rela- 
tivos? Quais sao nem minimos nem maximos? Justificar as respostas, 

(d) Tera / um minimo absoluto ou um maximo absoluto em todo o piano? Justificar as 
respostas. 

18. Determinar todos os valores exlremos, relativos e absolutos, e os pontos sela para a fun- 
Cao/(x,y) = jr r( 1 - x 2 - y 2 ) no quadro 0<x< l,0<y < I. 

19. Determinar as constantes a e b lais que o integral 

^{ax + b - f(x)} 2 dx 

seja o menor possivel se (a) /(x) = x 2 ; (b)/(x) = (x 2 + I) -1 . 

20. Seja /(x, y) = Ax 1 y 2Bxy + Cy 2 + 2Dx + 2 Ey + F, com A > 0 e B 2 < AC. 

(a) Provar que existe um ponto (x,, y,) no qual /tern um minimo. [Sugestao: Transformar 
a parte quadratica numa soma de quadrados.] 

(b) Provar que /(x„ y,) = Dx t + Ey, + F nesse minimo. 

(c) Mostrar que 

A B D 
BCE 
D E F 

21. Meiodo dos menores quadrados. Dados n mimeros distintos x„ . . . , x„ e n outros numeros 
y,, . . . ,y n (nao necessariamentedistjntos), e em geral impossivel determinar uma recta/(x) = 
ax + b que passe pelos pontos (x.,y ), isto e, tal que /(x.) = y.para cada i. Contudo podemos 
encontrar uma funcao linear a qual torna minimo o “erro quadratico total” 



/(^r.Ji) AC _ B i 
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E(ft, b) = 2 [/(*,) -yd 2 


i=l 


Detcrminar os valores d each para os quais isso se verifica. 

22. Generalizar o metodo dos menores quadrados ao espa?o tridimensional, isto e, determinar 
uma funpao linear/ (,v, r) = ax + by + ca qual minimize o erro quadratico total 


E{a, b, c) = 2 yd ~ zd 2 , 

i=l 

onde(Xj, pj) sao n pontos distintos dados e , z n sao n numeros reais dados. 

23. Sejam z z n n pontos distintos num m espapo. Se x e R m , definarrios 


/(*) = 2 \\x - z*!i 2 . 

k^l 


Provar que / tern um minimo no ponto a — - y z*{centroide). 

n t—i 

k = 1 

24. Seja a um ponto de estacionaridade de um campo escalar f com derivadas parciais de se- 
gunda ordem continuas numa n-bola fl(n). Provar que / admite um ponto sela em a se pelo 
menos dois dos elementos diagonais da matriz Hessiana H(a) tern sinais contrarios. 

25. Verificar que o campo escalar f(x , y , z) = x‘ +>■*+ z 4 — 4xyz admite um ponto de estacio- 
naridade em (I, 1, 1), e determinar a natureza desse ponto de estacionaridade pelo calculo 
dos valores proprios da sua matriz Hessiana. 


9.14. Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange 

Iniciamos esta Secpao com dois exemplos de problemas de extremos sujeitos a de- 
terminadas condipoes (ou ligapoes). 

EXEMPLO 1. Dada uma superficie S que nao content a origem, determinar os pon- 
tos de-S mais da origem. 

EXEMPLO 2. Se fix, y, z) representa a temperatura em (x, y , z), determinar os va- 
lores maximo e minimo da temperatura ao iongo de uma dada curva C no espapo tri- 
dimensional. 

Ambos os exemplos sao casos particulares do seguinte problema geral: Determinar 
os valores de um campo escalar f(x) quando x esta sujeito a restripao de pertencer a um 
dado subconjunto do dominio de f 

No Exemplo 1 o campo escalar a ser minimizado e a funpao distancia. 


f{x,y, z) = (x 2 + y* + z 2 )' A ; 
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o subconjunto restrictive e a superficie dada S. No Exemplo 2 o subconjunto e a cur- 
va dada C. 

Os problemas de extremos condicionados sao, na maior parte das vezes, muito 
compiicados; nao se conhece um metodo geral que permita resolve-los em toda a sua 
generalidade. Metodos particulars sao possiveis quando o subconjunto restricto tern 
uma estrutura simples, por exemplo, se for uma superficie como no Exemplo l,ou 
uma curva como no Exemplo 2. Nesta Secpao discutimos o metodo dos multiplicado- 
res de Lagrange aplicavel na resolupao de tais problemas. Vamos primeiramente des- 
crever o metodo na sua forma geral, e depois apresentaremos argumentos geometri- 
cos para mostrarmos como e aplicavel aos dois exemplos atras mencionados. 

O metodo dos multiplicadores de Lagrange. Se um campo escalar /(*,, ..., x„) 
admite um extremo relativo quando sujeito a mcondipoes, por exemplo 

(9.40) SiC*!, . . . , x„) = 0, . . . , gjxi xJsO, 

onde m < «, entao existem m escalares A,, . . . , A m tais que 

(9-41) V/=2 l Vg 1 + --- + 2 m V ?m 

em cada ponto extremo. 

Na pratica para determinarmos os pontos extremos consideramos o sistema de 
n + m equapoes formadas com as m equapoes de condipao (9.40) e as n equapoes es- 
calares determinadas pela relapao vectorial (9.41). Tais equapoes devem resolver-se 

(se possivet) em relapao as n + m incognitas x ,x,eA„... , A m . Os pontos (jr, , . . . , 

,v„) em que ocorrem extremos relativos encontram-se entre as solupoes dessas equa- 
poes. 

Os escalares A t , . . ., A m introduzidos como auxiliares na resolupao deste tipo de pro- 
blemas chamam-se os multiplicadores de Lagrange. Introduz-se um multiplicador para 
cada condipao. O campo escalar /e as funpoes de condipao g,, , g m supoem-se dife- 
renciaveis. O metodo e valido se o numero de condipoes, m, e menor do que o numero 
de variaveis n, e se nem todos os determinantes jacobianos das funpoes de condipao 

com respeito a m das variaveis x x n sao nulos no valor extremo em questao. A de- 

monstrapao da validude do metodo e um resultado importante estudado em cursos 
mais avanpados de Calculo e nao sera discutido aqui (Ver Cap. 7 da obra do autor 
Mathematical Analysis. Addison-Wesley, tradupao espanhola Analisis Matematico. Edi- 
torial Reverte, S. A. Barcelona). Em vez disso apresentaremos argumentos geometri- 
cos para mostrarmos como o metodo e aplicavel nos dois exemplos enunciados no ini- 
cio desta Secpao. 

Resolupao Geometrica do Exemplo 1. Pretendemos determinar os pontos de uma 
dada superficie S que estao mais proximos da origem, Um ponto (x, y, z) do espapo 
tridimensional dista r da origem se e so se estiver sobre a esfera 

x 2 +/ + z 2 = r 2 . 
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: Esta esfera e uma superficie de nivel da funqao f(x , y, z) = (x 2 + y 1 + z 2 ) ,/2 a qual ha 
k que minimizar. Se comecamos com r = 0 e aumentarmos r ate que a referida superfi- 
| cie de nivel seja tangente a superficie dada 5 1 , cada ponto de contacto sera um ponto 
| de S o mais proximo possivel da origem. Para determinarmos as coordenadas dos 
£ pontos de contacto admitimos que 5 e definida por uma equa^ao cartesiana da forma 
I g(x, y, z) = 0. Se S admite piano tangente em cada ponto de contacto, este piano 
K devera ser igualmente tangente a superficie de nivel tangente a 5 nesse mesmo ponto. 
f Portanto o vector gradiente de superficie g(x, y, z) = 0 deve ser paralelo ao vector 
| gradiente da superficie de nivel de contacto, /(x, y, z)= r. Deste modo existira uma 
I constante A tal que 


Vf(x,y, z) = A Vg(x, y, z) 


m 

|: em cada ponto de contacto. Esta e a equagao vectorial (9.41) obtida pelo metodo de 
I Lagrange quando existir uma unica condicao. 

i Resolugao geometrica do Exemplo 2. Pretendemos obter os valores extremos de 
| uma fun<;ao temperatura /(x , y, z) ao longo de uma dada curva C. Se consideramos a 
P curva C como a interseccao de duas superficies, por exemplo 

|8 gl(x,y, z) = 0 e g 2 (x, y, z) = 0, 

estamos perante um problema de extremos com duas condicoes. Os dois vectores 
gradiente e Vg 2 sao normais a essas superficies, logo tambem o sao a C, a curva 
de interseccao. (Ver figura 9.8.) Mostraremos a seguir que o vector gradiente Vf da 
l funcao temperatura e tambem normal a C em cada extremo relativo sobre C. Isto 



|>Fio. 9.8. Os vectores Vg„ Vg 2 e Vf estao Fig. 9.9. O vector gradiente Vf esta situado 
| situados no mesmo piano. num piano normal a C. 
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implica que vf esta situado no mesmo piano que Ygi e pg 2 ; consequentemente se 
Vg, e ^g 2 sao independentes podemos exprimir S 7 / como uma combinapao linear de 
Fg, a vgz, seja 


V/ = l 1 Vg l + / 2 Vg. 2 . 

Esta e a equapao vectorial (9.41) proporcionada pelo metodo de Lagrange quando 
existem duas condipoes. 

Para provar que vf e normal a C num ponto extremo, imaginamos C como sendo 
deflnida por uma funpao vectorial cr(/), onde t varia num dado intervalo [a, b], Sobre 
a curva C a temperatura vem numa funpao de t, por exemplo <p(t) = f\a(t)\. Se ip ad- 
mite um extremo relativo num ponto interior t, de [a, b 1 devemos ter (p\t 1 ) = 0. Por 
outro lado, a regra de derivapao da funpao composta diz-nos que e dada pelo 
produto escalar 

<p'(0 = V/[a(0]a'(r). 

Este produto escalar e nulo em logo Yf e perpendicular a a '(/,). Mas a'(f,) e tan- 
gente a C, pelo que V/[a(r,)l esta num piano normal a C, como se indica na figu- 
ra 9.9. 

Os dois vectores gradiente Y e Yg 2 sao independentes se e so se o seu produto 
vectorial e nao nulo. O produto vectorial e dado por 


d(g t - g 2 ) . + d(g \ . g 2 ) - + 3(g ! , g 2 ) k 
d(y, z) d(z, x ) d(x, y) 


Vgi x V g2 = 


i 

i 

k 

dgl 

Hi 

Hi 

dx 

dy 

dz 

Hi 

dg 2 

dg 2 

dx 

dy 

dz 


Portanto, a independence de yg, e y g 2 significa que nenhum dos tres determinantes 
jacobianos do segundo membro siio nulos. Como foi referido anteriormente, o meto- 
do de Lagrange e aplicavel sempre que esta condipao seja satisfeita. 

Se Yg, e yg 2 sao dependentes o metodo pode falhar. Por exemplo, suponhamos 
que tentarmos aplicar o metodo de Lagrange para a determinapao dos valores extre- 
mos de /(x, y, z) — x ? +y 2 ao longo da curva de interseepao de duas superficies 
g,(x, y, z) -0 e g 2 (x, y, z) =0, onde g,(x, y, z) = z e g 2 (x, y, z) =z 2 ~(y~ l) 1 . As 
duas superficies, um piano e um cilindro, intersectam-se segundo a recta C repre- 
sentada na figura 9.10. O problema obviamente tern uma solupao, porque /(x, y, z) 
representa a distancia do ponto (x, y, z) ao eixo OZ e esta distancia e minima em C 
quando o ponto e (0, 1, 0). Todavia, nesse ponto os vectores gradiente sao vg, = k, 
Vg 2 = O, e v/— 2 /, e e eyidente que nao existem escalares A, e A 2 que verifiquem a 
equapao (9.41). 
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FlCi. 9. 10. Uni exemplo cm que o melodo de Lagrange nao e aplicavel. 

9.15. Exercicios 

1. Determinar os valores extremos de z = .it, com a condiqao x + y = I. 

2. Determinar as distancias maxima e minima da origem a curva 5x 2 + 6 xy + 5 y 1 = 8. 

3. Supor a e b numeros positivos fixos. 

„ (a) Determinar os valores extremos de z = x la + ylb sob a condiqao dc x 2 + > -2 = 1. 

( (b) Determinar OS valores extremos d e z — x 2 + sob a condiqao de x/a + >7b = 1 . 

t Para cada caso, interpretar geometricamente os problemas. 

" 4. Determinar os extremos de z = cos 2 x + cos 2 y, sob a condipao x — y — *14. 

5. Determinar os valores extremos do campo escalar f(x, v, z) = x — 2 y + 2 z sobre a esfera 
! x 2 + y 2 + z i =\. 

6. Determinar os pontos de z 2 — xy = 1 mais proximos da origem. 

7. Determinar a menor distancia do ponto (1, 0) a parabola c 2 = 4x. 

8. Determinar os pontos da curva de interseccao de duas superficies 

3 x 2 — xy + y 2 — z 2 = 1 e * 2 + j 2 = 1 


quc estao o mais proximo possivel da origem. 

9. Se a. b e c sao numeros positivos, determinar o maximo valor de/(.v, r, z) = .r“rt’z<’sob a con- 
dipao de x + y + z = I . 

10. Determinar o volume maximo limitado pelos pianos x = 0, y — 0, z = 0, e urn piano que e 
tangente ao elipsoide 




urn ponto do octante x > 0, y > 0, z > 0. 
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i 1 . Determinar o maximo de log x + log y + 3 log z sobre a parte da esfera x 1 + f + z 2 = 5r= 
era que x > 0, y > 0, z > 0. Utilizar o resultado para provar que para numeros reais e posi- 
tives o, ft, c se tem 

12. Dada a seceao conica Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 = 1, em que A > 0 e B 1 < AC, representem m e M 
as distancias da origem aos pontos mais proximos e mais afastado da conica. Provar que 

A + C + yj(A - C’) 2 + 4 B 2 
2 (AC - B 2 ) 

e determinar uma formula analoga para m 2 . 

13. Utilizar o metodo dos multiplicadores de Lagrange para determinar a maxima e minima 
distancias de um ponto da elipse x 2 + 4 y 2 = 4a recta x + y = 4. 

14. A seepao de um canal e um trapezio isosceles. Se os lados iguais do trapezio medem c me- 
tros, qual deve ser o angulo que formam esses lados com o fundo (base menor do trapezio) 
se quizermos que a area da sec^ao seja maxima? 


9.16. T eorema do valor extremo para campos escalares continuos 

O teorema do valor extremo para funpoes continuos reais num intervalo fechado e 
limitado pode generalizar-se a campos escalares. Consideremos campos escalares 
continuos num intervalo fechado n-dimensional. Tal intervalo deftne-se como o pro- 
duto cartesiano de n intervalos fechados unidimensionais. Se a = (a,, . . . , a„) e b = (ft,; 
.. ,,b„) escrevemos 

[a, ft] = [a l5 ft,] x • • • X [a n , ftj = {(x,, .... x„\ \ x t e [a,, ft,] , . . . , x n e K,ft n ]}. 

Por exemplo, quando n = 2o produto cartesiano la, ft] e um rectangulo. 

A demonstracao do teorema do valor extremo e paralela a demonstragao dada no 
Volume I para o caso unidimensional. Demonstremos em primeiro lugar que a conti- 
nuidade de / implica a limitacao , para provarmos em seguida que / alcanna efectiva- 
mente os seus valores maximo e minimo em la, ft], 

TEOREMA 9.8. TEOREMA DE LIMITACAO PARA CAMPOS ESCALARES CONTfNUOS. Se 
f e um campo escalar continuo em cada ponto de um intervalo fechado la, ft] de R' 1 , entao 
f e limitado em la, ft], isto e, existe um numero C?z0 tal que |/(x)| g C para todo x em 
la, 6], 


Demonstra^ao. Raciocinemos por redugao ao absurdo, recorrendo ao metodo das 
bissec?oes sucessivas. A figura 9.1 1 ilustra o metodo para o caso em que n = 2. 

Admitamos que/ e nao limitado em la, ft], Seja /"’ = la, ft] e = [ a k , b k J, pelo que 


I w = /<» x ■ ■ • x . 
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Fig. 9. II. Representacao do metodo da bissecgao sucessiva no piano. 

$issectemos cada intervalo unidimensiona! II" para formarmos dois subintervalos, a 
$etade esquerda /£' e a metade direita I^ J 2 - Consideremos agora todos os produtos 
?£rtesianos possiveis da forma 

ft 

1 . 

nde cada /',= l ou 2. Existem exactamente 2 n produtos deste tipo. Cada um deles e urn 

iSbintervalo n-dimensional de [a, 4], e a sua reuniao e igual a [a,4]. A fungao/naoe 

imitada em Um pelo menos desses subintervalos (se estivesse limitada em todos tambem 

estava em [a, 41). Representemos por / <2> um deles que. expressamos do modo se- 

fiiinte 

I 

X X I"', 

Side cada II 1 ' e um dos subintervalos unidimensionais de I[", de amplitude {(b k — a k ). 
IfProcedamos agora com / <2) como o fizemoscom bissectando cada componente 
unidimensiona] If' e chegando a um intervalo w-dimensional / <3) no qual / e nao limi- 
lada. Continuamos o processo, obtendo um conjunto infinito de intervalos «-dimen- 


*■ 

•sionais 


/<»>, /< 2 >, . . . , com /i™+» c /<"», 


m cada um dos quais /e nao limitada. O intervalo / (n? > pode representar-se na forma 


P m) = I[ m) x ■ • ■ x I[ m 
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Uma vcz que cada intervalo unidimensional /£' n) se obtem por m— 1 bissecpoes suces- 
sivas de [a k , b k \, fazendo [ajj'"', b^"' , \ temos 

(9.42) b[ m ‘ - a { k m ' = , para k = 1, 2, . . . , n . 

Para cada k fixo, o supremo de todos os extremos esquerdos <4 m) (m = 1,2,...) deve 
ser portanto igua! ao infirno de todos os pontos extremos direitos b^{m = 1, 2, . . .) e 
o seu valor comum representado por t k . O ponto t = (t t„) esta cm la, b\. Pela 
continuidade de/em / existe uma n-bola B(r, r) na qual se tern 

!/(*) — /(f) | < 1 para todo x em B{t; r ) n [a, b ] . 

Esta desigualdade implica 

1/(*)| < l + ]/(r) | para todo x em B(f, r ) n [a. A], 

pelo que / e iimitada no conjunto B(t\ r) 0[a, A|. Mas este conjunto contem todo o 
intervalo / (m) quando m e suficientemente grande para que cada um dos n numeros 
(9.42) seja menor que rl\fn. Por conseguinte para esse valor de m a funcao /e Iimitada 
em / (m) , contradizendo o facto de que /e nao Iimitada em / (m) . Esta contradivao com- 
pleta a demonstracao. 

S e/e Iimitada em [a, b|, o conjunto de todos os valores da funcao /( x) e um conjun- 
to de numeros reais limitado superior e inferiormente. Portanto este conjunto possui 
um supremo e um infirno os quais se representam por sup /e inf /, respectivamente. 
Quer dizer, escrevemos 

sup/= sup {/(x) I x e [a, b]}, inf/= inf {/(x) | x e [a, b]} . 

Demonstremos agora que uma fun?ao continua torna ambos os valores inf / e sup / em 
la, 61. 

TEOREMA 9.9. TEOREMA DOS VALORES EXTREMOS PARA CAMPOS ESCALARES. Se f e 
continua num intervalo fechado [a, 6] de R n , entao existent pontos c e d em [a, - 61 tais que 

f{c) = sup/ e f{d) = inf/. 

DemonstraQao. Basta provar que / atinge o seu supremo em [a, 61. O resultado para 
o infirno aparece entao como uma consequencia porque o infirno de/e o supremo 
de -/. 


Seja M — sup /. Suporemos que em [a, 61 nao existe nehhum x para o qual f{x) — M 
e chegaremos a um absurdo. Seja g(i) = M - fix). Para todo x de [a, 6] sera entac 
g(x) > 0, pelo que o reciproco Mg e continuo em la, 61. Pelo teorema 9.8, 1/g e lirriitads 
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em [a, 6], quer dizer l/g(x) < C para todo x em [a, 6], com C>0. lsto implica 
M —f(x) > 1/C, pelo que f(x) < M — 1/C para todo x em [a, 6], o que contradiz o 
facto de M ser o menor limite superior de /em [a, b\. Logo /(x) = M para, pelo menos, 
urn x em [«, b\. 


9.17. O teorema da continuidade uniforme para campos escalares continuos 

Seja / continua num intervalo limitado fechado la, 61 de R", e designemos por M(f) e 
m(/), respectivamente, os valores maximo e minimo de /em ta, 61. A diferenga 

M(f) - m(f) 

chama-se a oscilagao de / em [a, 6], Tal como no caso unidimensional temos urn teore- 
ma de oscilagao uniforme, o qual nos diz que pode efectuar-se uma partigaodo inter- 
valo la, 61 tal que a oscilagao de /em cada subintervalo seja arbitrariamente pequena. 

Escrevamos [a, 6]='[a,, 6,1 X ••■X [ a„ , n„ 1, e seja P k uma partigao do intervalo 
1 a k , 6* ], isto e. P k e um conjunto de pontos 

l P k = {x 9 ,x 1 ,...,x T _ l ,x T } 

I ■ 

| tal que a k — x 0 g x, g g x,_, S x r — b k . O produto cartesiano 
| P = P x x * • • x P„ 

I chama-se uma partigao do intervalo [a, 6], O teorema da oscilagao umtorme tambem 
chamado o teorema da continuidade uniforme, toma agora a forma seguinte. 

TEOREMA 9.10. Se f e um campo escalar continuo num intervalo fechado [a, 6] de R", 
entao para todo e > 0 existe uma partigao de [a, 6| num ntimero finito de subintervalos tais 
que a oscilagao de fern cada subintervalo seja menor que e. 

Demonstragdo. A demonstragao e inteiramente analoga ao caso unidimensional 
pelo que referiremos as passagens principais. Vamos raciocinar por redugao ao ab- 
surdo, utilizando o metodo das bissecgoes sucessivas. Suponhamos que o teorema e 
falso, isto e, admitamos que para algum e a nao pode ser feita uma partigao do inter- 
valo la, 6] num numero finito de subintervalos em cada um dos quais a oscilagao de / 
seja menor que e a . Por bissecgoes sucessivas obtemos um conjunto infinito de subin- 
tervalos /"’, / <z ’ em cada um dos quais a oscilagao d e/e pelo menos e 0 . Consi- 

derando o menor limite superior dos extremos esquerdos dos intervalos componentes 
de /‘ 2> , . . . obtemos um ponto i em [a, 6] pertencendo a todos estes subintervalos. 
Pela continuidade de/em t existe uma n-bola S(r; r ) tal que a oscilagao de /e menor 
que je 0 em B(r, /■);''! [a, 61. Mas, quando m e suficientemente grande, o intervalo 
|7 (m) esta contido no conjunto B{t\ r) n [a, 6], pelo que a oscilagao de / nao e maior que 
r jf 0 em P m \ o que contradiz o facto de que a oscilagao d e/e pelo menos e Q em P m \ 
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10.1. Introdupao 

No volume 1 estudamos o integral J*/(x) t dx, primeiropara fun<poes reais deflnidas e 
limitadas em intervalos finitos, e depois para funpoes nao Iimitadas e intervalos infi- 
nitos. O conceito foi depois generalizado para funpoes vectoriais e, no Capitulo 7 do 
Volume II, para funpoes matriciais. 

Neste capitulo generaliza-se a nopao de integral noutra direcpao. O intervalo la, b] 
e substituido por uma curva no espapo n dimensional definida por uma funpao vecto- 
rial a, e o integrando e um campo vectorial / definido e limitado ao longo da curva. O 
integral chama-se integral de linha. integral curvilineo, ou integral de contorno , e repre- 
senta-se por \f-d<t , ou por algum outro sinibolo semelhante. O ponto usa-se proposi- 
tadamente para sugerir um produto interno de dois vectores. A curva da-se o nome de 
linha de integrafdo. 

Os integrals de linha sao de importancia fundamental, quer em Matematica pura, 
quer aplicada. Aparecem em ligapoes com as nopoes de trabalho, energia potencial, 
fluxo de calor, variapao na entropia, circulapao de um fluido, e noutras questoes fisicas 
em que se estuda o comportamento de um campo escalar ou vectorial ao longo de 
uma curva. 

10.2. Integrals de linha e linhas de intcgrapao 

Antes de se apresentar a definipao de integrals de linha, vamos recordar a definipao 
de curva dada no volume I. Seja or uma funpao vectorial definida num intervalo finito 
fechado J = [a, b\. Quando t vai tomando os valores J , os valores da funpao a{t) defi- 
nem um conjunto de pontos no espapo n dimensional chamados o grafico da funpao. 
Se a e continua em J o grafico diz-se uma curva , mais concretamente a curva descrila 
por a. 
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No estudo das curvas efectuado no volume I verificamos que diferentes fun?5es 
podem dar lugar a uma mesma curva por formas distintas, por exemplo, em diferentes 
direc^oes ou com diferentes velocidades. No estudo dos integrais de linha interessa- 
nos nao somente o conhecimento da curva em si mesma, mas tambem a maneira 
como a curva foi originada, isto e, a propria fungao a. Uma tal fun?ao designar-se-a 
linha continua. 

DEFINiCAO. Seja J= [a, b] um intervalo finito fechado em R 1 . Uma funpao a: J -* R" 
continua em J diz-se uma linha continua no espapo n dimensional. A linha diz-se regular se 
a derivada a' existe e e continua num intervalo aberto (a, b). A linha diz-se seccionalmente 
regular (regular por intervalos) se pode efectuar-se uma partipao do intervalo [a, b] num 
niimero finito de subintervalds em cada um dos quais ela seja regular. 

A figura 10. 1 representa uma curva seccionalmente regular (regular por intervalos). 
Neste exemplo a curva admite tangente em todos os seus pontos a excepgao de um 
niimero finito deles. Estes pontos excepcionais subdividem a curva em arcos, ao longo 
dos quais a tangente a curva muda de direc?ao de uma maneira continua. 



Fig. 10. 1. Curva plana seccionalmente regular (regular por intervalos). 

DEFINICAO DE INTEGRAL DE LINHA. Seja a uma linha seccionalmente regular no es- 
papo n dimensional definido num intervalo [a, b\, e seja f um campo vectorial deftnido e 
limitado sobre o grajico de a. O integral de linha de f ao longo de a representa-se pelo 
simbolo \f-dae dejine-se por 

(10.1) //• da = J n V[*(0] • «'(0 

sempre que o integral do segundo membro existe, quer como integral proprio ou integral 
improprio. 

Nota: Em muitos dos exemplos que aparecem na pratica o produto escalar f\a(t)\. 

«’(0 e limitado em la, b\ e continuo, excepto possivelmente num niimero finito de pon- 
tos, caso em que o integral existe como um integral proprio. 

10.3. Oiitras notaries para os integrals de linha 

Se C representa o grafico de or, o integral de linha J f da pode tambem escrever-se 
Jc f da e chama-se o integral de f ao longo de C. 

Se a = a(a) ei = at{b) representam as extremidades de C, o integral de linha algu- 
mas vezes escreve-se tambem J*/ ou ft fda e chama-se o integral de linha de f de 
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a a b ao longo de a. Quando se utiiiza a notacao f*f deveter-se em mente que o inte- 
gral depende nao somente dos pontos extremos a e b, mas tambem da linha a que 
os une. 

Quando a = b a linha diz-se fechada. Neste caso usa-se muitas vezes o simbolof para 
significar a integracao ao longo de uma linha fechada. 

Quando f e a se exprimem em funcao das suas componentes, seja 

/=(/!,...,/„) e « = (oq aj, 

o integral do segundo membro de (10.1) transforma-se numa soma de integrals, 

i r /*Ko kw dt. 

Neste caso o integral de linha pode tambem escrever-se jfda { + ••• + $f„da„- 
No caso bidimensional a linha a define-se habitualmente por um par de equates 
parametricas. 

* = «i(0 , y ~ a t(t) , 

e o integral de linha J c /-cfa escreve-se jcf,dx + f 2 dy, ou y)dx + f 2 (x, y)dy. 

No caso tridimensional usam-se as tres equacoes parametricas, 

x = a 1 (/) , y — a 2 (/) , z = a 3 (/) 

e escrevemos o integral de linha j c f-da na forma J c -/ t r/x + f 2 dy + f 2 dz, on entao 
j c fi(*> y,z)dx + f 2 {x, y,z)dy + f 3 (x, y,z)dz. 

EXEMPLO. Seja f um campo vectorial bidimensional definido por 

f(x, y) = s/yi + (x 3 + y)j 

para todo (x, y) com y > 0. Calcular o integral de linha de f de (0, 0) a (1, 1), ao longo 
de cada um dos seguintes caminhos: 

(a) a recta de equates parametricas x = f, y=t, 0 < t < 1 ; 

(b) a curva de equacoes parametricas x = t 2 , y — t 3 , 0 < / < 1. 

Resoluyao. Para a linha da alinea (a) fazemos a(t) = ti + tj: Entao a’(t) = i+j e 
f[a{i)] = Jtl+ (f 5 + t)j. Portanto o produto escalar de /la(f)l e a'(0 vem igual a 
\ft + t 3 + t e encontramos 


fO.U r i 17 

| /• da = (jt + t 3 + t) dt — . 

J(o.o) Jo 12 
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Para o caso da alinea (b) fazemos a(t) = t 2 i + t l j. Entao a'{t) = 2 ti + 3t 2 / c /la(/)l = 
= f* 4 * + (t* + t 3 )j. Deste modo 

/MO] • a'(0 = 2t iA + 3/ 8 + 3r 5 , 

pe!o que 

r tM) fi so 

fda= \ (2 f« + 3t s + 3t 5 ) dt = — . 

J(o.o) Jo 42 

Este exemplo mostra que o integral de um ponto a outro depende em geral da linha 
unindo os dois pontos. 

Calculemos agora a alinea (b) uma vez mais, usando a mesma curva mas com uma 
diferente representa<;ao parametrica. A referida curva pode represen tar-se por 

PO) = ti + /'«/, com 0 < t < 1 . 

Isto conduz-nos a relagao 


fm)] ■ P'(0 = (i*i + + t* A )j) • (*• +1 = t* + f + ft*. 


cujo integral desde 0 a 1 e 59/42, como anteriormente. Servem estes calculos para 
mostrar que o valor do integral de linha e independente da representapao parametrica 
usada para definir a curva. E esta uma propriedade geral dos integrais de linha que 
passamos a demonstrar. 

10.4. Propriedades fundamentals dos integrais de linha 

Visto os integrais de linha se definirem por intermedio de integrais ordinarios, nao 
supreendera verificar que gozam de muitas das propriedades destes ultimos. Por 
exemplo, gozam de uma propriedade de linearidade a respeito do integrando, 

/ (<*f + bg) - da = a f /• da + b J g ■ da , 
e da propriedade aditiva a respeito do caminho de integracao: 

l c f-da = \c t fda + \cj- da, 

onde as duas curvas C, e C 2 formam a curva C, quer dizer, a curva C e definida por 
uma funcao a definida no intervalo [a, b], e as curvas C, e C 2 sao as definidas por a(t) 
quando t varia nos subintervalos [a, c] e [c, /?], respectivamente, para algum csatisfa- 
zendo a a < c < b. As demonstrates destas propriedades resultam directamente da 
definicao de integral de linha e como tal sao deixados ao leitor como exercicio. 
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Seguidamente examinaremos o comportamento dos integrais de linha ao efectuar-se 
uma mudanga de parametro. Sejam a uma linha continua definida num intervalo [a, b\, 
| a u uma fungao real derivavel, com u nunca nula num intervalo [c, d\, e tal que o con- 
tradominio de u seja [a, b\. Entao a fungao p definida em [ c , d\ pela equagao 

P(0 = «[«(<)] 

e uma linha continua que tern o mesmo grafico que a. Duas linhas a e passim relacio- 
l nados dizem-se equivalentes. Diz-se que proporcionam representagoes parametricas 
distintas da mesma curva. A fungao u define uma mudanga de parametro. 

Seja C o grafico comum das duas linhas equivalentes a e p. Se a derivada de u for 
sempre positiva em [c, d\, a fungao u e crescente e dizemos entao que as duas linhas 
a e p corresponde C com a mesmo sentido. Se a derivada de u for sempre negativa, 
dizemos que a a e p corresponde C com sentidos opostos. No primeiro caso diz-se que 
a fungao u preserva a orientagao-, no segundo caso diz-se que u inverte a orientagao. Na 
figura 10.2 apresentam-se exemplos. 


Fig. 10.2. Uma mudanga de parametro definida por u = h{t). Em (a), a fungao h pre- 
serva a orientagao. Em (b), a fungao h inverte a orientagao. 


O teorema que estudamos a seguir mostra que um integral de linha nao se altera 
sob uma mudanga do parametro que preserva a orientagao; muda de sinal se a mu- 
danga de parametro inverte a orientagao. Supomos que ambos os integrais jf- da e 
existent. 

TEOREMA 10.1. COMPORTAMENTO DE UM INTEGRAL DE LINHA SOB UMA MUDANQA 
DE PARAMETRO. Se a e (3 sao duas linhas seccionalmente regulares. entao tem-se 

L /•«'— Jo /■# 
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se a e fl originam C com o mesmo sentido, e 

-Jo 

se a c 1 3 originam C com sentidos opostos. 

Demonstrapdo. Basta demonstrar o teorema para linhas regulares, uma vez que 
podemos depois invocar a propriedade aditiva a respeito da linha de integragao para 
deduzir o resultado para linhas seccionalmente regulares. 

A demonstragao e uma aplicagao simples da generalizagao da regra de derivagao da 
fungao composta. As linhas a e p estao relacionadas por uma equagao da forma 
(3(f) = ®[a(f)l, onde u se define num intervalo lc. d\ e a se define em [a, b\. Pela regra 
referida temos 


(3'(f) = «'[H(0K(0. 

Portanto temos 

j c f dp = JVtPCOJ • P'(0 dt = /V(a[u(0D • «'[«(0K(0 dt . 

No ultimo integral introduzimos a substituigao v= «(/), dv= u(t)di a ftm de obtermos 

j c /• = /;;/(«(,)) • <*'(«) dv = ±/V(«(^)) ■ “'(«) dv - ±j c f da , 

onde se utiliza o sinal + se a= u(c) e b= u(d), e o sinal — se a= u(d) e b= u(c). O 
primeiro caso verifica-se seae|3 originam C na mesmo sentido lo segundo se originam 
C em sentidos opostos. 


10.5. Exercicios 

Em cada um dos Exercicios 1 a 8 calcular o integral de linha do campo vectorial/ao longo da 
linha indicada. 

\. f(x,y)= (x 2 - 2xy)i + (y 2 - 2yx)j, de (- 1, 1) a (1, 1) ao longo da parabola^ = x 2 . 

2. /(x, y) = (2a — y)i + xj, ao longo da linha definida por a(i) = a(t — sen t)i + a( I - cos t)j, 
0 < t < 2n. 

3. /(x, y , z) — (y 1 — z 2 )i + 2yzj — x 2 k, ao longo da linha definida por a(l) = ti + tj + t’k, 
0< t < 1. 

4. f(x, y) = (x 2 + /)i + (x 2 — y*\j, de (0, 0) a (2, 0) ao longo da curva y = I — (1 — x). 

3./(x, v) = (x + y)i + (x — y)j, ao longo da elipse complela f» 2 x 2 + a 2 y* = a 2 b 2 , no sentido 
directo. 

6. /(x, >■. z) = 2x>i + (x 2 + z)j + yk, de (1,0, 2) a (3, 4, I ) ao longo do segmento de recta que 
definem. 

7. /(x, y, z) = xi + yj+ (xz — y)k , de (0, 0, 0) a (I, 2, 4). Ao longo do segmento de recta que 
definem. 
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8. /(jc, y, 2 )~x i + yj + (xz — y)k, ao longo da linha definida por a(i) = t 2 i + 2ij + 4t'k, 

0 < / £ i . 

Em cada um dos Exercicios 9 a 12, calcular o valor do integral de linha dado. 

9. / ( (a j - 2\y)dx + (> J — 2xy)dy, onde C e a parabola y = x 2 de (—2, 4) a ( 1 , 1 ). 

10. f ^ ~ ^ — — — , onde C e o circulo x 2 + y* = a \ percorrido uma vez no sentido 
Jc x* + v z 


di recto. 


»•/, 


dx + dy 
c W + |y| ’ 


onde Cco quadrado de vertices (1,0), (0, 1), (— 1. 0), e(0, — I), percorrido uma 


vez no sentido directo. 


12. f c y dx + z dy + x dz, onde 

(a) C e a curva de interseccao de duas superficies x + y = 2 c x ! + y 2 + z 2 = 2{x + y). A 
curva e percorrida uma vez no sentido retrogrado quando vista da origem. 

(b) C e a intersec^ao de duas superficies z = xy e x 2 + y 2 = 1 , percorrida uma vez no sentido 
retrogrado observado acinta de XOY. 


10.6. O coiiceito de trabalho como um integral de linha 

Consideremos uma particula movendo-se ao longo de uma curva sob a acpao de um 
campo de formas f. Se a curva e a repicsentacao'grafica de a, seccionalmente regular, 
o trabalho produzido por f define-se atraves do integral de linha If- da. Os exemplos 
que se seguem ilustram algumas propriedades fundamentais do trabalho. 

EXEMPLO I . Trabalho produzido por uma forya constante. Se f for uma forca cons- 
tante, por'exemplo /= c, pode provar-se que o trabalho realizado por /ao deslocar 
uma particula de um ponto a para um ponto b, ao longo de qualquer trajectoria sec- 
cionalmente regular unindo a e b e c ■( b — a), o produto escalar da forga pelo vector 
deslocamento b — a. Vamos demonstrar esta afirmacao num caso particular. 

Seja ac=(a x , .... a„ ) uma linha unindo a e b, a saber a(a) = a e a(b)= b, e seja 
c = (c,, .... c„). Admitindo que a e continua cm [a, b\, entao o trabalho realizado por 
/ e igual a 

f /■ da — 2 c k P x' k (t) dt =2 [«*((>) ~ a fcf a )] — c ' [“(&) ~ “( a )3 ~ c - (b — a). 

J k=i a *-i 


Para este campo de forcas o trabalho depende unicamente dos pontos extremos 
a e b e nao da curva que os une. Porem nem todos os campos de formas gozam desta 
propriedade. Aqueles para os quais ela se verifica dizem-se conservatives. O exemplo 
da pagina 365 e o de um campd de formas nao conservative. Numa seeqao posterior 
determinaremos todos os campos de formas conservatives. 

EXEMPLO 2. O principio do trabalho e energia. Uma particula de massa m move-se 
ao longo de uma curva sob a aepao de um campo de forqas / Se a velocidade da parti- 
cula no instante ; e v(t), a sua energia cinetica e Provar que a variayao da ener- 
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gia cinetica em determinado intervalo de tempo e igual ao trabalho reaiizado por f nesse 
intervalo de tempo. 

Resolupao. Seja r(f) a posigao da particula no instante t. O trabalho efectuado por 
f durante o intervalo de tempo l a, b\ e J^vf • dr. Pretendemos provar que 

■ /, '(!)/' dr ~ i mv2 (b) ~ imv\a). ■ 

Peia segunda lei de Newton do movimento temos 

= mr"(t ) = mv'(t) , 

representando r(t) o vector velocidade no instante t. A grandeza do vector velocidade 
e u(/) = ||p(/)[|. Deste modo 

/[r(t)l ' r’(t) = /[r(0] ' v(t) = mv'(t) ■ v(t) = ~ (v(t) ■ v(t)) = -]mj- (n 2 (0) - 

at at 

Integrando de a e b obtemos 

O- dr = J a V[K0] • r (0 dt = = jW(h) - lrrw 2 (a), 

como se pretendia demonstrar. 


10.7. Integrals de linha relatives ao comprimento de arco 

Seja a uma linha com derivada a' continua num intervalo [a, ft], O grafico de a e 
uma curva rectificavel. No Volume I provamos que a correspondente funqao compri- 
mento do arco s e definida pelo integral 

s(0 = f‘ ll<*'(u)H du . 

da 

A derivada do comprimento de arco e dada por 

/(f) = 1/(01 . 

Seja ip um campo escalar definido e limitado em C, o grafico de a. O integral de 
linha de <p a respeito do comprimento do arco ao longo de C representa-se pelo simbolo 
I dip e define-se 

/ c <P ds = yKOKCO dt , 

sempre que o integral do segundo membro existe. 

Consideremos agora um campo escalar <p definido por ^la(r)] = /(<*{/)]. T(t), o 
producto escalar de um campo vectorial /definido sobre Cpelo vector unitario tangen- 
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' te T{t) — {dal ds). Nesta hipotese o integral de linha c o mesmo que o integral 

\fj-da porque 


/WO] - «'(0 = /WO] • ? T -/WO] ■ wowo • 

as dt 

Quando / representa o campo das velocidades, o produto escalar f-T da a compo- 
nente tangencial da velocidade, e o integral de linha j c f T ds e o chamado integral do 
fluxo de / ao longo de C. Quando C e uma curva fechada o integral do fluxo diz-se a 
circulapao de f ao longo de C. Estes termos sao usuais na teoria do fluxo de fluidos. 

JO. 8 . Outras aplicac&es dos integrals de linha 

Os integrals de linha com respeito ao comprimento de arco ocorrem tambem era 
problemas relacionados com a distribui?ao de massas ao longo de uma curva. Por 
exemplo, imaginemos uma curva C no espaipo tridimensional materializada por urn fio 
de arame de densidade variavel. Admitamos que a densidade e definida por um campo 
escalar <p, scndo <?(x, y, z ) a massa por unidade de comprimento no ponto (x, y, z) de C. 
Entao a massa total M do fio e dada pelo integral de linha de <p relativo ao compri- 
mento de arco: 


M = j c <p{x, y,z)ds. 

O centro de massa do fio e o ponto (£, y, z) cujas coordenadas sao dadas pelas for- 
mulas 

xM = j c x<p(x, y, z) ds, yM — y<p{x, y, z) ds, zM = \ c z<p{x, y, z) ds . 

Um fio de densidade constante diz-se homogeneo. Neste caso o centro de massa chama- 
se tambem o centroide. 

EXEMPLO 1 . Determinar a massa M de uma espira completa de uma mola em forma 
de helice cilindrica de equapao vectorial 

a(t) — a cos ti + asen tj + btk 

se a densidade em (x, y, z) for x 2 + y 1 + z 2 . 

Resolutpdo. O integral que define M e 

M — (x s + y 2 + z 2 ) ds = (a 2 cos 2 t + a 2 sen 2 t + £> 2 f s )s'(0 dt. 


Porque s'{t) = ||a'(t)|| e a'(0= ~ a sen # + a cos tj+bk, tem-se s'(0 = s/a 1 + If e 
consequente 
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M = s/ a 2 + b 2 J“V + b¥) dt = Va 2 + b 2 {lira 2 + ® *W 
Neste exemplo a coordenada z do centra de massa e dada por 

2 M — j c z(x 2 + y 2 + z 2 ) ds — \a 2 4- b 2 jj” 7 bt{a 2 + b 2 t 2 ) dt 
= b-Ja 2 + b z (2ttV + 4ttV) . 

A determinagao das coordenadas Jc e y e pedida no Exercicio 15 da Secgao 10.9. 

Os integrals de linha podem utilizar-se para definir o momento de inercia de um fio 
em relagao a um eixo. Se S(x, y , z) representa a distancia de um ponto (x, y, z) de C 
um eixo L, o momento de inercia // define-se pelo integral 

i l = j c d % x ’ y> z )<p( x ’ y < z ) ds > 

em que g>(x, y, z) c a densidade em (x, y, z). Os momentos de inercia em relagao aos 
eixos coordenados representam-se por I x , y y e / z 

exemplo 2. Calcuiar o momento de inercia /. da espira completa de mola helicoi- 
dal referida no Exemplo 1. 

Resolu<:do. Aqui <S 2 (x, y, z) — x 2 + y 2 = a 2 e <js(x, y, z) — x 2 + y 2 + z 2 , pelo que se tern 

h - j c (x 2 + /)(x 2 + / + z 2 ) ds = a 2 j c (x 2 + / + z 2 ) ds = Ma 2 , 
onde M e a massa que se calculou no Exemplo 1. 


10.9. Exercicios 

1. Um campo de forga. s/, no espago tridimensional, edcfinido por/Xx,^, z) = xi + yj + (xz — y)k. 
Calcuiar o trabalho efectuado por esta forga ao deslocar lima particula de (0, 0, 0) para 
(1,2, 4), ao longo do segmento de recta unindo estes dois pontos. 

2. Determinar o trabalho total efectuado pela forga f(x , y) = (x 2 — y*)i + Ixyj ao deslocar 
uma particula (no sentido directo) percorrendo uma vez o quadrado definido pelos eixos 
coordenados e peias rectas x = a e^ = a, a > 0. 

3. Um campo de forgas bidimensional f e definido pela equagao f(x,y) = cxyi + x^j, come 
uma constante positiva. Esta forga actua sobre uma particula fazendo des!oca-la desde 
(0, 0) ate a recta x = I ao longo de uma curva dcfinida por 

y ~ ax*, onde a> 0 e b > 0. 

Determinar um valor de a (em fungao de c) tal que o trabalho efectuado por esta forga seja 
independente de b. 
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; 4. Ura campo de formas f, no espa^o tridimensional, e dado pela formula f(x, y, z) = yzi + 
+ xzj + x(y + l>fe. Calcular o trabalho efectuado por / ao deslocar uma particula perco- 
rrendo uma vez o contorno do triangulo de vertices (0, 0, 0), (1, 1, !),(-!, 1,-1) por 
esta ordem. 

.. 5. Calcular o trabalho efectuado por um campo de formas f\x,y, z)={y - z)i + (z - x)j + (x — y)k 
ao longo da curva de intersecgao da esfera j ! + /+ z ! = 4co piano z — y tg 0, com 
0 < 6 < nil. A trajectoria e percorrida no sentido directo para um observador perpendicu- 
lar a XOY segundo OZ positivo. 

6. Calcular o trabalho efectuado pelo campo de forgas f(x, y, z) — y*i 4- z 2 j + x 2 k ao longo da 
curva de interseccao da esfera x 2 +^+z ! = a ! eo cilindro x 2 + y 2 — ax, comrgOea >0. 
A trajectoria e percorrida no sentido retrogrado quando observada do semi-eixo positivo 
OZ. 

Calcular os integrals de linha, com respeito ao comprimento de arco, nos Exercicios 7 a 10. 

7. J c (x + y)ds, onde C e o triangulo de vertices (0, 0), (1, 0) e (0, 1), percorrida no sentido di- 
recto. 

8. jc^ds, onde C tern a cquagao vectorial 

<x(7) = a(/ — sen r)i + a{ 1 — cos t)j, 0 <, t <,2n. 


9. J c tx 2 + j^)^, onde Ctem a equaqao vectorial 

a (r) = a(cos t 4- rsen t)i + «(senf — t cos t)j, 0 ^ i <, 2™ . 

|0. f c z ds, onde C tern a cquaqao vectorial 

a(t) = tcosti + Iscntj + ik, Q^t<,t 0 . 

11. Considerar um fio homogeneo de forma' semicircular dc raioa. 

(a) Provar que o centro de massa esta situado sobre o eixo de simetria a uma distancia de 
lain do centro. 

(b) Provar que o momento de inercia em rela^ao ao diametro passando pelas extremidades 
do fio e \Ma 2 , onde Wea massa do fio. 

12. Um fio tern a forma do circulo x 2 + y 1 = a 2 . Delerminar a sua massa e o momento de inercia 
em relagao a um diametro, sabendo que a densidade em (x, y) e |x| + |_g|. 

12. Uelcrniinar a massa de um fio cuja forma c a da curva dc interscccao da esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 pelo piano x+y + z = 0, sea densidade do fio em (x, y, z) e x 2 . 

14. Um fio homogeneo tem a forma da porqao da curva de intersecpao da superficie x 2 + y 2 = z 2 
com a superiicie y 2 = x, comprendida entre os pontos (0, 0, 0) e (1, 1, \/2j- Determinara 
cota z do seu centro de massa. 

15. Determinar as coordenadas x e y do centro de massa de uma espira completa da mola refe- 
rida no Exemplo I da secpao 10.8. 

16. Para a espira completa da mola referida no Exemplo l da Seccao 10.8, calcular os momentos 
de inercia I x e 
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10.10. Conjuntos conexos abertos. Independence da linha 

Seja S um conjunto aberto de R". O conjunto S diz-se conexo (por arcos) se cada par 
de pontos de S podc unir-se mediante uma linha seccionalmentc regular cujo grafico 
esteja situado em S, islo e, para cada. par dc pontos a e b em S exista uma linha sec- 
cionalmente regular a, definida num intervalo [a, 61, tal que <*(/) &S para cada i de 
[a, 6], com a(a) —at a(b) = b. 

Na figura 10.3 estao representados tres exemplos de conjuntos abertos conexos no 
piano. Exemplos correspondentes a estes, no espago tridimensional seriam (a) um 
elipsoide, (b) um poliedro, e (c) um toro; em cada caso so sao considerados os pontos 
interiores. 

Um conjunto aberto S diz-se que e nao conexo se S e a uniao de dois ou mais con- 




i' io. 10.3. Exemplos de conjumos aberlos Kiel. 10.4. Um conjunto nao conexo S. ;i 
conexos uniao de dois discos circulares disjunlos. 

juntos abertos nao Vazios e disjuntos, de que se apresenta um exemplo na figura 10.4. 
Pode mostrar-se que a classe de conjuntos abertos conexos e identica a dos conjuntos 
abertos nao conexost. 

Seja / um campo vectorial continuo num conjunto aberto conexo S. Sejam a e b dois 
pontos de S e consideremos o integral de linha de /de a e b ao longo de certa linha de 
S , seccionalmente regular. O valor do integral depende, em geral, da linha unindo 
a a b. Para certos campos vectoriais, o integral depende unicamente dos pontos ex- 
tremos a e b e nao da linha que os une. Neste caso dizemos que o integral e indepen- 
dence da linha unindo a a b. Djzemos que o integral de linha de/e independente da linha 
ao longo da qual se define em S see independente da linha unindo a a A para todo o par 
de pontos de S. 

Para que campos vectoriais sao os integrais de linha independences da linha ao longo do 
qual se defmem? Para responder a esta questao vamos generalizar o primeiro e segundo 
teoremas fundamentals do calculo aos integrais de linha. 

10. H. O segundo teorema fundamental do calculo para os integrais de linha 

O segundo teorema fundamental para fungoes reais, como se demonstrou no Volu- 
me 1 (Teorema 5.3), estabelece que 


t Para um estudio mais profundo da conexao de conjuntos, ver o cap. 8 da obra do mesmo autor Mathema- 
tical Analysis, Addison-Wesley (edicao -spanhola A nalisis matemalico. Editorial Reverte, S.A., Barcelona). 
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vf j" <p'(0 dt - <p{b) - (p(a) , 

da 

-desde que p’seja continua em algum intervalo aberto contendo a e b. Para generalizar 
;bte resultado aos integrals de linha necessitamos de uma versao ligeiramente mais 
forte do teorema em que a continuidade de <p' se supoe unicamente no intervalo aberto 
:(«. b). 

? teorema 10.2. Se <p e umafuncdo real continua num intervalo fechado In, />] e se se ad- 
mite que o integral (gip'(l)dt existe e <p' e continuo no intervalo aberto (a, b), lem-se 

j" <p'(t) dt = <p{b) - cp(a) . 

r * f£l 

Demonstraqao. Para cada x em in, 6] definimos f(x) = f*<p'(t)dt. Pretendemos pro- 
var que 

(10.2) f(b) = ip(b) — (p(a) . 


Pelo teorema 3.4 do Volume I, /e continua num intervalo fechado in, b]. Pelo teore- 
ma 5.1 do Volume I, / e derivavel no intervalo aberto (a, b) com f\x)= <p\x) para 
todo x em (a, b). Deste modo, pelo teorema 5.2 do Volume I, a diferenga /- i p e 
. constante no intervalo aberto (a, b). Devido a continuidade, f - tp e tambem cons- 
• tante no intervalo fechado in, b\. Em particular, f(b) — f(b) =/(e) — <p(a). Mas como 
f(a) — 0, fica demonstrada (10.2). _ 

TEOREMA 10.3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL IX) CALCULO PARA INTEGRAIS 
DE LINHA: Se tp e um campo escalar di/erenciavel, com gradiente continuo V<p num con- 
junto conexo aberto S de R", entao para dois quaisquer pontos a e b ligados por uma 
linha seccionalmente regular a em S tem-se 

/„ V<p-da^ <p{b) - <p(a). 

Demonstrapao. Escolhamos dois pontos quaisquer a e b em S e unamo-los por uma 
linha seccionalmente regular a em S definida num intervalo la, ft], Suponhamos em 
primeiro lugar que a e regular em l<z, b\. Entao o integral de linha de Vtp de a a b ao 
longo de a e dado por 

j a Vtp ■ da — j * V<p[a(t)] • o'(0 dt. 


Mas 


V?[a(0] ■<*'(/) = g'(0. 
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onde jii:i funcao composta definida em [a, b\ pela formula 

g(t) = ?>[*(()]• 

A derivada g'€ continua no intervalo aberto (a, b) porque V<p e continuo em S e a e 
regular. Portanto podemos aplicar o teorema 10.2 ag obtendo 

/„ V<p - da = j* g’(t) dt = g(b) - g(a) = <?[«(£>)] - <jc[ct(a)] = cp(b) - < P (a ) . 

Isto demonstra o teorema se a e regular. 

Quando a e seccionalmente regular efectuamos uma partipao'do intervalo [ a , b ] 
num numero finito (por exemplo r ; ) de subintervalos (/*_„ r*l, em cada um dos quais 
a seja regular e aplicamos o que acabamos de demonstrar a cada um dos subinter- 
valos. Obtemos entao 

j a V( P = 2 /“'*** , V( P ~ 2 {?>(«(**)] - <pK f *-i)3} = ( P( b ) - <p( a ) , 

*:=i it=i 

Como pretendiamos demonstrar. 

Como uma consequencia do teorema 10.3 vemos que o integral de linha de um gra- 
diente e independente da linha em qualquer conjunto aberto conexo S no qual o 
gradiente seja continuo. Para uma linha fechada temos b — a, pelo que ^>(6) — <i>(a) = 0. 
Por outras palavras, o integral de linha de um gradiente continuo e zero ao longo de toda a 
linha fechada seccionalmente regular situada em S. Na Secpao 10.14 provaremos (teore- 
ma 10.4) que os gradientes sao os unicos campos vectoriais continuos gozando desta 
propriedade. 

10.12. Aplicacoes a mecanica 

Se um campo vectorial / e o gradiente de um campo escalar <p, entao <? chama-se 
uma funfdo potencial para f. No espapo tridimensional, os conjuntos de nivel de <■> 
chamam-se superficies equipotenciais ; no cspaco bidimensional dizem-se linhas equipo- 
tenciais. (Se <p representa a temperatura, a paiavra “equipotencial” aparece substituida 
por “isotermica”; se tp representa a pressao aparece a paiavra “isobarica”.). 

EXEMPLO 1. No espapo tridimensional, seja <p(x, y, z) = r n , com r — (jc j -f- y 2 + z 2 )' n . 
Para cada inteiro n temos 

V(r n ) = nr"~ 2 r, 

onde r—xi -) - yj + zk. (Ver Exercicio 18 da Secg:ao 8.14.) Por conseguinte <p 6 um po- 
tencial do campo vectorial 

f(x,y,z) = nr’'-*r. 
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|(‘As superficies equipotenciais de q> sao esferas centradas na origem. 

>; EXEMPLO 2. O potential newtoniano. A lei de gravitapao de Newton estabelece 
i; que a forpa f que numa particula de massa M exerce sobre outra particula de massa m e 
k urn vector de grandeza GmMlr 2 , sendo G uma constante era distancia entre as duas 
particulas. Definindo a origem na particula de massa M e sendo r— xi + yj + zk o 
vector posicional, em relapao aquela origem, da particula de massa m , entao 
■j r=lk| e —rlr e urn vector unitario com o mesmo sentido que /, pelo que a lei de 
Newton toma a forma 

\ / = — GmMr~ 3 r . 

; Fazendo n = — 1 no Exemplo 1, vemos que a forpa gravitacional /e o gradiente do 
it* campo escalar dado por 

r <p(x, y, z) = GmMr _1 . 


Este e o potential newtoniano. 

O trabalho efectuado pela forpa gravitacional ao deslocar uma particula de massa m 

V de (x,, jr lT z,) a (x 2 , y 2 , z 2 ) e 

i /II 

- cp{x z ,y 2 ,z^ = GmM\ 

Vi r 

f onde r, = (xj + y \ + zj) ,/2 er,= ( x \ + y\ + z 2 ) ,/2 . Se os dois pontos pertencem a mesma 
superficie equlpotencial entao r { = r 2 eo trabalho e nulo. 

EXEMPLO 3. O principio da conseryafdo da energia mecanica. Seja f urn campo de 
forpas continuas admitindo urn potencial <p num conjunto aberto conexo S. O teore- 

.< ma 10.3 diz-nos que o trabalho efectuado por / ao deslocar uma particula de a para x, 
ao longo de qualquer linha seccionaimente regular em S, e <p(x)-<p(a), a variapao da 
funpao potencial. No Exemplo 2 da Secpao 10.6 provamos que este trabalho e igual a 
variapao da energia cinetica da particula, k(x)-k(a), representando k(x) a energia 
cinetica da particula quando colocada em x. beste modo, temos 

k(x) - k(a ) = <p(x) - <p(a ) , 

’ ou 

. (10.3) *(*)- v(x) = *(a)- <p(a). 

O escalar — <p(x) chama-se a energia potentials da particula. 

~ Se a se considera fixo e se faz variarx no conjunto S, a equapao (10.3) diz-nos que a 
soma de k(x) com —<p{x) e constante. Quer dizer, se uma campo de fortyas f e um gra- 



t Alguns autores referem-se a —<p como sendo a funpao potencial de f pelo que a energia potencial em x 
sera igual ao valor da funpao potencial <p em x. 
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diente, a soma das energias cinetica e potential de uma particula movendo-se neste campo e 
constante. Em Mecanica este e o chamado principio de conservapao da energia (meca- 
nica). Urn campo de formas admitindo uma funpao potencial diz-se conservative porque 
a energia total, soma das energias cinetica e potencial, se conserva. Num campo con- 
servativo nao se realiza trabalho algum no movimento de uma particula ao longo de 
uma curva fechada voltando ao ponto de partida. Um campo de forpas nao sera con- 
servative se no sistema existirem atrito ou viscosidade, uma vez que estes tendem a 
transformar energia mecanica em energia calorifica. 

10. 13. Exercicios 

1. Determinar quais dos seguintes conjunlos aberlos S de R ! sao conexos. Para cada eonjunto 
conexo definir dois pontos arbitrarios distintos de 5 e explicar como se poderia encontrar 
em S uma curva seccionalmente regular de S ligando os dois pontos. 

(a) S = {(x, j) | x 2 +_y 2 > 0}. (c) S = {(x,_g) | x 2 + y 2 < 1}. 

(b) 5 = {(x,j) | x 2 +/ >0}. (d) 5 = {(x, y) | 1 < x 2 +/ < 2}. 

(e) 5 = {(x, 7 ) | x 2 + / > 1 e {x - 3) 2 + f > 1} . 

(f) 5 = {(x, y) | x 2 + / < 1 ou (x - 3) 2 + f < 1} . 

2. Dado um campo vectorial bidimensional 

fix, y) = P{x,y)i + Q(x,y)j, 

no qual as derivadas parciais 3PI by e dQ/dx sao continuas num eonjunto aberto S, se/e o 
gradiente de certo potencial f, provar que 

dP = 3Q 
dy dx 

em todo o ponto de S. 

3. Para cada um dos campos vectoriais seguintes, utilizar o resultado do Exercicio 2 para pro- 
var que / nao e um gradiente. Determinar entao uma curva fechada C tal que J c / =£ 0. 

(a) f(x, y) = yi ~ xj . 

(b) fix, y) = yi + (xy - xj/. 

4. Dado um campo vectorial tridimensional 

fix, y, z) = P(x,y, z)i + G(x, y, z)j -f R(x, y, z)k , 
em que as derivadas parciais 

dP dp BQ BQ BR BR 
By' Bz' Bx ’ Bz ' Bx ’ By' 

sao continuas num eonjunto aberto S, se f e o gradiente de alguma funpao potencial <p, 
provar que 

BP BQ BP _ BR BQ ^ BR 

By Bx ' Bz Bx' Bz By 


em cada ponto de S. 
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jig: 5. Para cada um dos seguintes campos vectoriais, aplicar o resultado do Exercicio 4 para 
l ! provar que/ - nao e um gradiente. Determinar depois numa curva fechada C tal que| f / ^ 0. 
i) (a) fix, y, z) = yi + xj + xk . 

(b) fix, y, z) = xyi + (x 2 + 1)/ + z^k. 
f 6. No espavo tridimensional um campo de forfas f define-se pela cquaqao 

f{x,y,z)= yi + zj + yzk . 

(a) Determinar se/e ou nao conservative 

(b) Calcular o trabalho realizado ao deslocar uma particula ao longo da curva defmida por 

Si 

i > 

a (0 = cos t i +sen t j + e‘k 

quando t varia de 0 a n. 

7. Um campo de.forpas bidimensional F define-se por 

F(x,y) = (x + y)i + (x - y)j. 

(a) Provar que o trabalho realizado por esta forpa ao deslocar uma particula ao longo da 
curva 

“(f) = /(f)* +g(0j, a <, t <, b, 
depende unicamente de J\a),f{b), g(n) e g(b). 

(b) Determinar o trabalho total realizado quando f(a) = \,f (b) — 2, g(a) - 3, g(b) — 4. 

8. Um campo de formas define-se cm coordenadas polares pela equa?3o 

F(r,6) — —4 sen 6 i + 4 sen 9j. 

Calcular o trabalho realizado no deslocamento de uma particula do ponto (1, 0) ate a origem, 
ao longo da espiral de equapao r = e~ e . 

9. Um campo de forpas “central” F no piano pode definir-se por F (x, y) = f(r)r, com r = xi + 
yj e r = || r [[ . Provar que tal campo de forpas e conservative. 

10. Determinar o trabalho realizado pela forpa F (x, y) = (3>> 2 + 2)i + 16 xj no deslocamento de 
uma particula de (— 1, 0) a (1, 0) ao longo da semi-elipse superior de equapao i 2 x 2 + y 2 = b 1 
Para que elipsc (isto e, para que valor de b) sera minimo o trabalho realizado? 

10.14. O primeiro teorema fundamental do calculo para integrals de linha 

Na Secpao 10.11 generalizamos o segundo teorema fundamental do calculo a inte- 
grals de linha. Aqui vamos igualmente generalizar o primeiro teorema fundamental. 
Lembramos que o primeiro teorema fundamental estabelece que todo o integral inde- 
finido de uma funpao continua /tern uma derivada igual a f isto e, se 

^ <p(x) = j a f(t ) dt , 

. entao nos pontos de continuidade de/temos 
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Para obtermos a generalizacao deste teorema aos integrals de linha comecamos 
com um campo vectorial /, continuo num conjunto conexo aberto S, e integramo-lo 
ao longo de uma curva C seccionalmente regular entre um ponto fixo a de 5 a um 
ponto arbitrario x. Designemos entao por <p o campo escaiar definido por 

<p(x) = J a /• da, 

onde a e a fun?ao que define C. Visto S ser conexo, cada ponto a- de 5 pode ser al- 
camjado por uma taf curva. Para queesta definicaode^(a-) nao seja ambigua, necessita- 
mos saber que o integral depende unicamente de a- e nao da curva particular consi- 
derada para unir a a a-. Portanto, e natural exigir que o integral de linha de / seja 
independente da linha considerada em S. Sob estas consideracoes, a generalizacao do 
primeiro teorema fundamental toma a forma seguinte: 

TEOREMA 10.4. PRIMEIRO TEOREMA FUNDAMENTAL PARA INTEGRA IS DE LINHA. 
Se f e um campo vectorial continuo num conjunto conexo S de R". se o integral de linha 
de f e independente da linha considerada em S e se a e um ponto fixo de S e o campo es- 
caiar <p definido em S e dado por 

<p{x) = j a f- da, 

com a uma qualquer linha seccionalmente regular de S unindo a com a-, entao o gradiente 
de <p existe e e igual a f, isto e, 

Vip(x) = /(x) para todo a- em S. 


Demonstrapao. Provaremos que a derivada parcial Dk<p(x) existe e e igual a /*(a-), a 
componente de ordem k de f{a-) para cada k = 1,2 e cada valor de x em S. 

Seja B(jc; r) uma n-bola com centro era ar e raio r, situada em 5. Se r e um vector 
tangente unitario, o ponto a- + hy tambem esta em S para todo o real h satisfazendo a 
0 < |fr| < r, e podemos formar a razao incremental 

(p(x + hy) - <p(x) 
h 

Devido a propriedade aditiva dos integrais de linha, o numerador deste cociente pode 
escrever-se 

<Kx + hy) - <p(x) = da, 

e a linha unindo x a x + hr pode ser uma qualquer seccionalmente regular contida 
em S. Em particular, podemos utilizar o segmento de recta definido por 

a(t) = x + thy, onde 0 < t <, 1 - 
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Porque or '(f) = hy, a razao incremental vem 

(,0.4) + **> ~ - f/(. + m-ydt. 

h Jo 

Tomemos agora y = e k , o vector coordenado unitario de ordem k e observemos que o 
integrando vem /(j- + th/)-y = f k (x + thef). Fazemos depois a mudanga de variavel 
u = A/, du = hdt e escrevemos (10.4) na forma 


<p{x + he k ) - <p(x) 1 C A g(h) - g(0) 

— I f k (x + ue k ) du - 


< 10 ' 5) A H 

onde g e a fungao defmida no intervalo aberto (- r, r) pela equagao 

g(0 = J 0 7tO + ue k ) du . 


Como cada componente f k e continua em S, o primeiro teorema fundamental para in- 
tegral's definidos diz-nos que g'(t) existe para todo t em (-r, r) e que 

g'(<) =fk(* + ><!*)■ 


Em particular, g’(0) = f k (x). Portanto^ sc fizcrmos A-»0 em (10.5) encontramos 


ljm <p(* + he k ) — <p(x) 
h->0 h 


lim 
*-• o 


gW - g(0) 
h 


= g'(0) = /*(*) . 


Prove isto que a derivada parcial D* k <p(x) existe e e igual a f k ( x), como se afirmou. 


10.15. Condigoes necessarias e suficientes para que um eampo de vectores seja um 
gradiente 

Os primeiro e segundo teoremas fundamentais para os integrals de linha dizem-nos 
que uma condigao necessaria e suficiente para que um campo de vectores continuos 
seja um gradiente num conjunto conexo aberto e que o seu integral de linha entre 
dois pontos quaisquer seja independente da linha considerada. Devemos agora provar 
que esta condigao e equivalente a afirmagao de que o integral de linha ao longo de 
qualquer linha fechada , seccionalmente regular, e zero. Todas estas condigoes estao 
reunidas no seguinta teorema. 

TEOREMA 10.5. CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES PARA QUE UM CAMPO VEC- 
TORIAL SEJA UM GRADIENTE. Se f e um campo vectorial continuo num conjunto conexo 
aberto S de R n , entao sao equivalentes as ires proposifdes seguintes: 

(a) feo gradiente de alguma fungao potencial em S. 

(b) O integral de linha de f v independente da linha considerada em S. 

(c) O integral de linha de f. ao longo de qualquer linha fechada seccionalmente secular 
contida em S, e zero. 
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Demonstrafdo. Vamos provar que (b) implica (a), (a) implica (c) e (c) implica (b). 
A proposigao (b) implica (a) devido ao primeiro teorema fundamental. O segundo 
teorema fundamental mostra que (a) implica (c). 

Para completar a demonstragao vamos provar que (c) implica (b). Admitamos que 
e verdadeira a proposigao (c) e sejam C, e C 2 duas quaisquer curvas seccionalmente 
regulares em X e com as mesmas extremidades. Seja C, o grafico de uma fungao a 
definida num intervalo [a,b\, eC, o grafico de J3definida em [c, d\. 

Considcremos uma nova fungao y do modo seguinte: 

(<*(<) se a <t <b, 

y(0 = I 

+ d — t) sc b<t<b + d— c. 

Entao Y define uma curva fechada C tal que 

Visto que j c f dy — 0 devido a (c), temos | r f -da = j Ci f d$ pelo que o integral de/e 
independente da linha, o que prova (b). Podemos pois afirmar que (a), (b) e (c) sao 
equivalentes. 

Nota: Se jf c .f¥= 0 para uma determinada curva fechada C, entao / nao e um gradiente. 
Contudo, ser o integral de linha § ( f zero para uma curva fechada particular C ou ainda 
para infinitamente muitas curvas fechadas, nao implica necessariamente que/sejaum 
gradiente. Por exemplo, o leitor pode eomprobar facilniente que o integral de linha do 
campo vectorial f(x , y > = xi + xyj e nulo para todo o circulo com centro na origem. To- 
davia, este campo vectorial nao e um gradiente. 


10.16. Condicoes necessarias para que um campo vectorial seja um gradiente 

O primeiro teorema fundamental pode ser utilizado para verificar se sim ou nao um 
dado campo vectorial c um gradiente num conjunto conexo aberto S. Se o integral de 
linha de/ e independente da linha considerada em S , definimos muito simplesmente 
um campo escalar q> integrando / desde um ponto fixo ate um ponto arbitrario -x de S, 
ao longo uma linha conveniente de S. Calculamos entao as derivadas parciais de^> e 
comparamos D k <j> com f k , a componente de ordem k de / Se D k ip(x) = f k {x), para 
todo j de S e k qualquer, entao / e um gradiente em S e </> um potencial. Se D k tp{\) =£ 
/ (j:) para algum k e algum x, entao / nao e um gradiente em S. 

O teorema que se segue constitui outro criterio para verificar quando um campo 
vectorial / nao e um gradiente, Este criterio e particularmente util na pratica devido a 
nao exigir qualquer integra<;ao. 


TEOREMA 10.6. CONDICOES NECESSARIAS PARA QUE UM CAMPO VECTORIAL SEJA 
UM GRADIENTE. Seja f — (/ /„) um campo vectorial continuamente diferenciavel 
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num conjunto aberto S de R". Sc f e urn gradient e em S . entdo as derivadas parciais das 
componentes de f estao relacionadas pelas formulas 

(10.6) Diffx) = Dffx) 

para i, j = 1,2 ne qualquer x de S. 

Demonstrayao. Se / e um gradiente, entao f =V tp para alguma fun<;ao potencial 
ip. Isto significa que 

ft = D i<P 

para cadaj = 1, 2, n. Derivando ambos os membros desta igualdade em relapao 
a x , encontramos 

D ifi = DiDj<P- 

Analogamente, temos 

DJi — DfDifp . 

Mas como as derivadas parciais DfjeDJ'j sao continuas em 5, as duas derivadas par- 
ciais mistas DjDjip e DjD;tp sao iguais em S e portanto fica demonstrado (10.6). 

EXEMPLO 1. Verificar se o campo vectorial 

f(x,y) — 3 x 2 yi + x 3 yj 

e ou nao um gradiente em qualquer subconjunto aberto de R 2 . 

Resoluyao. Aqui temos 

fi(x,y) = 3 x 2 y, Mx,y) = x*y. 

As derivadas parciais D 2 fc D,f 2 sao dadas por 

V-Jd.x, y) = 3-V 2 , Dffx, y) = 3 x 2 y . 


Visto £) 2 /i(.v, y)=t D,J 2 (x , >) excepto quando x = 0 ou y — 1, este campo vectorial 
nao e um gradiente em nenhum subconjunto aberto de R 2 . 

O exemplo que se segue mostra que as condigoes do teorema 10.6 nao sao sempre 
suficientes para que um campo vectorial seja um gradiente. 

EXEMPLO 2. Seja S o conjunto de todos (x, y ) (0, 0) em R 2 e/ um campo vec- 

torial definido em S por 
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/(*, y) 


■ -y 

X 2 + / 


i + 


x 

2 i 2"^ 

x + y 


Mostrar que DJ 2 = D 2 f t em todo o conjunto S mas que, apesar disso, / nao e um 
gradiente em S. 

Resolufdo. O leitor pode verificar com facilidade que D t f 2 {x, y) = D 2 f (x, y) para 
todo (x, j>) de 5. (Ver Exercicio 17, Secgao 10.18). 

Para provar que / nao e um gradiente em S calculamos o integral de linha de / ao 
longo do circulo unitario definido por 

«(0 = cos 1 1 +sen tj , 0 < t < 2-rr . 


Obtemos 

j>f- det = /[a(r)] ■ a'(t ) dt = (serf t + cos 2 1) dt — 2-n . 

Visto o integral de linha ao longo de um contorno fechado nao ser nulo,/ nao e um 
gradiente em S. Outras propriedades deste campo vectorial serao estudadas no Exer- 
cicio 18 da Secqao 10.18. 

No final do presente capitulo provaremos que as condiqdes necessarias do teorema 
10.6 sSo tambem suficientcs se forem satisfeitas num conjunto convexo aberto. (Ver 
teorema 10.9.) 

10.17. Metodos especiais de construpao de funpoes potenciais 

O primeiro teorema fundamental para os integrais de linha da-nos tambem um me- 
todo para a construcao de fungoes potenciais. Se/ e um gradiente continuo num 
conjunto conexo S, o integral de linha de/e independente da linha em 5. Deste 
modo podemos determinar uma fungao potencial p, integrando / de algum ponto fixo 
a a um ponto arbitrario x de S, recorrendo a qualquer linha seccionalmente regular 
situada em S. O campo escalar assim obtido depende da. escolha do ponto inicial a. 
Se partirmos doutro ponto inicial, por exemplo b , obtemos uma nova fungao poten- 
cial iji. Mas, devido a propriedade aditiva dos integrais de linha, <p e <j> podem diferir 
unicamente por uma constante, sendo esta constante o valor do integral de/de a a b. 

Os exemplos que se seguem ilustram o uso de diferentes escolhas das linhas de in- 
tegragao. 

EXEMPLO 1. Construcao de um potencial num rectdngulo aberto. Se/e um gradiente 
continuo num rectangulo aberto de R", pode construir-se um potencial (p integrando 
de um ponto fixo ate um ponto arbitrario ao longo de linhas formadas por segmentos 
paralelos aos eixos coordenados. Um exemplo bidimensional esta representado na 
figura 10.5. Podemos integrar em primeiro lugar de ( a , b) ate (x, b) ao longo do seg- 
mento paralelo a OX, e em seguida de (x, b) ate (x, y) ao longo de.um segmento pa- 
ralelo a OK Ao longo do segmento paralelo a OX a representapao parametrica 
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a(/) = ti + bj, a < t <, x, 

e ao longo do scgmento paralelo a OY recorremos a representative 

a(t) = xi + tj, b <t <,y . 


(a.J') 


(a. b) 


(*.y) 


(•*■. b) 


Fig. 10.5. Duas linhas poligonais de (o, b) a {.v, r). 


s e/(x, >’) =f(x , y)i + / 2 (x, y)j, a formula resultante para um potencial <p(x , y) e 
(10.7) (f{x, >■) = by dt -f j* fix, 0 dt . 

J a do 

Podbriamos tambem integrar em primeiro lugar de (a, b) a (a, y) ao longo do seg- 
mento paralelo a OY e depois de (a, ate (x, yj ao longo de um segmento paralelo a 
OX representado a tracejado na figura 10.5. Isto damos uma outra formula para 

?(x,y). 


( 10 . 8 ) 


<p(x, y) = \lUa, t) dt + j X /if, y) dt . 

J b da 


Ambas as formulas ( 10.7) e ( 10.8) conduzem ao mesmo valor para <p (x, y) devido ao 
integral de linha de um gradiente ser independente da linha. 

EXEMPLO 2. Construcao de uma funcao potencial utilizando integrals indefinidos. O 
so de integrals indefinidos simplificam-nos, muitas vezes, o calculo de fungoes po- 
tentials. Por exemplo, suponhamos que um campo vectorial tridimensional f — (/j,/ 2 , 
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/ 3 ) e o gradiente de uma funtjao potencial <p num conjunto abeito S de R\ Entao 
tem-se 


d<P _ f d<P _ f 

_ —J it - ~ ■ J21 

3x dy 



em todo o conjunto S. Recorrendo aos integrals indefinidos e integrando a primeira 
destas equates relativamente a x (mantendo y e z constantes) encontramos 


<p(x, y, z) = J/iCx, y, z ) dx + A(y, z), 

onde A(y, z) e uma “constante de integra^ao” a determinar. Analogamente, se inte- 
gramos a equapao deploy = / 2 relativamente aye d<pl dz = / 3 relativamente a z obtemos 
mais duas relates 


(fix, y, z) = j / 2 (x, y, z) dy + B(x, z) 
e 

(fix, y, z) = J / 3 (x, y, z) dz + C(x, y), 

onde 8(x, z) e C(x, y) sao fun?oes a determinar. Determinar cp significa determinar 
tres funcpoes A{y , z), B(x, z) e C(x, y) tais que as tres expressoes de <p{x, y, z)tenham 
segundos membros equivalentes. Em muitos casos isso pode conseguir-se por analise 
directa, como se verifica no exemplo que a seguir se apresenta. 

EXEmplo 3. Determinar uma fungao potencial <p para o campo vectorial definido 
em R ' pela equaeao 

/(x,y, z) = (2xyz + z 2 — 2 y 2 + 1)» + (x 2 z — 4 xy)j + (x 2 y 4- 2xz — 2 )k. 

Resolugao. Sem saber d priori sc f admite ou nao uma funpao potencial tp, vamos 
tentar determinar urn potencial como foi referido no Exemplo 2, admitindo que tal 
potencial (p existe. 

Integrando a componente /, relativamente a x encontramos 
<P(x, y, z) = J (2xyz + z 2 — 2y 2 + 1) dx + A(y , z) = x 2 yz + xz 2 — 2xy 2 -f x + A(y, z). 
Integrando J 2 em relaQiio a y, e depois j\ em relaeao a z, encontramos 


<p{x, y, z) = J (x 2 z — 4xy) dy + B(x, z) = x 2 yz — 2xy 2 + B(x, z), 

9<x, y, z) = | (x 2 y + 2xz — 2) dz + C(x, y) = x 2 yz + xz 2 - 2z + C(x, y). 




3 
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1 . f(x,y) = xi+yj. 

2. f(x,y) = 3x 2 yi + x?j. 

3. f{x, y) = ( 2xe J + y)i + (x 2 e v + x — 2 y)j. 

4. f(x,y) = (sin j — y sin x + x)i + (cos x + xcosj +y)j. 

5. f(x,y) — [sin (xy) 4- xy cos (xy)]» + x 2 cos {xy)j . 

6. f{x, y, z) = xi + yj + zk. 

7. fix, y, z) = (x + z)i -iy + z)i + (x ->>)*■ 

8. fix, y, z) — 2 xy 3 / + x 2 z 3 y + 3x?yz i k 

9. fix, y, z) = 3/z 2 ,' + 4 x 3 z 2 j - 3 x 2 /A . 

10. /(x, y, z) = (2X 2 + 8x/)i + Qx 3 y - 3xy)/ - (4/z 2 + 2x a z)ft. 

11. f(x,y, z) = (y 2 cos x + z 3 )i — (4 — 2y sin x)j + (3xz 2 + 2 )k . 

12. fix,y, z) = (4 xy — 3 x 2 z 2 4- l)i + 2(x 2 + 1)/ - (2 x 3 z + 3z 2 )fc. 

13. Um fluido desloca-se no piano XOY, movendo-se cada particula sobre uma recta que passa 
pela origem. Se uma particula estiver a uma distancia r da origem a sua velocidade e ar * ' 
com a en constantes. 

(a) Determinar os valores de a e n para os quais o campo vectorial das velocidades e o 
gradiente de um certo campo escalar. 

(b) Determinar uma funqao potencial da velocidade sempre que esta seja um gradiente. O 
caso em que n = — 1 deve ser considerado separadamente. 

14. Se ambos ip e <j> sao (undoes potencial para um campo vectorial continuo / num conjunto 
conexo aberto S de R", provar que <p — ijie constante em S. 

15. Seja S o conjunto de todos os pontos x ^ O em Rl Sejam r— || x|| e/o campo vectorial de- 
finido em 5 por 

fix) = r v x , 

com p uma constante real. Determinar uma funqao potencial para/em S. O caso em que 
p = — 2 deve ser tratado separadamente. 

16. Resolver o Exercicio 15 para o campo vectorial definido pela equaqao 



com g uma funqao real admitindo derivada continua em todo R'. 

Os exercicios que se seguem referem-se ao campo vectorial / definido no conjunto S de to- 
dos os pontos (x, y ) * (0, 0) em R 2 pela equaqao 


f ix,y ) = + 

No Exemplo 2 da Secpao 10.16 mostrou-se que f nao e um gradiente em S, muito embora 
f pot todo S. 

17. Verificar que para todo o ponto (x, >’) de S se tern 

^2 

DifiiX,y) = D^ffx, y) = ^ • 

18. Este exercicio mostra que fc um gradiente no conjunto 
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r = R 2 -{(x ;> .)jj=0, *£0}, 

formado por todos os pontos de XOY excepto os do semi-eixo negativo OX. 

(a) Se ( x , y) G T, exprimir x e y em coordenadas polares, 

x = rcos 6, y — rsen 6, 
onde r>0e — n < 0 < n. Provar que 8 e dado pelas formulas 

se x > 0, 
se x = 0, 
se x < 0. 

IDeve ter-se presente a definipao da funpao arco tangente: Para qualquer real /, arc tg t e 
o numero real linico <p que verifica as duas condieoes tg </> = t e — nil < <p < n!2.\ 

(b) Provar que 

B9 y d6 x 

Sx x 2 + y 2 ’ By x 2 + y 2 

para todo (x, y) em T. Isto prova que 8 e uma funeao potencial para / no conjunto T. 

Este exercicio ilustra o facto de que a existencia de uma funpao potencial depende nao 
somente do campo vectorial / mas tambem do conjunto em que o campo vectorial se 
define. 


arctan - 


6 = < - 


arctan - + -n 
x 


10.19. Aplicapdes as equapdes diferenciais exactas de primeira ordem 

Algumas equapoes diferenciais de primeira ordem podem resolver-se com recurso 
as funpoes potenciais. Suponhamos uma equapao diferencial de primeira ordem da 
forma 


/ =f(x,y). 

Se multiplicarmos ambos os membros por urn factor nao nulo, Q(x, y), transformamos 
esta equapao em outra da forma Q(x, y)y — /(x, y)Q(x, y) =0. Escrevendo P{x, y) 
em vez de — f(x, y)Q(x, y) e usando a notapao de Leibniz para as derivadas, escreven- 
do dyldx em vez de y', a equapao diferencial toma a forma 

(10.1 1) P(x, y) dx + Q(x, y)dy = 0 . 

Sopomos que P e Q sao continuas em algum conjunto aberto conexo S do piano. A 
cada tal equapao diferencial podemos associar um campo vectorial V, ds forma 
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V{x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)j. 


As componentes P e Q sao os coeficientes de dx e dy na equapao (10.1 1). A equapao 
diferencial (10.1 1) diz-se ex acta cm S sc o campo vectorial V for o gradiente de um 
potencial, isto e, se V(x , y) = V<p(x, y) para todo ponto (x, >’) de S , onde <p e um certo 
campo escalar. Quando uma tal funpao <p existe, tem-se d<pldx= P e dtpldy = Q, e a 
equapao diferencial (10.1 1) escreve-se 




dtp 

dy 


dy = 0. 


Vamos demonstrar agora que toda a solupao desta equapao diferencial verifica a rela- 
pao <p(x , y) = C, sendo C constante. Mais precisamente, supomos que existe uma solu- 
pao Y da equapao diferencial (10.11) definida num intervalq aberto (a, b), tal que o 
ponto (x, Y(x ;) esteja em S para todo x de (a, b). Vamos provar que 

tp[x, F(x)] = C 


para uma certa constante C. Com tal finalidade introduzimos a funpao composta g 
definida em (a, b) pela equapao 


g(x) = (p{x, y(x)]. 


A derivada de g vem entao 

(10.12) g'(x ) = f>,p[x, Y{x)\ + D 2 <p[x, 7(x)]7'(^) = P(x, y) + Q(x, y)y' , 

onde y = K(x) e y'~ K'(*)- Se y satisfaz a (10.11), entao P(x, y) + Q(x, y)y'= 0, pelo 
Que g'(x) = 0 para todo x em (a, b) e, consequentemente, g e constante em (a, b). Isto 
prova que toda a solupaoy satisfaz a equapao <p(x, y) = C. 

Podemos agora conduzir a raciocinio em sentido inverso para obtermos uma solu- 
pao da equapao diferencial. Suponhamos que a equapao 

(10.13) <p(x,y) = C 

define y como uma funpao derivavel de x, por exemplo y = K(x) para x um (ntervalo 
(a, b), e seja g(x) = ^[x, f(x)l. A equapao (10.13) implica que g e constante em ( a , b). 
Logo, por (10.12), P(x, y) + Q(x, y)y'= 0, de maneira que y e uma solupao. Provamos 
assim o seguinte teorema: 

TEOREMA 10.7. Admita-se que a eqitafdo diferencial 

(10.14) P(x, y) dx + Q(x,y) dy = 0 
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e exact a nurn conjunto aberto conexo S, e seja <p urn campo escalar salisfazendo a 

d -l = P e d -V = n 

dx dy 

em todo S. Entao toda a soluQao y = Y(x) de (10. 14), cujo graftco esteja em S, satisfaz a 
equayao <p\x, y(x)] = C para certa constante C. Inversamente, se a equaydo 

<p(x,y) = C 

define y implicitamente como uma funyao derivavel de x, entao esta funqdo e uma soluyao 
da equaydo diferencial (10.14). 

O teorema precedente proporciona-nos um metodo directo de resoluqao das equa~ 
<?6es diferenciais exactas de primeira ordem. Construimos uma fun^ao potencial </> e 
escrevemos <p(x, y) — C, com C constante. Sempre que esta equaqao potencial <p e 
tamente como uma fun?ao de x, a correspondente y satisfaz a (10.14). Portanto pode- 
mos usar a equaqao (10.13) como uma representaqao de uma familia a um parametro 
de curvas integrals. Evidentemente que os unicos valores admissiveis de C sao aque- 
les para os quais <p(x 0 , y 0 ) = C para algum (x 0 , y 0 ) de S. 

exemplo 1. Seja dada a equaqao diferencial 

dy _ 3x 2 + 6xy 2 
dx 6 x 2 y + 4y 3 

Desembaraqando de denominadores, podemos escrever a equapao 
(3x 2 + 6xy 2 ) dx + (6x 2 y + dy 3 ) dy — 0 . 

Este e agora um caso particular de (10.14), com P(x, y)~ 3x 2 + 6xy 2 e Q(x, y) = 
6x 2 y + 4 y } . Integrando P relativamente a x e Q relativamente aye comparando os 
resultados, verificamos que a funpao potencial vem dada por 

9 p(x,y) = x 3 + 3x 2 y 2 +/. 

Pelo teorema 10.7, cada solucao da equaqao diferencial satisfaz a 

x 3 4- 3x 2 y 2 4- y* — C 

para algum C. Esta representa, na forma implicita, uma familia de curvas integrals. 
Neste caso particular a equaqao e do segundo grau em y 2 e pode resolver-se de modo 
a obter-se uma formula dandoy em funqao de x eC. 

EXEMPLO 2. Considere-se a equaqao diferencial de primeira ordem 
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(10.15) ydx + 2xdy = 0. 

Neste caso P(x, y) = y e Q(x, y) = 2x. Visto que dP/d y= 1 e dQld x = 2, esta equa- 
cao diferencial nao e exacta. Contudo se multiplicamos ambos os membros por y , 
obtemos uma equapao diferencial que ja e exacta, a saber 

(10.16) y* dx + 2xy dy = 0 . 

Urn potencial para o campo vectorial y 2 i + 2 xyj e q>(xj/) — xy \ e toda a solupao de 
(10.16) verifica a relapao xy 2 = C. Esta relapao representa tambem uma familia de 
curvas integrals para a Equapao (10.15). 

O factor y, que transformou (10.15) numa equapao diferencial exacta, chama-se 
um factor integrante. Em geral, se a multiplicapao de uma equapao diferencial linear 
de primeira ordem por um factor nao nulo p(x, y) a transforme numa equapao dife- 
rencial exacta, o factor fi(x, y) diz-se um factor integrante da equapao original. Uma 
equacao diferencial pode admitir mais do que um factor integrante. Por exemplo, 
f i(x , y) — 2 xy* e outro factor integrante de (10.1 5). Nos exefcicios que se seguem ana- 
lisam-se alguns casos particulares de equapoes diferenciais para as quais se podem 
encontrar facilmente factores integrantes. 


10.20. Exercicios 

Provar que as equapoes dos Exercicios I a 5 sao exactas, e para cada uma determinar uma 
familia, a um parametro, de curvas integrals. 


1 . (x + 2y ) dx + ( lx + y)dy = 0 . 

2 . 2 xy dx + x 2 dy = 0 . 

3. (x 2 — y)dx — (x +sen 2 j) dy = 0. 

4. 4 senx sen3j cos x dx — 3 cos 3 y cos 2 x dy =* 0 . 

5. (3 x 2 y + 8 xy 2 )dx + (x 3 + 8x 2 / + 12 ye v )dy = 0. 


6. Provar que a equapao diferencial linear de primeira ordem, y'+ P(x)y= Q(x), admite o 
factor integrante fi(x) = e/ p W rfjr . Resolver a equacao neste caso. 

7. Scja /t(.v, 1 ) um factor integrante da equacao diferencial P(x, y)dx + (>(v, z)dy = 0. Provar 
que 


dP 

dy 


dQ d d 

T x =Q Tx logM -i>^logW. 


Usar esta equapao para deduzir as seguintes regras de determinapao de factores integrantes: 

(a) Se ( dPIdy — dQldx)IQ e unicamente uma funpao de x, por exemplo /(x), entao e //<*)* 
e um factor integrante. 

(b) Se ( dQldx - dP(dy)IP e unicamente funpao de y , por exemplo g(y), entao e /*(>)*• e um 
factor integrante. 

8. Aplicar o Exercicio 7 na determinapao de factores integrantes para as seguintes equapoes, e 
determinar as respectivas familias de curvas integrais a um parametro. 
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(a) y dx — (2* + y) dy = 0 . 

(b) (x 3 + y 3 ) dx — xy 2 dy = 0 . 

9. Se SPIdy- dQ/dx =f(x)Q(x, y) -g(y)P{x, /), provar que exp {jf(x)dx + jg(y)dy) e um 
factor integrante da equa^ao diferencial P(x, y)dx + Q{x, jj*V = 0. Determinar o corres- 
pondente factor integrante de cada uma das equa^oes seguintes e obter uma familia a um 
parametro de curvas integrals. 

(a) (2 x 2 y + y 2 ) dx + (2a 3 — xy)dy — 0 . 

(b) ( e x sec/ — tan/) dx + dy = 0. 

10. As equacoes diferenciais seguintes tern um factor integrante comum. Determinar tal factor 
integrante e obter uma familia a um parametro, de curvas integrals para cada equa?ao 

(3/ 4- 4x/ 2 ) dx 4- (4a 4- 5 a 2 /) dy — 0 , 

(6 y + a 2 / 2 ) dx 4- (8a + a 3 /) dy = 0 . 


10.21. Kunpdes potenciais em conjuntos convexos 
No teorema 10.6 provou-se que as condicoes 

A / i (*) = djm 

sao necessarias para que um campo vectorial f — (/,/ 2 , . . . , /„), continuamente dife- 
renciavel, seja um gradiente num conjunto aberto S de R". Demonstrou-se at, por 
meio de um exemplo, que estas condigoes nem sempre sao suficientes. Nesta seccao 
vamos provar que as condicoes sao. suficientes sempre que o conjunto S seja conve- 
xo. A demonstra?ao fara uso do seguinte teorema relativo a derivagao sob o sinal de 
integral. 

TEOREMA 10.8. Seja S um intervalo fechado em R "com interior nao vazio e J — [a. b\ 
um intervalo fechado em R 1 . Seja J n+l o intervalo fechado S x Jem R" ' Represente-se 
cada ponto de J „ + , por (x, /), em que x 6 5 e t eJ, 

(x,t)=(x i,...,x n ,/>. 

Admita-se que e um campo escalar deftnido em J „ + „ tal que a derivada partial D k j> 
seja continua em J n i „ com k um dos valores 1, 2, .... n. Deftna-se um campo escalar <p 
em S pela equacao 


<P(A) = V (a, 0 dt,. 


A derivada partial D k <p exisle em cada ponto interior de S e e dada pela formula 


D k<p{x) = /* D kV( x , 0 dt . 
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Quer dizer, tem-se 

D k £ ¥. x > 0 dt = £ D k ip (x, t ) dt . 

Nota: Este teorema indica que se pode derivar sob o sinal de integral. 

Demonstracao. Escolhamos qualquer x do interior de S. Visto que int S e aberto, 
existe um r> 0 tat que x + he k e\nl S para todo h satisfazendo a 0 < h < r. Aqui e k 
e o vector coordenado unitario de ordern k em R n . Para tal h temos 

(10.17) <p(x + he k ) - <p(x) = £ {y{x + he k , t) - y(x, f)} dt . 

Aplicando o teorema da media ao integrando temos 

y(x + he k , /) — y(x, t) — h D k tp{z, t), 

com z pertencente ao segmento de recta que une x com x + he k . Deste modo (10.17) 
vem 

tfe + *«■) - gg _ r DMz , l)dl , 

h Ja 

Portanto 

<p(x + he ) - <f{x) __ f t ) dt= f {D k y(z, t ) - D k y>(x, /)} dt . 

h Ja Ja 

O ultimo integral tern um modo absoluto que nao excede 

£ I DMz, t ) - D k y>(x, 01 dt ^ (b - a) max | D k y>(z, t) - D kV >(x, 01 

onde o maximo e alcanqado para todo z do segmento que une x com x + he k , e todo t 
de [a, b\. Tendo em conta a continuidade uniforme de D k em Sx J (teorema 9.10) 
chegamos a conclusao de que para todo e > 0 existe um S > 0 tal que esse maximo seja 
< e/(b— a), sempre que 0 < |Aj < S. Portanto 

(f{x + he k ) <p(x) _ f D k y>(x,t)dt <« sempre que 0<|/t| <d. 

h Ja 

Isto prova que D k rp(x) existe e e igual a JaOi^(x, t)dt, como se pretendia demonstrar. 

Vamos em seguida usar este teorema para dar a seguinte condigao necessaria e sufi- 
ciente para que um campo vectorial seja um gradiente num conjunto convexo. 
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TEOREMA 10.9. Seja f = (/,, . . . , /„) um campo vectorial continuamente diferenciavel 
'turn conjunto convexo aberto S de R". Entao f v um gradiente em S se e so se 

10.18) D k /(x) = Djf k {x) 

rara todo x de S e todos os valores de k.j — 1,2 

Demonstracao. Sabemos, do tcorema 10.6, que a condigao e necessaria. Para provar 
que e suficiente, admitimos (10.18) e construimos um potencial tp em S. 

Por comodidade, admitimos que S contem a origem. Seja <p(x) o integral de f ao 
ongo do segmento de recta de O ate um ponto arbitrario x de S. Como se provou 
itras, equa^ao (10.10), tem-se 

<p(x) = ■ xdt = £ tp{ x, t ) dt , 

mde 4>(x, /) = f(tx) -x. Existe um subintervalo fechado n-dimensional Tde S com inte- 
ior nao vazio tal que </> satisfaz a hipotese do teorema 10.8 em Tx J, com J — [0, 11. 
’or conseguinte a derivada parcial D k <p(x) existe para cada k = I, 2, . . . , n e pode ser 
alculada derivando sob o sinal de integral, 


DM*) = .C D M X > 0 dt. 


Para calcular D k <j>(x , /), derivamos o produto escalar f(tx)-x e obtemos 
DM.x, 0 = f(tx) • + D k {f(tx )} ■ x 

= f(tx) ■ e k + t(D k fdtx), ... , D,.f rl {tx)) ■ x 
= fk(tx) + f(0i/i(/x), . . . , DJ k {tx)) ■ x, 

endo-se utilizado, no ultimo passo da demonstraeao, a rela^ao (10.18). Temos por- 
anto 


D k y>(x, t ) = f k (tx) + tVf k (tx) ■ x . 
Fagamos agora g(t) = f k (tx). Entao 

g \t) = Vf k (tx) • x 
>e!o que a ultima formula para D k <l>(x, t) se escreve 

D k y(x, t) = g{t) + tg'(t). 


ntegrando-a de 0 a 1 obtemos 
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(10.19) D k <f(x) = J # * D k ip(x, t) = J # * g(/) dt + J # * tg'(t) dt . 

Calculando o ultimo integral mediante uma integrapao por partes vem 

j o l rg'(t) dt = tg(t) j‘- j o ‘ g(r) dt = g(l) - g(r) dt. 

Consequentemente (10.19) toma a forma 

£>k<P(*) =g( *) = fk(x) ■ 

Isto mostra queVp = f em S , o que completa a demonstrapao. 
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INTEGRAIS MCLTIPLOS 


11.1. Introdupao 

No Volume I estudaram-se os integrals de forma j^f(x)dx , primeiramente para fun- 
poes definidas e limitadas em intervalos finitos, e mais tarde para funpoes nao limi- 
tadas e intervalos infinitos. No Capitulo 10 do Volume II generalizou-se o conceito 
de integral introduzindo-se os integrals de linha. Neste Capitulo generaliza-se o con- 
ceito ainda noutra direcpao. O intervalo unidimensional [a , b I e substituido por um 
conjunto bidimensional Q, chamado a regiao de integragao. Comepamos por considerar 
regioes rectangulares; mais adiante consideraremos regioes mais gerais com contornos 
curvilineos. O integrando e um campo escalar /definido e limitado em Q. O integral 
resultante diz-se um integral duplo e representa-se pelo simbolo 

Sir. ou por j j f(x, y) dx dy . 

Q Q 

Tal como no caso unidimensional, os simbolos dx e dy nao desempenham qualquer 
papel na definipao do integral duplo; contudo, sao uteis no calculo e transformapoes de 
integrais. 

O programa a desenvolver neste capitulo consiste de varias etapas. Em primeiro 
lugar analisaremos a definipao de integral duplo. O metodo e analogo ao caso unidi- 
mensional tratado no Volume I. O integral define-se em primeiro lugar para funpoes 
em escada e so depois para funpoes mais gerais. Como no caso unidimensional, a defi- 
nipao nao proporciona um metodo util para o calculo de integrais. Veremos que grande 
numero de integrais duplos que se apresentam na pratica podem calcular-se por inte- 
grapao unidimensional reiterada. Encontraremos tambem uma conexao entre integrais 
duplos e integrais de linha. Apresentam-se depois apiicapoes dos integrais duplos a 
problemas de calculo de areas, volumes, massas, centro de massa e outros conceitos 
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Como no caso unidimensional, o valor do integral nao se altera se a parti<jao P for 
substituida por outra partigao mais fina P\ Assim, o valor do integral e independente 
da escolha de P, desde que / seja constante nos subrectangulos abertos de Q. 

Por uma questao de brevidade, escrevemos algumas vezes Ax t em vez de (x, - x,_,) 
e Ay t no lugar de {yj—yj _ ,), vindo para a soma (11.1) 

n m 

«-i j-i 

Para termos presente como esta soma e construida, escrevemos para o integral o 
simbolo 

j j f(x, y) dx dy . 

Q 

o qual nao e mais do que uma alternativa para a nota^ao jjf. 

Note-se que se / e constante no interior de Q, seja /(x, y)~ k quando a < x < b e 
c < y <d, tem-se 

(11.2) jjf=k(b~a)(d~c), 

Q 

independentemente dos valores de / sobre os lados de Q. Porque se tem 



a formula (1 1.2) pode de novo escrever-se 


(11.3) jjf = f" [j>, y) dx] dy = jj [£/(*, y) dy] dx . 

Q 

Os integrals figurando no segundo e terceiro membros da igualdade sao integrais uni- 
dimensionais, e a formula diz-se proporcionar um calculo do integral duplo por inte- 
graeao repelida ou iterada. Em particular, quando f e uma fun^ao em escada do tipo 
acabado de descrever, podemos escrever 


/j /;;_/(*> >’) dx ] d y = fi t [ /(*> ^ 


Somando para i ej e considerando(l 1.1), encontramos que (11. 3) e valida para funeoes 
em escada. 

As propriedades que se apresentam a seguir para os integrais duplos de uma fungao 
em escada sao generalizagdes dos correspondentes teoremas para o caso unidimen- 
sional. Podem demonstrar-se como consequencias directas da definigao (11.1), ou 
recorrendo ao uso da formula (11.3) e aos teoremas correspondentes para o caso de 
uma dimensao. Nos teoremas que se seguem, set apresentam fungoes em escada 
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p definidas num rectangulo Q. Para evitar cair-se em casos particulares triviais supomos 
p que Q e um rectangulo nao degenerado, isto e, Q nao e nem um ponto nem urn seg- 
t mento de recta. 

TEOREMA 11.1. PROPRIEDADE DE LINEARIDADE. Quaisquer que sejam os numeros 
;■ reais c, e c, tem-se 

JJ tci J(x, y) + c 2 t(x, y)] dx dy = Cj J J j(x, y) dx dy + c 2 J J t(x, y) dx dy . 

0 Q Q 


TEOREMA 1 1.2. PROPRIEDADE DA ADITJVIDADE. Se Q se divide em dois rectangulos 
Q x e Q 2 entao 

JJ s(x, y)dxdy = JJ s(x, }>) dx dy + JJ s(x, y) dx dy. 

Q Qi Qi 

TEOREMA 11.3. TEOREMA DE COMPARACAO. Se j(x, y) < t (x, y) para todo (x. y) em 
Q, tem-se 


JJ s(x, y) dx dy < J J i(x, y) dx dy . 

Q Q 

Em particular, se r(x, >’) > 0 para cada (x, y) em Q. entao 

JJ t(x,y)dx dy > 0. 

Q 

As demonstrates destes teoremas sao deixadas ao leitor como exercicios. 


11.4. A definigao de integral duplo de uma fungao deflnida e limitada num rectangulo 

Seja / uma fungao que e definida e limitada num rectangulo Q; concretamente, 
suponhamos que 

\f(x,y)\<M se (x,y)eQ. 

Entao / pode permanecer limitada por cima e por baixo por intermedio de duas fun- 
goes em escada constantes jet, onde j(x, y) — - M e t(x, y) = M para todo (x,>’) em Q. 
Consideremos agora duas quaisquer fungoes em escada set, definidas em Q, tais que 

(11.4) j(x, j) <f(x,y) < /(x, y) para cada porto (x, y) em Q. 


DEFINICAO do INTEGRAL DE UMA FUNCAO LIMITADA ESTENDIDA A UM RECTAN 
GULO. Se existir um e um so numero / tal que 

(11.5) JJ 5 < / < JJ t 

Q Q 
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para cada par de funpoes em escada satisfazendo as desigualdades ( 1 1 .4), este numero l 
chama-se o integral duplo de f estendido a Q e representa-se pelo slmbolo 

Iff ou J f f(x, y) dx dy . 

Q Q 

Quando um tal I existe, a f unpdo f diz~se integravel em Q. 

11.5. Integrals duplos superior e inferior 

A definipao do integral duplo e inteiramente analoga ao caso unidimensional. Inte- 
grals duplos superiores e inferiores podem tambem ser definidos em analogia com o 
caso unidimensional. 

Admitamos que / e limitado num rectangulo Q e sejam set duas funqoes em escada 
satisfazendo a (11 .4). Dizemos que s esta abaixo e t ancima de /, e escrevemos 5 5/g t. 
Seja S' o conjunto de todos os nutneros J f s obtidos quando se toma como s todas as 

funpoes em escada abaixo de f e seja T o conjunto de todos os numeros obtido 

Q 

quando l representa cada uma das funqoes em escada acima de f. Ambos os conjuntos 
S e T sao nao vazios, uma vez que /e limitada. Tambem, ser t, pelo 

Q Q 

que cada elemento de S e menor do que qualquer elemento de T. Portanto S tern um 
supremo e T um infimo e satisfazem as desigualdades 

■ JJs < sup S < inf T ^ JJt 

Q Q 

para todo set satisfazendo a s g f % t. Isto mostra que ambos os valores sup S e inf T 
satisfazem a (1 1.5). Consequentemente, / e integravel em Q se e so se sup S — inf T, 
caso em que se tera 

J J" / = sup S - inf T. 

Q 

O numero sup S diz-se o integral inferior de / e representa-se por 1(f). O numero 
inf T chama-se o integral superior de fe representa-se por 1(f). Entao, tem-se 


1(f) = sup {/J * | s </ 


/(/) = inf 



O precedente argumento prova o seguinte teorema. 

TEOREMA 1 1 .4. Toda a funpao f limitada num rectangulo Q tem um integral inferior 
1(f) e um integral superior 7(f) satisfazendo as desigualdades 
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j| s < 1(f) < 1(f) < /J t 

Q Q 

para todas as funpoes em escada set com s <f<t. A funpdo f e integravel em Q see so se 
os seus integrals superior e inferior sao iguais. caso em que se tera 

JJ7=/(/) = /(/). 

Q 

Uma vez que as precedences definiyoes sao inteiramente analogas ao caso unidi- 
mensional, nao deve surpreender que as propriedades de [inearidade e aditividade e o 
teorema de comparapao, estabelecidos para funtes em escada na Sec<?ao 1 1.3, sejam 
igualmente validos para os integrals duplos em geral. As demonstrates destas proprie- 
dades sao analogas as do caso unidimensional e por tal facto omiti-las-emos. 


11.6. Calcuio de um integral duplo por integrapao unidimensional repetida 

Na teoria da integrate unidimensional, o segundo teorema fundamental do calcu- 
io proporciona um metodo pratico para o calcuio de integrals. O teorema que apre- 
sentamos a seguir conduz-nos a um resultado semelhante para a teoria da integrate 
bidimensional; permite-nos calcular certos integrals duplos por intermedio de duas 
integrates unidimensionais sucessivas. O resultado e uma generalizacao da formula 
(1 1.3), a qual ja foi demonstrada para funtes em escada. 

TEOREMA 1 1 .5. Seja f definida e limitada num rectangulo Q — [a, b] x [c, d\ e admi- 
tase que f e integravel em Q. Para cada y fixo em [c, d\ admita-se que o integral unidimen- 
sional laf(x, y)dx existe e represente-se o seu valor por A(y). Se o integral \ d c A(y)dy exis - 
tir, entao sera igual ao integral duplo j"// Por outras palavras, tem-se a formula 

Q 

(11.6) j J f(x, y) dx dy = JP* [|V(*. y) dx\ dy . 

Q 

Demonstrapao. Escolhamos duas quaisquer funtes em escada s e t satisfazendo 
a s <f < t em Q. Integramos relativamente a x e no intervalo la, b) temos 


£ s(x, y) dx < A(y) < J* t(x, y) dx. 


Visto que o integral j^A(y)dy existe, podemos integrar ambas as desigualdades relati- 
vamente a y no intervalo [c, d\ e utilizar a Equacao (1 1-3) para obter 

j I s £ j*A(y) dy ^ JJt. 

Q Q 
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relacionados com estes. Por fim indicamos como podem este conceitos ser generali- 
zados para urn espapo a n dimensoes. 

11.2. Partipoes de rectangulos. Funpdes em escada 

Seja Q um rectangulo, produto cartesiano dos dois intervalos fechados la, b\ e 
le, d], 

Q = [a. h] x [c, d] = (f.v. v) ! .r e [a, 6] e v e fc, d]} . 


; 

(/ 

c 

^Q= [ u.b ] x | c.d\ 

.. 
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Fig. 11.1. Um rectangulo Q, produlo car- Fig. 11.2. Uma partipao dc um rectangu- 

tesiano de dois intervalos. lo Q. 

Na figura 11.1 esta representado um exemplo. Consideremos duas partipoes P , e P 2 , 
respectivamente de [a, fc] e Ic, d\, sejam 

Pi = {x 0 ,xi, x„} e P t = {y 0 ,y lt . . . ,y m - t ,y m }, 

onde x 0 = a, x„- b , y 0 = c, y m = d. O produto cartesiano P, X P 2 diz definir uma parti- 
pao de Q. Visto P, decompor [a, b\ em n subintervalos e P 2 decompor (c, d] em m subin- 
tervalos, a partipao P — P, x P 2 divide Q em mn rectangulos. A figura 1 1.2 mostraum 
exemplo de uma partipao de Q em 30 subrectangulos. Uma partipao P' de Q diz-se 
ser mais fina que P se P s p\ isto e, se cada ponto de P pertence tambem a P' . 

O produto cartesiano de dois subintervalos abertos de P l e P 2 e um subrectangulo 
aberto (sem lados). Chama-se um subrectangulo aberto de P ou de Q. 

DEFIN1CAO DE EUNCAO EM ESCADA. Uma funQao f definida num rectangulo Q diz-se 
ser uma funyao em escada se existe uma partipao P de Q tal que f seja constante em cada 
um dos subrectangulos abertos de P. 

O grafico de um exemplo de tal tipo de funpao esta representado na figura 11.3. 
O grafico e formado por placas rectangulares paralelas ao piano XOY. Uma funpao 
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Fig. 11.3. Gral'ica de uma funpao em escada definida num rectangulo 


em escada tambem possui valores bem definidos em cada um dos pontos dos contornos 
dos subrectangulos, mas os valores nesses pontos nao sao relevantes para a teoria da 
integrapao. 

S e/eg sao duas funpoes em escada definidas num dado rectangulo Q , entao a com- 
binapao linear c, /+ c 2 g e tambem uma funpao em escada. Com efeito, se P e P' sao 
particoes de Q tais que / seja constante nos subrectangulos abertos de P e g seja 
constante nos subrectangulos de P', entao c,f+c 2 g e constante nos subrectangulos 
abertos da uniao Pup' (que podemos chamar refinamento de P e P "). Assim, o con- 
junto de funpSes em escada definidas em Q constitui um espapo linear. 

11.3. O integral duplo de uma funpao em escada 

Sejam P - P, x P 2 uma partipao de um rectangulo Q em mn subrectangulos e /uma 
funpao em escada que e constante nos subrectangulos abertos de Q. Designemos por 
Qij o subrectangulo determinado por [ , , x,] e yj] e seja c,-, o valor constante 
de / no interior de <2,y. S e/e positiva, o volume da caixa com base Q^e, altura c,y e o 
produto 


Ch’ (*t ~ *i-i)Oy — JV-i) • 

Para qualquer funpao em escada f positiva ou nao, a soma de todos estes produtos 
torna-se como definipao do integral duplo de / sobre Q: Assim, temos a seguinte de- 
finipao. 

DEFINICAO DO INTEGRAL DUPLO DE UMA FUNCAO EM ESCADA. Seja / uma funpao em 
escada que torna o valor constante c l; no subrectangulo aberto xj) X (yj- t ,yj) de um 
rectangulo Q. O integral duplo defemQ define-se pela fornmla 

J j / = £ £ c .j • (*, - - yj- 1) • 

n 1—1 


(u.i) 
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Portanto j d A{y)dy e um numero compreendido entre JJs e JJf para todas as funpoes 

em escada set aproximando / por baixo e por cima, respectivamente. Visto que /e 
integravel em Q, o unico numero com esta propriedade e o integral duplo de / em Q. 
Por conseguinte f d A(y)dy = fff, o que demonstra a equapao (1 1.6). 

e 


A formula (11.6) diz-se proporcionar um calculo do integral duplo por integradao 
repetida ou iterada. O processo consiste pois em integrar f com respeito a x de a a b 
(mantendo y fixo) e em segundo integrar o resultado com respeito ay de c a d. Se mu- 
darmos a ordem de integrapao, temos uma formula analoga, a saber 


(H- 7 ) J / f(x, y) dx dy = J* y) dy ] dx , 

Q 

a qual e valida se supomos que f(x, y)dy existe para cada x fixo em [a, b] e e integra- 
vel em [a, b\. 


11.7. Interpretapao geometrica do integral duplo como um volume 

O teorema 11.5 admite uma interpretapao geometrica simples, representada na 
figura 1 1.4. Se/e nao negativa, o conjunto S' dos pontos (jc, y, z) do 3-espapo com 



' O conjunto de ordenudas Sde/sobre Q ' Sccpao plana com area A{y)= \^f(x,y)dx 


(a) (b) 

F (G. 1 1 .4. O volume de S e o integral da area da secpao plana: 
v(S) = A(y) dy. 

(x, y) em Q e 0 < Z < /(x, y) chama-se o conjunto de f sobre Q. E formado por todos os 
pontos entre o rectangulo Q e a superficie z = /(x, y). (Ver figura 1 1 .4(a)). Para cada >’ 
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’do intervalo [c, d\ o integral 


A(y) = y) dx 


e a area da secgao plana de S definida por um piano paralelo ao piano XOZ (regiao 
sombreada na figura 1 1.4(b). Visto que a area da secgao A (p) e integravel em [c, d\, o 
teorema 2.7 do Volume / diz-nos que o integral f $A{y)dy e igual a v(5), o volume de 
^ S. Assim, para integrandos nao negativos, o teorema 11.5 mostra que o volume de 
| conjunto de ordenadas de / sobre Q e igual ao integral duplo (if, 

v ! Q ■ 

A equagao (1 1.7) da-nos outra maneira de calcular o volume do conjunto de ordena- 
das. Aqui integramos a area das secgoes plarias produzidas por pianos paralelos ao 
piano YOZ. . v - 

11.8. Excmplos resolvidos ' 

Vamos de seguida efectuar aplicagSes do teofema 11.5 por meio de doisexemplos 
) numericos. 

EXEMPLO 1. Se Q = l— 1,1] X 10, 7t/21, "calcular (x sen y — ye x )dxdy, admitindo 

J ' . . Q - 

que o integral existe. A regiao de integragao esta representada na figura 1 1.5. * 

' , . • "9 

Resolufdo. Integramos em primeiro lugar em relagao a x e designando o resultado 
por A(y), tcmos <. 





FlO. 1 1.5. A regiao de integragao para o 
Exemplo l. . 


FIG. 11.6. A regiao de iniegragao para o 
* Exemplo 2. 
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Aplicando o teorema 1 1.5 encontramos 

J7 (x sen y - ye x ) dx dy = /^(y) dy = (~ e y + yje) dy 
Q 

= (1/e - e) J^ 2 y dy = (1/e - e)^ 2 /8 . 
Como prova dos calculos podemos integrar em primeiro lugar em relapao a y; 


JJ (x seny — ye*) dx dy — J f J /2 (xseny — ye*) dyj dx 
Q 

f« , , 2 |ir=jr/a 

= j—i (~ x cos y ~ e ) U dx 

— j ^ (— tr*e®/8 + x) dx = (1/e — e)7r 2 /8. 

EXEMPLO 2. Se 0 = I -!, 1 1 x 10, 2|, calcular o integral duplo /{ \/ly - * 2 I dx dy, 
udmitido a sua exislencia. G 

Resolupdo. Se integramos e m primei ro lugar em relagao a y e designamos o resulta- 
do por //(x), temos H(x) = \J\y - x 2 | dy. A regiao de integrafao e o rectangulo repre- 
sentado na figura 1 1.6. A parabola y— x 2 esta tambem desenhada devido a presenpa 
de \y — x 2 |no integrando. Acima desta parabola temos y > x 2 e abaixoy < x 2 . Isto suge- 
re que devidamos o integral de H(x) do modo seguinte: 

WW = j 0 " V|y ~ x 2 \ dy = j* Vx 2 - ydy + j*, V y - x 2 dy . 

Lembramos que x e considerado como constante em cada um dcstes integrals. No pri- 
meiro integral efectuamos a mudan^a de variavel t — x 1 — y e no segundo fazemos 
t = y — x 2 . Isto da-nos 

H(x) = V|y - x 2 | dy — - J°,y/t dt + sft dt = fx 3 4- §(2 - x 2 ) 3/ \ 


Aplicando o teorema 1 1.5 temos 

// Vl y - -x 2 ) dx dy — | x 3 + § (2 - x 2 ) 3 ' 2 ] dx = | £ 


(2 - x 2 f /2 dx 


- x(2 — xT 2 + 3x\/2 — x 2 + 6 arcsen/VL'j = - + 

3L . V2/J o 3 
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0 mesmo resultado se obteria integrando cm primeiro lugar em relapao a x, mas os 
calculos sao mais complicados. 

11.9. Exercicios 

Calcular os integrals duplos por integrapao repetida, admitindo a existencia de cada integral 

1. JJ xy(x + y)dxdy, onde Q = [0, 1] x [0, 1], 

Q 

2. JJ (x 3 + 3 x 2 y + y?)dxdy, onde Q — [0, 1] x [0, 1]. 

0 - 

3. JJ (yfy + x - 3 xy 2 )dxdy, onde Q = [0, 1] x [1, 3]. 

Q 

4. JJ sin 2 xsin 2 ydxdy, onde Q = [ 0 , 17 ] x [0, w], 

0 

5. JJsen (x + y)dxdy, onde Q = [0, jt/2] x [0, n/2]. 

Q 

6. JJ |cos(x + y)\dxdy, onde Q = [0, n] x [0, w]. 

O 

7. JJ f{x + y) dxdy, onde Q = [0, 2] x [0, 2], e /(f) representa o maior inteiro ^ /. 

Q 

$. j j y~ 3 e tx,v dxdy, onde Q = [0, f] x {1, t], t > 0. 

a 

9. Se Q e um rectangulo.mostrar que um integral duplo da forma (§f(y)g(y) dx dy e igual ao 

, Q 

produto de dois integrals unidimensionais. Estabelecer as hipoteses utilizadas respeitantes 
a existencia. 

10. Seja / definida num rectangulo Q = 10, 11 x 10. II do modo seguinte: 


fix,y) = 


1 — x — y se r+j’Sl. 


nas restantes hipoteses. 


Representar o conjunto de ordenadas de / sobre Q e calcular o volume deste conjunto de 
ordenadas por integra?ao dupla. (Admitir a existencia do integral.) 

1 1. Resolver o Exercicio 10 quando 


x + 

‘o> * (o 


y se x 1 < y < 2x l , 

nas restantes hipoteses. 


12. Resolver o Exercicio 10 quando Q = 1 — 1, 1) X I — 1, 11 e 
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f(x,y) 


j x 2 4- y 2 

1 ° 


se x 1 + y 1 < I, 
nas restantes hipoteses. 


13. Seja /definida num rectangulo Q = 1 1, 2] x [ I, 4] do modo seguinte: 


fOcj) 


'( x + y )~ 2 se jr < y < 2x, 

0 nas restantes hipoteses. 


Representar a parte de Q na qual /e nao nula e calcular o valor do integral duplo fff suposo 
existir . Q 

14. Seja /definida no rectangulo Q = 10, 1] X 10, 11 do modo seguinte: 


f(x,y) = 


se. x =y, 
se x ^ y. 


Provar que o integral duplo |J/ex iste e e igual a 0. 


11.10. Integrabilidade de fun^oes continuas 

O teorema da continuidade uniforme (teorema 9.10) pode utilizarse para provar 
a integrabilidade de uma fun<pao que seja continua num rectangulo. 

TEOREMA 1 1 .6. INTEGRABILIDADE DE FUNCOES CONTlNUAS. Se uma futlfao f e COtl- 
tinua num rectangulo Q— [a, b\ x If. d\, entao f e integravel cm Q. Alem disso, o valor 
do integral pode obter-se por integracao unidimensional repetida 


(i 1 .8) ///=/,“ Lf* /(*> y) dx ] dy = l ‘ [(" f(x, y) dy\ dx . 

Q 

Demonstrafdo. O teorema (9.8) mostra que/ e limitada em Q, pelo que / admite 
um integral superior e urn integral inferior. Pretendemos provar que 1(f)— T{f). Es- 
colhamos e > 0. Pelo teorema da continuidade uniforme, para esta escolha de e exis- 
te uma partigao P de Q num numero finito (digamos n) de subrectangulos Q„ .... 
Q„ tais que a oscilacao de /em cada subrectangulo seja menor que e. Represente- 
mos por M k (f) e m k (f , respectivamente, os valores maximo e minimo absolutos de / 
em Q k . Entao temos 

M k (f) - m k (f) < e 

para cada k= 1, 2, .... n. Sejam agora set duas funpoes em escada definidas no in- 
terior de cada Q k do modo seguinte: 

s(x) = m k (f), t(x) = M k (f ) se xeintg*. 
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Nos pontos fronteira definimos i(x) = m e /{x) = M, em que m e M sao, respectiva- 
mente, o tninimo e maximo valores absolutos de /em Q. Entao temse s<f<l para 
todo x em Q. Do mesmo modo temos 

J J * = X m k(f) a (Qk) e M k (f)a{Q k ) , 

Q *" 1 Q 

em que a (0*) e a area do rectangulo Qk- A diferenqa destes dois integrals e 

//* — // s =i(M,(/) ~ rn k {f)}a{Q k ) < a(Q k , ) = ea(Q), 

Q Q « 

com a(Q) a area de Q. Uma vez que J Jj < [(f) </(/)< J //, resuita a desigualdade 

Q Q 

0 ^ 1(f) - 1(f) < ea(Q)- 

Fazendo « -*0 vemos que /(/) = / (/), pelo que / e integravel em Q. 

Provamos a seguir que o integral duplo e igual aos dois integrais simples sucessivos 
(integrais repetidos) de (1 1 .8). Para cada y fixo em [c, d\ o integral simples fyf(x,y)dx 
existe, uma vez que o integrando e continuo em Q. Seja A (^) = /§/(*, y)dx. Interessa 
provar que A e continua em !c, d|. Se y e _g,.sao dois pontos quaisquer de ic, d] temos 

A(y) — A(y k ) — f* {f(x, y) - f(x, j^)} dx 

onde resuita 

\A(y) - A(yj)\ ^ (b - a) max |/(x, y) - f(x, >’/! = (b - a) \f(x k ,y) ~ f(x l , >’,)| 

a<x<b 

onde x, e um ponto de (a, b 1 no qual|/(x,_g) — /(x, j,)|atinge o seu valor maximo. Esta 
desigualdade mostra que A(y)-*A(y,) quando y^y„ pelo que A e continua em y,. 
Deste modo o integral f^A (y)dy existe e, pelo teorema 11.5, e igual a J J/ Um racioci- 

nio semelhante e ainda valido quando se inverte a ordem de integragao. 

11.11. Integrabilidade de fungoes limitadas com descontinuidades 

Seja / definida e limitada num rectangulo Q. No teorema 1 1 .6 provamos que o inte- 
gral duplo de / sobre Q existe se / for continua em todos os pontos de Q. Nestasecgao 
vamos demonstrar que o integral tambem existe se / tern descontinuidades em Q, desde 
que o conjunto das descontinuidades nao seja demasiado grande. Para medir a gran- 
deza do conjunto de descontinuidades introduzimos o seguinte conceito. 

DEFINtgAO DE UM CONJUNTO LIMITADO DE MEDIDA NULA. Seja A um subconjunto 
limitado do piano. Diz-se que o conjunto A tem medida nula se para todo e > 0 existe um 
conjunto Jinito de rectangulos cuja uniao contem A e cuja soma das areas nao excede e. 
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Por outras palavras, um conjunto piano limitado de medida nula pode ser contido 
por uma reuniao de rectangulos cuja area total seja arbitrariamente pequena. 

As seguintes proposicoes relativas a conjuntos limitados de media nula sao conse- 
quents imediatas desta definicao. As demonstracoes sao, por esse motivo, deixadas 
ao leitor como exercicios. . 

(a) Qualquer conjunto finito de pontos no piano tern medida nula. 

(b) A reuniao de um- numero Finito de conjuntos limitados de medida nula tern tam- 
bem medida nula 

(c) Todo o subconjunto de um conjunto de medida nula tern medida nula. 

(d) Todo o segmento de recta tern medida nula. 

TEOREMA 1 1 .7. Seja f defmida e limitada num rectangulo Q = [a, 6] X (c, d], Se o con- 
junto das descontinuidades de f em Q e um conjunto de medida nula, entao o integral duplo 
f f fexiste. 

Q 

Demonstracao. Seja M > 0, tal que |/| ^ M em Q. Represente D o conjunto das des- 
continuidades de / em Q. Dado 8 > 0, seja P uma partipao de Q tal que a soma das 
areas de todos os subrectangulos de P, que content pontos de D , seja menor que S. 
(Isto e normal porque D tern medida nula). Definamos nestes subrectangulos fun?5es 
em escada r e t do modo seguinte: 


s(;e) = —M, t(x) = M. 

Nos restantes subrectangulos de P definamos s e / tal como na demonstracao do leo- 
rema 11.6. Sera entao xg/g/ em todo Q. Argumentando do mesmo modo que na 
demonstracao do teorema 1 1.6 obtemos a desigualdade 

( 119 ) jjt- jjs£ea(Q) + 2M6. 

Q Q 

O primeiro termo, ea(Q), resuita do calculo do integral de t - s esteridido aos rec- 
tangulos contendo unicamente pontos de continuidade de/; o segundo termo, 2 M8, 
resuita do calculo do integral de t - s estendido aos rectangulos que content pontos de 
D. De (11.9) obtemos a desigualdade 

0 < 1(f) - 1(f) ^ ea(Q) + 2Md. 

Fazendoe-»0 obtemos 0 S I (f) ~ J(f) ^ IMS. Uma vez que <5 e arbitrario isto implica 
que 1(f) = / (/), pelo que / e integravel em Q. 


1 1.12. Integrals duplos estendidos a regioes mais gerais 

Ate aqui os integrais duplos foram definidos unicamente para dominios de integra- 
Cao rectangulares. Nao e contudo dificil estender o conceito a dominios mais gerais. 



FIG. 11.7 Uma regiao S do tipo I 


I 

Fig. 11.8 Uma regiao 7 do tipo II. 


4/2 


Calculo 


Outro tipo de regiao T (tipo II) pode ser definido do modo seguinte: 

T= {(x, y) | c <y < d e ip^y) < x < y> 2 (y)} , 

onde i/i, e (j) 2 sao continuas num intervalo [c, d] sendo < <j> 2 . Como exemplo temos 
a figura 1 1.8. Neste caso rectas paralelas a OX intersectam T segundo segmentos que 
unem as curvas x t = ij> t (y)cx 2 = <l> 2 (y). Regioes do tipo II sao tambem limitadas. Todas 
as regioes que se considerem, serao de um destes dois tipos ou poderao ser decompos- 
tas num numero finito de partes, cada uma das quais sera de um destes dois tipos. 

Seja / definida e limitada numa regiao S do tipo I. Encerremos S num rectangulo Q 
e definamos/em Q como esta indicado na equa^ao (II. 10). As descontindidades de/ 
em Q serao as de / em S, mais aqueles pontos da fronteira de S nos quais / nao e nula. 
A fronteira de S c constituida pelos graficos de , de <p 2 e pelos dois segmentos de 
recta, paralelos a OY, que unem as extremidades dos graficos. Cada um desses segmen- 
tos de recta tern medida nula. O teorema que apresentamos a seguir prova que cada 
um dos graficos tern tambem medida nula. 

TEOREMA 1 1.8. Se <p e uma fun^ao real continua num intervalo [a, b], entao o grafico 
de ip tern medida nula. 

Demonstracdo. Seja A o grafico de o, isto e, 

A = {(ar. y) \ y — q>{x) e a<x<b). 

Escolhamos e > 0, e apliquemos o teorema da continuidade uniforme (teorema 3.13 
do Volume I) para obtermos uma parti<?ao P de [a, b] num numero finito desubinter- 
valos tais que a oscilaqao de <p em cada subintervalo de P seja menor que e/(6 — a). 
Portanto, relativamente a cada subintervalo de P o grafico de <p esta situado num rec- 
tangulo de altura e/(b - a). Logo todo o grafico de <p esta contido numa uniao de um 



FiG. 1 1.9. Demonstracao de que o grafico de uma funqao continua <p tern medida nula. 
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numero finito de rectangulos, cuja soma das areas e e. (Ver figura 11.9.) Isto prova 
que o grafico de g tern medida niila. 

O teorema que apresentamos a seguir prova que o integral duplo j J/ existe se /for 

' s 

continua em int S (o interior de S). Este e o conjunto 

int S — {(x, y)\a <x <b e ^(x) < y < q> 2 (x )} . 

TEOREMA 1 1 .9. Seja S uma regiao do Tipo 1, compreendida entre os graficos de ip, e q 2 - 
Admita-se que J esta definida e limitada em S e que f e continua no interior de S. Entao o 
integral duplo | J / existe e pode calcular-se medianle integraplo unidimensional repetida, 
f s 

• (11.11) jj7(x, y) dx dy = j b a [/^’/(*, y) dy ] dx . 

* S 

Demonstrapao. Sejam Q — [a, b] X [c, d\ um rectangulo que contem S, e / uma fun- 
?ao definida por (1 1.10). Os unicos pontos de descontinuidade possiveis para/sao os 
? pontos da fronteira de S. Uma vez que a fronteira de S tem medida nula,/ e integravel 
: em Q. Para cada x fixo em ( a , b) o integral/^/ (x, y) dy existe, uma vez que o integrando 
jf tem quando muito duas descontinuidades em Ic, d\. Aplicando a verSao do teorema 


I 0 

• Se tp, (x) < y < p 2 (x) entao/(x, y)=f{x, y), enquanto que /(x, y) = 0 para os restantes 
; valores de y em 1c, d\. Portanto 

1 J> y ) d y = S*Z f(x ' y) dy 

i 

| pelo que a equagao (11.12) implica (1 1.11). 

I 

| Existe, naturalmente, um teorema analogo para uma regiao T do tipo II. Se /e defi- 
l nida e limitada em T e continua no interior de J", entao / e integravel ernTea formula 
j para a integrapao repetida vem 

\ (1L13) J '//(*» y)*xdy = f* [jj** /(x, y) dx] dy . 

L. T 

)■ 

I Algumas regioes sao simultaneamente do tipo I e do tipo II. (Regioes limitadaspor 
circunferencias e elipses sao disso exemplo.) Neste caso a ordem de integraqao e irrele- 
vante e podemos escrever 

I 


1 1.5 dada pela equaqao (1 1.7) temos 
| dl.12) 
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£ [£“/(*. y) dy ] dx = I* [£>, y) dx] dy. 

Em alguns casos um desses integrals pode ser mais facil de calcular do que o outro; 
torna-se por isso vantajoso examina-los antes de proceder ao calculo efectivo de um 
integral duplo. 

1 1.13. Aplica^oes a areas e volumes 
Seja S' uma regiao do Tipo I definida por 

S = {(*, y)\a<x <b e <Pi(x) <y <, <p 2 (x)} . 

Aplicando o teorema 1 1 .9, com /(x , y) = 1 para todo (x, y) em S, obtemos 


// dx dy = P [<p 2 (x) - ^(x)] dx. 
s 

Pelo teorema 2.1 do Volume I, o integral do segundo membro e igual a area da regiao 
5. Assim concluimos que os integrals duplos podem ser utilizados no calculo de areas. 

S e/e nao negativa, o conjunto de pontos (x, y, z) no espago tridimensional tais que 
(x, y) e S e 0 < z< /(x, y) diz-se o conjunto de ordenadas de f sobre S. Na figura 11.10 
esta representado um exemplo. S e/e nao e continua em S , o integral 




plana / ^ J[x. y) dy 


1 a 

b IO. 1 1 . 10. O integral ^ fix, y) dy e a area de uma seceao plana do conjunto de ordenadas. 
O integral j] t f(x, y) dy] dx e o volume do conjunto de ordenadas. 
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• representa a area da seccao plana do referido conjunto, definida por um piano para- 
f lelo ao piano YOZ (a parte sombreada da figura 1 1 .10), A formula (1 1 .1 1) do teorema 
: 11.9 mostra que o integral duplo de f sobre 5 e igual ao integral da area das seccoes. 
Por conseguinte, o integral duplo f ffc igual ao volume do conjunto de ordenadas de f 
y s 

[ sobre S. (Ver teorema 2.7 do Volume I, p. 1 13.) 

Mais geralmente, se fe g sao ambas continuas em 5 com f < g , entao o integral duplo 
j /(g -/) e igual ao volume do solido compreendido entre os graficos das funcoes /eg. 
s 

£ evidente que observaedes analogas se aplicam a regioes do tipo II. 


11.14. Exetnplos resolvidos 

EXEMPLO 1. Calcular o volume do solido constituido pelo elipsoide 



Resolucao. O solido em questao esta compreendido entre os graficos das funcoes 
J c g ; sendo 

g(x, y) = cy/l - x z !a 2 - y 2 ,'b* e f(x, y) = -g(x, y) . 

Aqui (x,^) € 5, sendo 5 a regiao eliptica dada por 



Aplicando o teorerha 1 1.9, e tendo em conta a simetria, vem o volume do solido elip- 
soidal dado por 

^ = // (g - /) = 2 J7 g = 8c £ [J^ 1 1 ,a V 1 — x 2 /a 2 - y 2 /b 2 dy] dx . 

S 8 

Seja A = v ; 1 - x 2 /a 2 . Entao o integral do parentesis escreve-se 

J„ U 'JA 2 - y 2 jb 2 dy = A j* A V 1 - y 2 j(Ab) 2 dy . 


Efectuando a mudanea de variave! y= Ab sen r. dy- Ab cost;dt, encontramos para 
0 ultimo integral 
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Portanto 



No caso particular cm que a = b = c o solido e. umaesfera de raio a cujo volume e j na l . 

EXEMPLO 2. O integral duplo deuma fun?ao positiva f,"j[f(x,y)dxdv, reduz-se ao 

s 

calculo dos integrals repetidos : , 

f ^ dx -. . 


Determinar a regiao S e permutar a ordem de integra^ao. 

Resoluyao. Para cada x fixo entre 0 e 1, a integra^ao com respeito a^efectua-se no 
intervaio de x 1 a x. Isto significa que a regiao e do Tipo I e esta limitada pclas duas 
curvas y — x 1 e >>= x. A regiao S e o conjunto de pontos situados entre duas curvas 



¥T 1 ‘ 0| i 2 3 4 5 


Fig. II. II'. Exemplo 2 Fig. 1 1. 12. Exemplo 3. 

e sobre o intervaio [0, 1). (Ver figura 11.1 1). Uma vezqueSe tambemdotipo II pode- 
mos inverter a ordem de integracao obtendo 

EXEMPLO 3. . Um integral duplo de uma fun^ao positiva f j J/(x, d) dx dy , reduz-se 

s 

ao calculo dos integrais repetidos: . “ 
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ntr f(*>y)d*] d y- 

Determinar a regiao S e permutar a ordem de integracao. 

Resoluyfio. Para ca da y fixo entre 0 e 3, a integracao com respeito axe referida ao 
intervalo de 4>V3 a y / 25 - y 2 . Portan to a regiao 5 e do tipo II e esta situada entre as 
duas curvas x = 4y/3 e x = \/ 25 — y 1 . Esta regiao, representada na figura 11.12, e um 
sector circular. Quando se inverte a ordem, a regiao deve dividir-se em duas, ambas 
do tipo I; o resultado e a soma de dois integrals. 

Jo [ir /4/(x ’ y) dy i dx + f Uo' zs ~ x f{x ' y) dy ] dx - 


11.15. Exercicios 

Nos Exercicios l a 5, esbocar um desenho da regiao de integracao e calcularo integral duplo. 

1 . ffx cos (x + y) dx dy, sendo S a regiao triangular cujos vertices sao (0, 0), (71, 0), (71, n). 

$ 

2. _|J(! + x) sen y dx dy, sendo S o trapezio com vertices (0, 0), (1,0), (1 , 2), (0, I ). 

3. fje x+ y dx dy, sendo S = l(x, y) ( jx| + \y\ < 1 }. 
s 

4. ffx 2 y 1 dx dy, sendo S a regiao do primeiro quadrante entre as hiperboles xy = 1 e xy = 2 e as 
s 

duas rectas y ^ x cy — 4x. 

5. j f (x 2 — f)dx dy, sendo 5 a regiao limitada pela curva y = sen x e o intervalo [0, wj. 
s 

6. Uma piramide esta limitada pelos tres pianos coordenados e o piano x + 2y + 3z = 6. Fazer 
um desenho do solido referido e calcular o seu volume por integractlo dupla. 

7. Um solido esta limitado pela superficie z = x 2 — y 2 , o piano XOY e os pianos x = 1 ex = 3. 
Fazer um desnho do referido solido e calcular o seu volume por intermedio de um integral 
duplo. 

8. Calcular, por um integral duplo, o volume do conjunto entre,/ e S se: 

(a) /(x, y) = x 2 + / e S = {(x, y) I |x| ^ 1 , |^| ^ 1} . 

(b) f{x, y) = 3x +y e S = {(x,y) | 4x 2 + 9y 2 <, 36, x > 0,/ > 0}. 

(c) f(x, y) ~y + 2x + 20 e S = {(x, y) | x 2 + y 2 <, 16} . 

Nos Exercicios 9 a 18 supomos que o integral duplo de uma funcao positiva f estendido a 
uma regiao S, se reduz aos integrais repetidos dados. Em cada exercicios traparum esboco de S 
e permutar a ordem de integracao. 

9 ' JoUo^->'>^]^- 

10 - dy - 

n. j i i [jl_f(x,y ) dy]dx. 
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12 - SxU^T^ f(x ’ y)dy ] dx - 

13 - dx - 


14 - /;[T>^] ' /x - 

15 - L[\ l ^J {x 'y )d y\ dx - 

16 - i:u>^] 

17 ■ sise:***-**]*- 
18 - 


,9. Ao calcular-se, por dupla integrapao, o volume E do solido situado abaixo do paraboloide 
z = x l + y 1 e acima de uma regiao 5 do piano XOY , obteve-se a seguinte soma de integrals 
repetidos 

v - /» [jo <** + >■> *] ^ + si ur ^ + > ,2) dx i d y • 

Desenhar a regiao S e exprimir V por integrals repetidos nos quais a ordem de integrapao 
esteja invertida. Efectuar, tambem, a integrapao e calcular V. 

20. Ao calcular-se, por dupla integrapao, o volume V do solido situado sob a superficie 
z = fix, y) e acima de uma regiao S do piano XOY obteve-se a seguinte soma de integrals: 


,'a sen C r 1 risencr rVjJ-yZ -] 

K =/o U^i d y + jsen etjeot c f^y^ dx ] d y- 


Dado que 0 < a < b e 0 < c < nil, desenhar S dando as equapdes de todas as curvas que 
formam a sua fronteira. 

21. Quando por urn integral duplo se calculou o volume V do solido sob a superficie z = f(x,y) 
e acima da regiao 5 de XOY , obteve-se a seguinte soma de integrals repetidos 


v = /’Iff f {x ’ y } d y] dx + JU 8 fix ’ y } d y] dx ■ 

(a) Desenhar a regiao S e exprimir V por integrals repetidos nos quais a ordem de integrapao 
seja invertida. 

(b) Efectuar a integrapao e calcular V quando f(x, y) = e x (xly) X11 

22. Seja A -f' 0 e-<‘dt e B = Calcular o integral 


Integrals 
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em funpao de A e B. Existeni inteiros e positives men tais que 


/ = mA — nB + e -1 — 

Servir-se desta formula para testar a resposta. 

23. Obtem-se um cone unindo todos os pontos de uma regiao plana 5 com urn ponto nao situado 
no piano de S. Designando por A a area de S e por b a altura do cone, provar que: 

(a) A area da seccao produzida por um piano paralelo a base e a distancia t do vertice e 
(t/hYA, se 0 < / < h. 

(b) O volume do cone e | Ah. 

24. Inverter a ordem de integracao para derivar a formula 

Jo Lfo eOT(o ~* , /W d *\ d y = jl (« - x)e mta ~ x) f(x) dx, 

onde a em sao constantes, a > 0. 


11 . 16 . Outras aplica^oes dos integrals duplos 

Ja vimos que os integrals duplos podem servir no calculo de volumes de solidos 
e areas de regioes planas. Muitos outros conceitos tais como massa, centro de massa, 
e momento de inercia podem ser defmidos e calculados com a ajuda de integrals du- 
plos. Esta sec^ao e dedicada a uma breve discussao destes topicos, os quais sao de 
grande importancia na fisica e engenharia. 

Designemos por P o vector que une a origem a um ponto arbitrario no espage tridi- 
mensional. Se n massas positivas m„ m 2 , m„ estao localizadas nos pontos P„ 
P 2 , . . . , P„, respectivamente, o centro de massa do sistema define-se como sendo o pon- 
to C dado pela equacao vectorial 


_ X.<— 1 m k P t 
X*=l m k 

o denominador, Zmk , chama-se a massa total do sistema. 

Se cada massa m k for transladada, segundo um vector A, para um novo ponto Q k em 
que Q k ~ P k + A, o centro de massa e tambem transladado de A, visto verificar-se 


X ntkQk X m k( p k + A) X m k P k _ J ^ „ 

= — =“= + A = C+ A. 

X z m k X m * 

Quer isto dizer que a posi^ao do centro de massa depende unicamente dos pontos #»,, 
P 2 , .... P n e das respectivas massas, mas nao da origem. O centro de massa e uma 
quantidade calculada teoricamente e representa, por assim dizer, um ficticio “ponto de 
equilibrio” do sistema. 

Se as massas estao todas situadas num piano em pontos com coordenadas 
(jc 2 , y 2 ), ( x „ , y„) e se o centro de massa tern coordenadas (x, y), a equaqao vectorial 

que define C pode ser substituida pelas equapoes escalares 
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- _ 2 ”hx k 

e 

2 m k 



No numerador da fracqao definindo x, o termo de ordem k da soma, m k x k , diz-se o 
momento estdtico da massa m k relativamente ao eixo OY. Se uma massa m igual a massa 
total do sistema, fosse colocada no centro de massa, o seu momento estatico relativa- 
mente ao eixo O Y seria igual ao do sistema 

n 

mx = 2 m k x * ■ 

Quando consideramos sistemas cuja massa total esta distribuida em certa regiao do 
piano, em vez de estar situada num numero finito de pontos discretos, os conceitos 
de massa, centro de massa, e momento de inercia definem-se por intermedio de inte- 
grals, em vez de somas. Por exemplo, consideremos uma lamina que tenha a forma de 
uma regiao plana S. Admitamos a materia distribuida sobre essa lamina com uma 
densidade conhecida. Com isto significamos que existe uma funqao nao negativa /, 
definida em S e que f{x , y) representa a massa por unidade de area no ponto ( x , y). 
Se a placa for construida com um material homogeneo, entao a densidade e constante. 
Neste caso a massa total da placa obtem-se efectuando o produto da densidade pela 
area da placa. 

Quando a densidade varia de ponto para ponto utiiizamos o integral duplo da densi- 
dade como definiqao da massa total. Por outras palavras, se a funqao densidade /e inte- 
gravel sobre S, definimos a massa total m(5) da placa pela equaqao 

™(S) = JJ/(x, y)dx dy. 
s ■ 

O cociente 

If fix, y) dx dy 

massa _ s 

area JJ dx dy 

8 

chama-se a densidade media da. placa. Se S e considerada como uma figura geometrica 
em vez de uma placa, este cociente define o valor medio da funqao /em S. Neste caso 
nao se exige que / seja nao negativa. 

Por analogia com o caso Finito, definimos centro de massa da placa como sendc 
o ponto (x, /) determinado pelas equaqoes 

(11.14) xm{S) = || x/(x, >’) dx dy e ym(S) = j J yf(x, _y) dx dy . 
s s 

Os integrals do segundo membro sao os momentos da placa relativamente ao eixo OY 
e OX, respectivamente. Quando a densidade e constante, por exemplo f(x,y) = c, 
o factor c aparecendo em cada um dos membros das equaqoes (11.14) elimina-se 
e obtemos 
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xa(S) — j j x dx dy e .ya(S) = j j y dx dy, 

S 8 

em que a(S) e a area de S. Nesta hipotese o ponto ( x , y) chama-se o centroide da placa 
(ou da regiao S). 

Sendo L uma recta no piano da placa, seja <5(x, y) a distancia dum ponto ( x , y) de 
5aL Entao o numero I L definido peia equapao 

II = // <S 2 (*. y)f(x, >’) dx dy 
s 

chama-se o momento de inercia da placa relativamente a L. Quando f{x,y ) = 1, I L 
chama-se o momento de inercia ou segundo momento da regiao S relativamente a L. 
Os momentos de inercia em relapao aox eixos OX e OY representam-se por / x e I y , 
respeetivamente, e sao dados pelos integrals 

/*=//// (x, y) dx dy e = // * 2 /(x, y) dx dy . 

s s 

A soma destes dois integrals chama-se o momento polar de inercia / 0 em rela^ao a 
origem 

/ 0 = /* + / v = J" J (x 2 + y 2 )f(x, y) dx dy . 
s 

Nota: A massa c o centro de massa de uma placa sao propriedades do corpo 
e sao independentes da local izacao da origem e das direcpoes dos eixos coordena- 
dos. O momento polar de inercia depende da localizaeao da origem, mas nao das 
di recedes escolhidas para os eixos coordenados. Os momentos estaticos e momen- 
tos de inercia em relapao a OX e OK dependent da localizapao da origem eda orien- 
taeao dos eixos. Se uma placa homogenea admite urn eixo de simetria, o centroide 
estara sobre esse eixo, Se existirem dois eixos de simetria o centroide estara sobre 
o ponto de intersecipao. Estas propriedades, facilmente demonstraveis a partirdas 
definipoes dadas, sao muitas vezes uteis no calculo do centro de massa e momentos 
de inercia pelas simplificapoes que introduzem nos calculos. 

EXEMPLO 1. Uma placa deigada de densidade constante c esta limitada por duas 
circunferencias concentricas cujos raios sao a e b e o centro e a origem, 0 < b < a. 
Calcular o momento polar de inercia. 

Resolucao. O integral para /„ e 

/ 0 =c/JV + y 2 ) dx dy , 

8 

com S = l(x, y)\b 2 < x 2 + y 1 < a 1 }. Para simplificar os calculos escrevemos o integral 
como uma diferenpa de dois integrais 
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lo = c j \ (x 2 + y 2 ) dx dy ~ c JJ (x 2 + y 2 ) dxdy, 

5(a) Sit) 

onde 5(a) e 5(6) sao discos circulares de raios a e b, respectivamente. Podemos recor- 
rer a integragao repetida para calcularmos o integral estendido a 5(a) para encontrar- 
mos 


//<*■ 

5(a) 


+ y 2 ) dx dy = 4 



(x 2 + /) dy 



(Omitimos os pormenores dos calculos devido ao facto do integral poder calcularse 
mais facilmente recorrendo a coordenadas polares, o que sera estudado na secpao 
1 1.27.) Portanto 


TTC 




A 4 ) = 7rc(a 2 — A 2 ) 


* (a 2 + b*) a 2 ± b 2 


com m = 7Tc(a 2 - b 2 ), a massa da placa. 


EXEMPLO 2. Determinar o centroide da regiao plana limitada por um arco de si- 
nusoide. 

Resolti<fio. Tomamos a regiao 5 limitada pela curva y = sen x e com 0 < x < n. Por 
simetria, a abcissa x do centroide e x = nil. A ordenada y e dada por 


J j y dx dy fS[J’f 1 *ydy] dx JSisen 2 xdx ^ 

^ dx dy Jjsenxdx 2 8 

s 

11.17. Dois teoremas de Pappus 

Pappus de Alexandria, que viveu no final do Seculo II, foi um dos ultimos geometras 
da Escola de Alexandria de matematicos gregos. Escreveu um compendio de oito livros 
onde recolheu a maior parte dos conhecimentos matematicos daquele tempo. (Deles 
se conservam os seis ultimos e parte do segundo,) Pappus descobriu um certo numero 
de interessantes propriedades dos centroides, duas das quais se expoem a seguir. 
A primeira relaciona o centroide de uma regiao plana com o volume do solido de 
revolupao obtido por rotaipao da regiao em torno de um eixo do seu piano. 

Consideremos uma regiao plana Q, situada entre os graficos de duas funcos continuas 
/eg num intervalo (a, b), com 0 < g <f Seja 5 o solido de revolucao gerado pela 
rotacao de Q em torno de eixo. Seja a(@) a area de Q, y(5) o volume de 5, e/a orde- 
nada do centroide de Q. Quando Q roda para gerar 5, o centroide descreve uma cir- 
cunferencia de raio /. O teorema de Pappus estabelece que o volume de 5 e igual ao 
perimetro desta circunferenda multiplicado pela area de Q, isto e. 
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I (11.15) . v(S) = 2nya(Q) . 

> Para demonstrar esta formula observamos que o volume e dado pelo integral 

I »(S) = *j b lf\x) - g 2 (x)j dx 

f e que y e dado por 

i MQ) = JJ ydydx = £[ f'™ y dy] dx = £ \[f\x) - r«] dx . 

1 0 

r Comparando estas duas formulas obtemos (1 1.15). 

f 

\. EXEMPLO 1 . Volume dum toro. Seja S o toro gerado pela rotapao de um eixo circular 
j; Q de raio R em torno de um eixo do seu piano e a uma distancia b > R do centra de Q. 

\ O volume de S e facilmente calculavel pelo teoremade Pappus. Temos .y— bca(Q) = 
i = nR 2 , pelo que 

v(S) = 2rrya(Q) — 2rr 2 R 2 b . 

O exemplo seguinte mostra que o teorema de Pappus pode tambem usarse na deter- 
minacao de centroides. 

I EXEMPLO 2. Centroide de um semicirculo. Seja y a ordenada do centroide; entao 

Q = {{x,y)\x 2 -Vy 2 ^R\ y > 0 }. 

A area de Q e Quando Q roda em torno do eixo OX gera uma esfera cujo volume 
e Pelo teorema de Pappus temos 


fir R s = 2vyQTrR 2 ) , 

onde resulta y = ^ 

O outro teorema de Pappus, que apresentamos a seguir, estabelece que 0 centroide 
da reuniao de duas regiones planas disjuntas A e B esta situado sobre o segmento deftnido 
pelos centroides de A e B. Mais geralmente, sejam A e B duas placas delgadas que sao 
ou disjuntas, ou se intersectam segundo um conjunto de pontos de medida nula. Sejam 
m(A) e m(B) as massas de A e B e representem C A e C B vectores dirigidos da origem 
para os respectivos centros de massa. Entao a uniao A \jB tern massa m(A) + m(B) 
e o seu centra de massa e determinado pelo vector C, onde 


( 11 . 16 ) 


c _ m(A)C A + m(B)C u 
m(A) + m(B) 


: O cociente que define C e uma combinapao linear da forma aC A + bC B , com a e b esca- 

' lares nao negativos cuja soma vale 1; Uma combinapao linear desta forma diz-se uma 

! 

| 

r- 
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combinacao convexa de C A e C g . A extremidade de C esta pois no segmento de recta 
definido por C A e C B . 

A formula de Pappus (11.16) resuita inmediatamente da definigao de centro de mas- 
sa dada em (11.14). A demonstracao e deixada ao leitor como exerclcio. O teorema 
pode generalizar-se de uma maneira simples a reuniao de tres ou mais regioes. £ parti- 
cularmente util na pratica quando uma placa de densidade constante e constituida por 
diferentes partes, cada uma das quais possui simetria geometrica. Determinamos o cen- 
troide de cada parte e formamos depois uma adequada combina 9 iio convexa para 
determinarmos o centroide da reuniao. No Exercicio 21 da Sec?ao seguinte dao-se 
exemplos. 


11.18. Exercicios 

Nos exercicios 1 a 8, a regiao S e limitada por uma ou mais curvas definidas pelas equates 
dadas. Em cada caso desenhar a regiao S e determinar as coordenadas x e y do centroide. 

1- y = x 2 , x+7 = 2. 

2. y 2 = x + 3 , y 2 — 5 — x. 

3. x — + 8 = 0 , x + 37 + 5 = 0 , x = —2 , x=4. 

4. y = sen* x, 7=0, 0 <i x *r . 

7 T 

5. y = sen x , y — cos x , 0 <, x £ — . 

6. 7= log x, 7 = 0, 1 ^ x <, a. 

7 - Vx + V7 = 1 , x = 0 , 7 = 0 . 

8. x‘ A + 7^ = 1, x=0, 7 = 0, no primeiro quadrante. 

9. Uma placa delgada e limitada por um arco de parabola y = 2x — x* e por OX no intervalo 
0sx<2. Determinar a sua massa se a densidade em cada ponto (x, y) e (1 — 7)/(! + x). 

10. Determinar o centro de massa de uma placa delgada com a forma de rectangulo A BCD, 
se a densidade em cada ponto e igual ao produto das distancias do ponto aos dois lados 
conscutivos AB e AD. 

Nos Exercicios 1 1 a 16, calcular os momentos de inercia I x e I y de uma placa delgada S no 
piano XOY, limitada por uma ou mais curvas definidas pelas equagoes dadas. Em cada exercicio 
/(x, 7) representa a densidade num ponto arbitrario (x, 7) de S. 

11 . 7=sen*x, 7 = — sen 2 x, — ”<,x<,ir; f(x,y) = 1 . 

" + | = i > y=°> 0<c<a, b> 0; /(x,7) = l. 

13. (x -r) 2 + (7 - r) 2 = r 2 , x=0, 7 = 0 , O^x^r, 0£y£r; f(x,y) = 1. 

14. *7 = 1 , xy =* 2, x= 27 , 7 = 2 x, x>0,- 7>0; f(x,y) = 1 . 

15. 7 = e* , 7 = 0, O^x^a; f(x,y)=xy. 

16. 7 = -J 2 x , 7=0, 0 £x^ 2; /(x, 7) = |x - 7I . 

17. Seja S uma placa delgada de massa m e l 0 e L duas rectas paralelas situadas no piano de S, 
das quais L 0 passa pelo centro de massa de S. Demonstrar o teorema dos eixos paralelos: 


h = 4 0 +mh 2 , 
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onde h e a distancia entre as duas rectas L e L 0 . 

(Sugestao: Uma criteriosa escolha dos eixos simplificara a demonstrafao). 

18. O contorno de uma placa e uma eiipse de semi-eixos a e b. Seja L a recta do piano da placa 
passando pelo centro-da eiipse e fazendo um angulo a com o eixo de comprimento la. Se a 
densidade e constante e se a massa da placa e m, provar que o momento de inertia / L e igual 
a i m(a 2 sen 2 a + 6 2 cos 2 or). 

19. Determinar a distancia media de um vertice de um quadrado de lado h aos pontos interiores 
do quadrado. 

20. Seja S a distancia de um ponto arbitrario P, no interior de um circulo de raio r, a um ponto 
fixo P„ cuja distancia ao centra do circulo e h. Determinar o valor medio da funtpao S 2 sobre 
a regiao deHnida pelo circulo. 

21. Sejam A, B, Cos seguintes rectangulos do piano XOY. 

A = [0,4] x [0, 1], B = [2,3] x [1,3], C=[ 2, 4] X [3,4], 

Usar o teorema de Pappus para determinar o centroide de cada uma das seguintes figuras: 

(a) A u B. (c) B u C. 

(b) AyjC. (d ) A vBvC. 

22. Um triangulo isosceles T tern base 1 e altura h. A base de T coincide com um lado do rec- 
tangulo R de base I e altura 2. Determinar um valor de h de tal maneira que o centroide de 
R u T esteja sobre o lado comun de R e T. 

23. Um triangulo isosceles T tern base 2r e altura h. A base de T coincide com o diametro do 
contorno de um semicirculo D de raio r. Determinar a relacao que deve existir entre r eh, 
de tal maneira que 0 centroide deT'J D esteja situado no interior do triangulo. 


11.19. Teorema de Green no piano 

O segundo teorema fundamental do calculo, para os integrals de iinha, estabelece 
que o integral de linha de um gradiente t 7 /ao longo de uma linha unindodois pontos 
a e b pode exprimir-se em fungao dos valores /(a) e /(£>). Existe um teorema analogo, 
em duas dimensoes, pelo qual se exprime o integral duplo estendido a uma regiao plana 
R corno um integral de linha tornado ao longo da curva fechada que constitui a frontei- 
ra de R. Este teorema e usualmente referido como o teorema de Green.§ Pode enunciar- 
se de varias maneiras; a mais corrente e na forma da identidade: 

(n.17) JJ (I? “ 1^) dx dy = i c F dx + Q dy ' 

R 

A curva C, que aparece no segundo membro, e o contorno da regiao R, e o simbolo de 
integra9ao <j) indica que esta se faz ao longo desse contorno e no sentido directo, como 
se indica na figura 11.13. 


$ Em homenagem a George Green (1793-1841), um matematico ingles que se debrucou sobre as aplica- 
coes da matematica a electricidade e magnetismo, fluxo de fluidos e a reflexao e refraefo da iuz e do som. 
O teorema que ostenta o nome de Green aparece ja nos trabalhos de Gauss e Lagrange. 
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Fig. 11.13. A curva C c o contorno de R, percorrido no sentido 

directo 

Sao necessarios dois tipos de hipoteses para a validade desta identidade. Primeiro, 
impoem-se condigoes as fungoes P e Q para assegurar a existencia dos integrals. As 
mais frequentes sao que Pc Q sejam continuamente diferenciaveis num conjunto aber- 
to S contendo a regiao R. Isto implica a continuidade de Pc Q em C, bem como a con- 
tinuidade de dPIdy e dQldx em /?, embora o teorema seja valido sob hipoteses menos 
restrictivas. Segundo, existem condigoes de natureza geometrica a serem impostas a 
regiao R e a sua fronteira C. A curva Cpode ser qualquer curva fechada, simples , rectifi- 
cavel. O termo “rectificavel” significa, evidentemente, que C tem um comprimento 
finito. Para explicar o que deve entender-se por curva fechada simples fazemos refe- 
renda a fungao vectorial que a define. 

Suponhamos que C e descrita por uma fungao vectorial continua a definida num 
intervaio [a, b ]. Se «(a) = a(b), a curva diz-se fechada. Uma curva fechada na qual 
«-(/,) ^ a(/j) para todo o par de valores t, =£ r 2 do intervaio semi-aberto (a, A] diz-se 
uma curva fechada simples. Quer isto dizer que, excepto para os extremos do intervaio 
[a, />], valores diferentes de t dao lugar a pontos distintos da curva. A circunferencia e 
o exemplo tipico da curva fechada simples. 

Curvas fechadas simples planas chamam-se habitualmente curvas de Jordan , em 
homenagem a Camille Jordan (1838-1922), um famoso matematico Trances que foi 
dos pioneiros nos conceitos de curvas fechadas simples e de comprimento de arco. 
Toda a curva de Jordan C decompoe o piano em dois conjuntos abertos conexos dis- 
juntos admitindo a curva C como fronteira comum. Uma dessas regioes e limiiada 
e chama-se o interior (ou regiao interior) de C. (Um exemplo e a parte sombreada da 
figura 11.13). A outra e nao limitada e chama-se o exterior (ou regiao exterior) de C. 
Para algumas curvas de Jordan famitiares tais como circunferencias, elipses, ou poli- 
gonos elementares, e instructivamente evidente que a curva divide o piano numa regiao 
interior e noutra exterior, mas provar que isto e verdadeiro para uma curva de Jordan 
qualquer nao e tarefa facil. Jordan foi o primeiro a referir que esta proposigao exige 
demonstragao; o resultado e conhecido pelo teorema da curva de Jordan. Ate final do 
seculo XIX Jordan e outros matematicos publicaram demonstragoes incompletas. 
Em 1905 o matematico americano Oswald Veblen (1880-1960) estabeleceu aprimeirr 
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j demonstragao completa deste teorema. O teorema de Green e valido sempre que C 
f seja uma curva de Jordan rectificavel, e a regiao R a reuniao de C com o seu interiorf . 
Uma vez que nao definimos integrals de linha ao longo de curvas arbitrarias rectifica- 
veis, restringimos a nossa discussao aqui a curvas seccionalmente regulares. 

Existe outra dificuldade lecnica associada com a formulaqao do teorema de Green. 
Ja observamos que, para a validade da identidade (1 1.17), a curva C deve ser percqrri- 
da no sentido directo. Intuitivamenle, isto significa que urn individuo caminhando ao 
longo da curva neste sentido, tern sempre a regiao R a sua esquerda. Mais uma vez, 
para algumas curvas de Jordan usuais tais como as referidas atras, 0 significado da 
expressao “percorrer a curva no sentido directo” e intuitivamente evidente. Contudo, 
num tratamento absolutamente rigoroso do teorema de Green ter-se-a que definir esta 
btpressao em termos complectamente analiticos, isto e, em termos de fungao vectorial 
a que define a curva. Uma definig.ao possivel e a esbogada na Secgao 11.24. 

Tendo assinalado algumas das difi.culdades associadas com a formulagao do teorema 
de Green, vamos enuncia-io na forma geral e indicaremos, de maneira abreviada, 
porque e verdadeiro para ccrtas regioes particulares. Nesta discussao o significado de 
“sentido directo” sera inluitivo, pelo que o tratamento nao sera completamente 
rigoroso. 

TEOREMA 11.10. TEOREMA DE GREEN PARA REGlONES PLANAS LIMITADAS POR CUR- 
VAS DE JORDAN SECCIONALMENTE REGULARES. Sejam P e Q campos escalares continua- 
mente diferenddveis num conjunto aberto S do piano XOY. Seja C uma curva de Jordan 
seccionalmente regular, e represente R a uniao de C com o seu interior. A dmita-se que R e 
urn subconjunto de S. Entao verifica-se a identidade 

(11.18) JJ dx dy -j> v Pdx + Qdy, 

R 

onde o integral de linha se torna ao longo de C no sentido directo. 

Nota: A identidade em 1 1.18 e equivalente as duas formulas 

(11.19) 
e 

( 11 . 20 ) 

Com efeito, sc ambas sao verdadeiras, somando-as membra a membra deduz-se 
(11.18). Inversamente, se (11.18) e verdadeiro podemos obter (11.19) e (11.20) 
como casos particulares fazendo P = 0 e Q = 0, respectivamente. 



t Na obra do autor Mathematical Analysis. (Trad, cspanhola Analisis Matemalico) no capitulo 10 encontra- 
se uma demonstrayao do leorema de Green para regioes com esta gencraiidade. 
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Demonstrafao para regioes particulars, Vamos provar (1 1.20) para uma regiao R do 
Tipo I. Uma tal regiao e da forma 

R = {(x,y)\a<x<b e /(*)</<£(*)}, 

onde / e g sao continuas cm [a, b 1 com / < g. A fronteira Cde R e formada por quatro 
partes, um arco inferior C, (o grafico de /), outro superior C 2 (o grafico de g), e dois 



Fig. 11.14 Demonslracao do teorema de Fig. 11.15. Demonstraeao do teorema de 
Green para uma regiao particular. Green para uma regiao mais geral. 


segmentos de recta paralelos a OY , percorridos no sentido indicado pelas setas(figura 
11.14). 

Calculemos em primeiro lugar o integral duplo — f f ( dPIdy ) dx dy por integra?ao 

R 

repetida. Integrando em primeiro lugar com respeito a y temos 


( 11 . 21 ) 



= J 6 P[x,f{x)] dx - /V[x, g(x)] dx. 

va v a 


Por outro lado, o integral curviiineo \ C P dx pode escrever-se: 

jc pdx= L l pdx+ L/ dx ’ 

uma vez que o integral de linha, ao longo de cada segmento paralelo a OY, e zero. 
Para calcular o integral ao longo de C, usamos a representagao vectorial a(t) = ti + 
+f( l V P ara obtermos 
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Para calcular o integral ao longo de C 2 usamos a representa?ao t*(f) = ti + g(t)j e 
| tomamos em conta a inversao do sentido para obtermos 

f f Ct Pdx=-f b a P[t,g(t)]dt. 

} Portanto temos 

? j c p dx = £ Pt<,/(01 dt - P[t, g(0] dt . 

* 

r- 

- Comparando esta equagao com a formula (1 1.21) obtemos (1 1.20). 

Urn raciocinio semelhante permitira demonstrar (11.19) para regioes do Tipo II. 
Obtem-se assim uma demonstragao do teorema de Green quer para regibes do Tipo I, 
' quer do Tipo II. Uma vez feito isto, o teorema pode ser demonstrado para aquelas 
regiSes R que podem decompor-se num numero finito de regioes daqueles dois tipos. 
Com essa final idade efectuam-se cortes transversais, como se representa na figura 
11.15, aplica-se o teorema a cada subregiao e adicionam-se os resultados. Os integrals 
de linha ao longo das secedes transversais anulam-se aos pares, como se sugere na 
figura, e a soma dos integrais de linha ao longo das fronteiras das subregioes e igual ao 
integral de linha ao longo da fronteira de R. 


1 1.20. Algumas aplicaeoes do teorema de Green 

Os exemplos que apresentamos a seguir ilustram algumas aplicaeoes do teorema de 
Green. 

EXEMPLO 1. Calcular, por intermedio do teorema de Green, o trabalho efectuado 
pelo campo de formas /( x, >•) = (>• + 3x)i + (2 y - x]j actuando sobre uma particula 
obrigando-a a descrever uma vez a elipse 4 x 2 + = 4 no sentido directo. 

Resolucao. O trabalho e igual a j C P dx + Q dy, sendo P= y + 3x. ^2^-reC 
a elipse. Uma vez que dQtdx- d p ldy= —2, o teorema de Green da-nos 

J c P dx + Q dy = { { (-2) dx dy = -2 a(R) , 

R 

em que a(R) e a area da regiao interior a elipse. Porque a elipse tern semi-eixos a = 1 
e b = 2, a sua area e nab = 2n e o valor do integral de linha e — 4 n. 

EXEMPLO 2. Calcular o integral de linha ^(S-xy-^dx -(2xy~x z )dy, sendo C 
o quadrado de vertices (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1), percorrido no sentido directo. 


430 


Calculo 


Resolucdo. Neste caso P=5 — xy — y 1 , Q=x 1 —2xy, e dQldx - dP/dy= 3jc. 
Logo, pelo teorema de Green, temos 

, J P dx + Q dy = 3 j j x dx dy = 3x , 

R 

representando x a abcissa do centroide do quadrado. Visto que x e obviamente j, o va- 
lor do integral de linha e %, 

EXEMPLO 3. A area expressa como urn integral de linha. O integral duplo para a area 
a{R) da regiao R pode escrever-se 

RR 

em que PeQ sao tais que dQldx - dPidy = 1. Por exemplo, podemos tomar Q{x, y) = 
= |xe P(x, y) = - Se R e uma regiao cuja fronteira e uma curva de Jordan C, 
podemos aplicar o teorema de Green para exprimir a(R) como um integral de linha!, 

a(R) = f P dx + Q dy = - f — y dx + xdy. 

Jc 2 Jc 

Se a curva fronteira C se define parametricamente por 

x = X(t), y = Y(t), a<t^b, 
o integral de linha para a area escreve-se 

1 r» , lH*(f) Y(t ) 

«(*) = - {-y(0X'(0 + ^(0n<)}^ = ^ dt. 

2 Ja 2Ja\ X'(t) y'(r) 


11.21 Uma condicao necessaria e suficiente para que um campo vectorial bidimensional 
seja um gradiente 

Seja f(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j um campo vectorial que e continuamente diferen- 
ciavel num conjunto aberto 5 do piano. Se/e um gradiente em S temos 

3P = dQ 
dy dx . 


( 11 . 22 ) 
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em todo S. Por outras palavras, a condigao (11.22) e necessaria para que f seja um 
gradiente. Como ja foi observado, esta condi^ao nao e suficiente. Por exemplo, 
o campo vectorial 


fix, y ) = 


x 2 + / 


i 4- 


-x 2 + / 


|verifica (1 1.22) em todo o conjunto S= R 1 - 1(0, 0)}, mas / nao e um gradiente em S. 

No teorema 10.9 provou-se que a condicao (1 1.22) e uma condiijao necessaria e sufi- 
| ciente para que f seja um gradiente em S se S e convexo. Com auxilio do teorema de 
Green podemos generalizar este resultado a uma classe mais geral de conjuntos pia- 
nos, a dos conjuntos simplesmente conexos. Estes definem-se como a seguir se indica. 


DEFINICAo DE UM CONJUNTO PLANO SIMPLESMENTE CONEXO. Seja S um conjunto 
conexo aberto no piano. Entao S diz-se simplesmente conexo se, para cada curva de Jordan 
C situada em S, o interior de C e lambent um subconjunto de S. 

Uma coroa circular (conjunto de pontos situados entre duas circunferencias con- 
centricas) nao e simplesmente conexa porque toda a regiao. interior a uma circunfe- 
rencia concentrica com as anteriores e cujo raio esteja compreendido entre os daquelas 
nao e um subconjunto da coroa. Intuitivamente falando, dizemos que S e simplesmente 
conexo quando nao tern “buracos”. Outra maneira de descrever a conexao simples 
consiste em dizer que nela uma curva C, de S' ligando dois quaisquer pontos pode ser 
continuamente deformada ate outra curva qualquer C t de S unindo esses dois pontos, 
com todas as curvas intermedias durante a deforma<;ao permanecendo completamente 
em S. Uma outra definigao, a qual pode mostrar-se ser equivalente a anterior, estabe- 
lece que um conjunto conexo aberto S e simplesmente conexo se o seu complemento 
(relativo a todo o piano) nao e conexo. Por exemplo, uma coroa circular nao e sim- 
plesmente conexa porque o seu complemento e nao conexo. Um conjunto aberto co- 
nexo que nao seja simplesmente conexo chama-se multiplamente conexo. 

TEOREMA 11.11. Sejaf(x,y)= P(x,y)i+ Q(x. y)j um campo vectorial continuamente 
diferenciavel num conjunto S simplesmente conexo aberto no piano. Entao f e um gradiente 
em S se e so se 


(11.23) 


d I. = d Q 

dy dx 


en todos os pontos de S. 


Demonstracao. Como ja se fez notar, a condi^ao (1 1.23) e necessaria para que/seju 
um gradiente. Vamos agora provar que tambem e uma condigao suficiente. 

Pode demonstrar-se que em qualquer conjunto piano conexo aberto S , todo par de 
pontos a e x pode unir-se mediante uma linha poligonal em escada simples, isto e, por 
uma escala poligonal cujos lados sao paralelos aos eixos coordenados e que nao se 
intersectam. Se o integral de linha de/ de a a i, tern o mesmo valor para cada linha 
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polihonal em escada simples de 5 unindo a a x, entao o mesmo raciocinio empregado 
para demonstrar o teorema 10.4 prova que / e um gradiente em S. Por conseguinte, 
necessitamos verificar somente que o integral de linha de /, desde a ate x, tern o mes- 
mo valor para toda a linha poligonal em escada em S unindo a ax. 



a 


Fig. 11.16. Independence da linha numa regiaosimplesmentc conexa. . 


Sejam C, e C 2 duas linhas poligonais em escada simples de S unindo a ax. Algumas 
partes destas linhas poligonais podem coincidir ao longo de certos segmentos de recta. 
As restantes partes intersectar-se-ao quando muito um numero Finito de vezes, 
e formarao fronteiras de um numero finito de regioes poligonais, seja /?,, ..., R m . 
lima vez que S' se supoe ser simplesmente conexa, cada uma das regioes R k e um sub- 
conjunto de S. Na figura 11.16 apresenta-se um exemplo. A linha acheio representa C, 
e a linha a tracejado representa C 2 e as partes sombreadas representam R,, ..., 

(Ao longo do segmento pq essas duas linhas poligonais coincidem). 

Observemos agora que o integral de linha de f desde a a x ao longo de C,, mais o in- 
tegral de x ate a ao longo de C 2 e zero porque o integral ao longo da linha fechada 
e uma soma de integrals tornados sobre os segmentos comuns a C, e C, mais os inte- 
gral tornados ao longo das fronteiras das regioes R Os integrals calculados ao longo 
dos segmentos comuns anulam-se dois a dois, uma vez que cada segmento comum e 
percorrido duas vezes, em sentidos opostos, e a sua soma e zero. O integral sobre 
a fronteira r k de cada regiao R k e tambem zero porque, pelo teorema de Green, pode- 
mos escrever 

Tt Rk 
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eo integrando do integral duplo e zero devido a hipotese dP/dy = dQ/dx. Resuitaque 
o integral de a a x, ao longo de C,, e igual ao calculado ao longo de C 2 . Como ja se 
observou, isto implica que / e um gradiente em S. 


11.22. Exercicios 

1 . Aplicar o teorema de Green para calcular o integral de linha <p /dx + x dy quando 

(a) C e o quadrado com vertices (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2). ° 

(b) Ceo quadrado com vertices (± 1, + I). 

(c) Ceo quadrado com vertices (± 2, 0), (0, + 2). 

(d) Ceo circulo de raio 2 e centro na origem. 

(e) C tern a equacao vectorial a(t ) = 2 cos' ti 4- 2 sen’ tj, 0 5 t < 2 n. 

2. Se P(x, y) — xe-P e Q(x , y) = — x 1 y e-f + I/(x ! + g 2 ), calcular o integral de linha® P dx + 
Q dy ao longo da fronteira do quadrado de lado 2 a determinado pelas desigualdades|x| g a 
e I y\ S a. 

3. Seja C uma curva fechada simples no piano XOY e l z o momento de inercia (em rela^ao ao 
eixo OZ) da regiao interior a C. Mostrar que existe um inteiro n tal que 

"h =j> c ^dy -fdx. 


4. Dados dois campos escalares u cv, continuamente diferenciaveis num conjunto aberto que 
contem o disco circular R cuja fronteira e a circunferencia x 2 + y 2 — 1, definem-se dois 
campos vectoriais /eg do tnodo seguinte: 

/ du du\ ( dv dv\ 

Rx,y) = v(x,y)r + u(x,y)j, g(x,y) - ^ - y y Ji + (^ ~ Ty jj. 

Determinar o valor do integral duplo J jf g dx dy se e sabido que sobre a fronteira de R se 
tern «(x, y) = 1 e y) = y. R 

5. Se f e g sao continuamente diferenciaveis num conjunto conexo aberto S do piano, provar 

que<p c /vg- da = -<p c gv/*d« para toda a curva de Jordan C seccionalmente regular 
ernx ^ 

6. Sejam u e v campos escalares admitindo derivadas parciais de primeira e segunda ordens 
continuas num conjunto aberto conexo S do piano. Seja R uma regiao de 5 cuja fronteira 
e uma curva de Jordan C seccionalmente regular. Provar que: 


(a) fw * + - |)| d*dy- 

<w H fS - "I) * + (“| - »f) d > - //(“ 


d 2 u 


dx By dx By 


\ dx dy. 


Derivadas normais. in a secfao 10.7 definimos integrals de linha a respeito do comprimento de 
arco de tal modo que e valida a seguinte igualdade: 


\ o Pdx+Qdy=\ c fTds, 
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sendo f ~ Pi + Qj e T o vector unitario tangente a C. (O produto escalar/ ■ T da a componente 
tangencial de/ ao longo de C.) Se Ce uma curva de Jordan definida por uma fungao a continua- 
mente diferenciavel, seja a(/) = X(t)i + Y(t)j, o vector unitario normal exterior n a Cdefine-se 
pela equa?&o 

nit) = (y'(r)i - X\t)j) 

sempre que j- 0. Se 9 e urn campo escalar com gradiente v <? em C, a derivada normal 

dyldn define-se em C mediante a equapao 

dw 

~Z~ = Vy«. 

an 

Esta e, evidentemente, a derivada direccional de na direccao de n. Estes conceitos aparecem 
nos restantes exercicios desta seccao. 

7. Se/= Qi — Pj, mostrar que 


j c Pdx + Qdy= j c f-nds. 


(O produto escalar f-n da a componente normal de/ ao longo de C.) 

8. Sejam /eg campos escalares admitindo derivadas parciais continuas de primeira e segunda 
ordem num conjunto aberto S no piano. Designese por R uma regiao (em S ) cuja fronteira 
e uma curva C de Jordan seccionalmente regular. Provar as seguintes identidades, com 
d'u/dx 2 + d*u/dy 1 . 


(a) -<j) -^ds = J*J" dx dy . 


(b) j)f*f n ds = jj (fV*g + Vf ■ Vg) dx dy . 

R 

(c) ~*l[) ds= jj ~S V 2 D dxd y- 

R 

A identidade (c) e conhecida por formula de Green', ela mostra que 



i *** 


com /e g harmonicas em R (isto e, quando^ z /= v 2 g = 0 em R) 

9. Supor que a equa^ao diferencial 


P(x,y) dx + Q(x, y) dy = 0 

admite urn factor inlegrante u{x, y) que nos permite obter uma familia de solucoes a urn 
parametro da forma r, y) = C. Se o declive da curva <p(x, y) = C em (x, y) e tg 0, o vector 
unitario n e 

n = sen 0 1 — cos 0 j. 
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% Existe um campo escalar g(x, y) tal que a defivada normal de p e dada pela formula 

| • ■ 

f • » Sq> 

I ’ , ^ ^ Kx,y)g{x,y), " . 

onde ?p/dn = £>■«. Determinar uraa formula explicita para g(x, y ) em funcao de P(x, y) e 

: Q(x,y). ‘ 1 • ;• V ... • *' ' 


* 11.23 Teorema de Green para regioes muUiplamente conexas 

r O teorema de Green pode generalizar-.se para se aplicar a certas regioes multipla- 
f mente conexas. ' ' ‘ : 


TEOREMA 1 1 ! 12. TEOREMA DE GREEN PARA REGIOES MULTIPLAMENTE CONEXAS. 

: Sejam C„ ... , C„, a curvas de Jordan seccionalmente regulares gozando das seguintes 
! propriedades: , - . • " . . ? , ' ; 

; (a) Duas quaisquer dessas curvas nao se intersectam. .. 'r- . 

(b ) As curvas C 2 , ... , C„estao todas situadas no interior de C,. 

(c) A curva C )est a no interior da curva Cjpara i t j.i> ij> i. ;• - 

Seja R a regido formada pela uhiao de C, com a porcao do interior de C, que nao e interior 
a qualquer das curvas C 2 , C 3 , .... C„. ( Na Jigura 1 1. 17 esla representado um exemplo de 
tal regiao). Sejam P e Q continuamente diferenciaveis nunt conjunto aberto S contendo R. 

Entao e valida a seguinte identidade: 

.... j~ . ■ - . v 

(11.24) f'f - — ) dx dy = (P dx + Q dy) - £ <£ (.P &*' + Q W • 

J J \ox dyl J c x *=2 Jc k * 

O teorema pode demonstraf-se recorrendo a introducao de secedes transversais que 
transformam R na uniao de um numero finito de regioes simplesmente conexas limita- 
das por curvas de Jordan. Aplica-se o teorema de Green a cada parte separadamen- 



Fio. 1 1.17. Uma regiao muUiplamente co- Fig. 1 1.18. Dcmonslrueao do teorema de 
. . nexa. Green para uma regiao muUiplamente co- 

nexa. 
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te, adicionando-se depois os resultados. Vamos exemplificar como pode efectuar-se a 
derrtonstragao* quando n = 2. Por indugao pode demonstrar-se o caso mais geral com 
um numero n de curvas. 

A ideia da demonstragao quando n — 2 esta figurada com o exemplo da figura 11.18; 
C, e C 2 sao duas circunferencias, sendo C, a maior. Consideremos as secgoes AB e 
CD, como se indica na figura. Seja a curva de Jordan formada pela metade supe- 
rior de C 2 , a metade superior de C, e os segmentos AB e CD. SejaK 2 a curva de Jor- 
dan formada pela metade inferior de C,, a metade inferior de Q e os dois segmentos 
AB e CD. Apliquemos agora o teorema de Green a cada uma das regioes limitadas 
por AT, e K 2 e adicionemos as duas identidades obtidas. Os integrals de linha ao longo 
das secgoes transversals anulam-se (visto cada tal secgao ser percorrida duas vezes em 
sentidos contrarios), resultando entao a igualdade 

J dxdy — <j> (P dx -f Q dy) — -j)(Pdx + Q dy) . 

n dy ° x Ct 

O sinal menos aparece devido ao sentido segundo o qual e percorrida a curva C 2 . 
Ora a igualdade anterior corresponde a (11.24) quando n = 2. 

Para uma regiao simplesmente conexa, a condigao d Pld y = d Q/d x implica que o 
integral de linha jPdx + Qdy e independente do caminho ao longo do qual se consi- 
der (teorema 11.1 1). Como ja fizemos notar, se S e nao simplesmente conexa, a con- 
digao dP/dy- dQldx nao implica necessariamente independence do integral em re- 
lagao a linha ao longo do qual se calcula. Contudo, neste caso existe’um substituto 
para a condigao de independence referida que pode deduzir-se do teorema 11.12. 

TEOREMA 11.13. INVARIANCIA DE UM INTEGRAL DE LINHA FACE A DEFORMACAO 
DA LINHA DE INTEGRACAO. Sejam P e Q continuamente diferenciaveis num conjunto 
conexo aberto S do piano e admita-se que d PI dy= dQldx em todo S. Sejam C, e C 2 
duas curvas de Jordan seccionalmente regulares situadas em S e satisfazento as seguintes 
condipoes: 

(a) C 2 esta no interior de C,. 

(b) Os pontos interiores a que sao exteriores a C 2 pertences a S. (A figura 11.19 
represent a um exemplo.) 

Entao tem-se 

(11.25) £ P dx + Q dy = j c P dx + Q dy 

sendo ambas as curvas percorridas no mesmo sentido. 

Demonstrapao. Sob as condigoes estabelecidas, a equagao (11.24) e aplicavel quan- 
do n = 2. A regiao R consiste daqueles pontos situados entre as curvas C, e C 2 e das 
proprias curvas. Visto que dP/dy— dQldx em S, o primeiro membro da equagao 
(1 1.24) e zero e obtemos (11.25). 



WW'VV- I’Wt* 
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O teorema 11.13 e por vezes referido como afirmando que se dPldy= dQldx cm 
S, o valor do integral de linha ao longo de uma curva fcchada simples, scccional- 
mente regular, pertencente a S, permanece inalterado sc a curva se deforma ate coin- 
cidir com outra curva simples, fcchada, seccionalmcntc regular dc S. desde que todas 


; 

; 



Fig. 11.19. Invarianciu do integral de linha face a deformapao da linha dc inte- 

grapao. 


as curvas intermediarias que se vao obtendo por deformacao da inicial permanecam 
em S. O conjunto 5 supoe-se ser aberto e conexo-nao nccessariamcnte simplcsmente 
conexo. 

★ 11.24. O numero de giros 

Vimos que o valor de um integral dc linha dependc muitas vezes. da curva ao longo 
da qual sc efectua a integrapao e tambem do sentido segundo o qual a curva c dcs- 
crita. Por exemplo, a identidade no teorema dc Green cxige que o integral de linha 
seja calculado no sentido directo. Num estudo absolutamente rigoroso do teorema dc 
Green serd nccessario descrever analiticamcnte o significado da expressao “percorrcr 
uma curva fechada no sentido directo”. Para algumas curvas particulates isto pode 
conseguir-se por convcnpoes espccificas a respeito da funpao vectorial a que define a 
curva. Por exemplo, a funpao vectorial a definida no intervalo 10, 2 ttI pcla equapao 


( 1 1 . 26 ) <x(r) = ( a cos t + x 0 )i + ( a sen t + y 0 )j 

define uma circunferencia de raio a com centro cm (x 0 , y,,). Esta funpao particular 
diz-se dcscrcver a circunferencia no sentido positivo ( ou directo) ( contrario ao do mo- 
vimento dos ponteiros do relogio). Por outro lado, sc substituirmos / por —/no segun- 
do membro de (1 1.26) obtemos uma nova funpao da qual se diz descrever a circunfc- 
rcncia no sentido negativo ou inverso {o sentido do movimento dos ponteiros do relogio). 
Demos assim uma deScripao analitica complcta de sentido positivo e sentido negativo 
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para a circunferencia. Todavia, ja nao e tao simples definir a mesma ideia para uma 
curva fechada arbitrdria. Para curvas seccionalmente regulares tal sera possivel fazer- 
se pela introducao do conceito do numero de giros, um artificio analitico que nos da 
um mclodo matematicamente preciso de contar o numero de vezes que um raio vec- 
tor a “gira em torno” de um dado ponto, quando vai descrevendo uma dada curva 
fechada. Nesta Sec^ao vamos desacrever, resumidamente, um metodo de introducao 
do numero de giros, para em seguida indicarmos como pode ser usado para atribuir 
sentidos positivos e negativos a curvas fechadas. 


Seja C uma curva plana fechada, seccionalmente regular, descrita por uma funcao 
vectorial a definida num intervalo [o, ft], por exemplo 


a(/) = X(t)i + Y(t)j se a<t<b. 


Seja P 0 - (x 0 , g 0 ) um ponto nao pertencente a C. Entao o numero de giros de a, em 
rela^ao ao ponto P 0 , representa-se por W(a; P 0 ); deftne-se como sendo o valor do se- 
guinte integral: 


(11.27) 


W{ 




[x(t) - x 0 ]y'(o - [no - >’o]*'(o 

[X(D - X 0 f + [no - y 0 f 


dt. 


Este e o mesmo que o integral de linhr 


(11.28) 


J_ -(>’ ~ >'o) dx + (x - x 0 ) dy 

2rr Jc (x - x 0 ) 2 + (g -g 0 ) 2 


Pode demonstrar-se que o valor deste integral e sempre um inteiro , positivo, negativo 
ou nulo. Alem disso, se C e uma curva de Jordan (curva fechada simples) este inteiro 
e zero se P 0 e exterior a C e toma os valores + 1 ou - 1 se P 0 e interior a C. (Ver fi- 
gura 1 1.20.) Consequentemente, lY(a; P 0 ) e + 1 ou — 1 para todo o ponto P B interior a 



Numero de giros + 1 Numero de giros — 1 Numero de giros 0 


Fig. 1 1.20. Valores possiveis do numero de giros de uma curva de Jordan C com 

respeito ao ponto P 0 . 


C. Tal facto permite-nos definir orienta?6es positivas e negativas para C do modo 
seguinte: Se o numero de giros, W(a, P 0 ), e + 1 para todo ponto P 0 interior a C dize- 
mos que a define C no sentido positivo ou directo Se o numero de giro e — 1 dizemos 
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| que a define C no sentido negativo ou inverso. [um exemplo do integral (11.28) com 
x 0 = Jo = 0 foi encontrado no Exemplo 2 da Secqao 10. 161. 

[ Para dernonstrarmos que o integral que define o numero de giros e sempre + 1 ou 
; — 1 , para uma curva simples fechada contendo no seu interior o ponto (x„, j'o), reco- 
rremos ao teorema 11.13. Seja S uma regiao conexa, aberta, formada por todos os 
pontos do piano excepto (x 0 , y a ). O integral de linha (1 1.28) pode entao escrever-se na 
forma jcPdx + Qdy\ e e facil verificar que dPldy— dQldx em toda a regiao S. Por 
conseguinte, se (x 0 , ^ 0 ) e interior a C, o teorema 11.13 diz-nos que podemos substi- 
j tuir a curva C por uma circunferencia com centro em (x 0 , _y 0 ) sem mudar o valor do 
1 integral. Verificamos seguidamente que para uma circunferencia o integral que define 
o numero de giros e + 1 ou - 1, dependendo o valor do facto da circunferencia ser 
descrita positivamente ou negativamente. Para uma circunferencia orientada positi- 
: vamente podemos usar a representacao dada em (11.26). Nesse caso temos 


X(t) = acos t + x 0? y(/) = a sen t + j> 0 , 

e o integrando em (1 1.27) e identicamente igual a l, onde resulta 


W(a 


1 C 2r 

;P 0 ) = T- idt=i. 

2n Jo 


Por um raciocinio analogo encontramos que o integral vale - 1 quando C e descrita 
negativamente. Esta assim demonstrado que o numero de giros e + 1 ou — 1 para uma 
curva fechada simples que circunde o ponto (x 0 , y„). 


■k 11.25. Exercicios 

I. Seja S = {(x, y)\x l + y* > 0| e seja ainda 


p(x,y) = ^ r +/’ 

se (x, v) 6 5. Seja C uma curva de Jordan seccionalmente regular em S. 

(a) Se (0, 0) e interior a C, provar que o integral de linha Pdx + Qdy tem o valor ± In, e 
explicar quando e que ocorre o sinal + . 

(b) Calcular o integral de linha f c P dx + Q dy quando (0, 0) e exterior a C. 

2. Se r = xi + yj e r = || r ||, seja 


.. , 3 (log r) . 3(log r) . 

ijr* — 


para r > 0. Represenle C uma curva de Jordan seccionalmente regular situado na coroa cir- 
cular I < x 2 + v 2 < 25; determinar todos os valores possiveis do integral de linha de / ao 
longo de C. 
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3. Uma regiao plana conexa com urn so "buraco” diz-se duplamente conexa. (A coroa 1 < x 2 + 
y 2 < 25 constitue um exemplo). Se P e Q sao continuamente difercnciaveis numa regiao du- 
plamentc conexa R, c sc OPIOy - SQ /dx em toda a regiao R, quantos valores distintos sao 
possiveis para os inlegrais de linha f ( .Pdx + Qdy , tornados sobre curvas de Jordan seccio- 
nalmcnte regulares e situadas em R ? 

4. Resolva o Exercicio 3 para’ regioes triplamente conexas. isto e, para regioes planas conexas 
so com dois buracos. 

5. Sejam P e Q dois campos escalares coni derivadas continuas que satisfazem a dP/dy— dQ/d x 

cm todo o piano, exceplo em tres pontos. Sejam C,, C 2 e Cj-tres circunferencias de centro 
nesses ires pontos, lal como se indica na fig. 11.21, eseja I k ~A> Ck P dx + Qdy. Suponhamos 
quel, = 12, / 2 = 10,./,= 15. J 

(a) Dcterminar o valor dc \ c Pdx + Qdy, onde C e a figura em forma de oito representada 
nafigura. 

(b) Tra?ar oulra curva fechada f ao longo da qual jpdx + Q dy = I Indicannodesenhoqual 
o sentido em f e percorrida. 

(c) Se /, = 12, l 2 — 9 e /, = 15, mostrar que nao existe nenhuma curva fechada f ao longo da 
qual fPdx + Qdy = I . 



Fig. 11.21. Exercicio 5. 



6. Seja l k =<h Ck Pdx + Qdy, onde 


P(x,y) ^ _ 1)2 + + + + y*\ 

Q{x,y) = - 


x - 1 


X X + 1 

+ "TT'TS + ' 


(x - l) 2 + / T x 2 + / T (x + l) 2 +/ 


Na figura 1 1.22, Cj e a circunferencia menor, x 2 + > 4 = J(com sentido positivo), C, e a maior, 
x 2 + y 1 ~ 4 (com sentido negative), e C,, e a curva formada por tres circunferencias inter- 
medias (x — l) 2 + y 2 = J, x 2 + j p 2 = j, e (x + l) 2 + y 2 = i tracadas como se indicam. Se 
/; = 6n e I, = 2 7t, determina o valor de /,. 
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1 . : 1 1.26- Mudanca de variaveis mini integral duplo 

V 

i Na teona da integra^ao a uma dimensao, o metodo de substituiqao permite-nos 
Ifrequentemente calcular integrals complicados transformando-os noutros mais sim- 
Iples, ou noutros tipos que podem ser mais facilmente calculados. O metodo baseiase 
| ha formula 

| fb Cd 
| (J 1 29) J b fix) dx = J c /[g(0k'(0 dt , 

| onde a — g(c) e b= g(d). Demonstramos esta formula (no Volume I) sob a hipotese 
1/ de que g admite derivada continua num intervalo. [c, d] ' e que / e continua no con- 
1 junto de valores que toma g(/) quando i varia no intervalo [c, d\. 

| Existe uma formula analoga a (1 1.29) para o caso bidimensional, chamada a formu- 
I la de mudan<;a de variaveis num integral duplo. Por seu intermedio transforma-se um 
| integral da forma f \f(x, g) dx dy , estendido a uma regiao 5 do piano XOY , noutro in- 
i' • ' s ' . 

ft tegral duplo f \ F (u, v) du dv, estendido a uma nova regiao T do piano UOV. £ a re- 

i ’ ’ 7 

laqao entre as regioes S e T e os integrandos f(x , y) e F(u, v) que vamos passar a 
% analisar O metodo de substituiqao para os integrals duplos e mais complicado que 



Imo caso unidimensional, porque existem duas substitutes a efectuar, uma para x e 
i outra para y. Isto significa que em vez de uma funqao g que aparece na equaqao 
'|(l 1.29), temos agora duas funcoes, a saber X e Y, as quais relacionam x, y com u, v 




|.do modo seguinte: 
1(11.30) 


x — X(u, v). 


/= Y(u,v). 
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As duas equapoes (1 1.30) definem uma aplicaqao que faz corresponder a um ponto 
(«,-»') do piano UOV, o ponto (x, y) do piano XOY. Um conjunto T de pontos no 
piano UOV e aplicado sobre outro conjunto S do piano XOY , como se sugere na fi- 
gura 1 1.23. A aplicapao pode tambem exprimir-se mediante uma fun?ao vectorial. No 
piano XOY , e a partir da origem, traqamos o raio vector r para um ponto generico 
(x, y) de 5, como se indica na figura 11.23. O vector r depende simultaneamente de 
h e Se pode considerar-se como uma funcao vectorial de duas variaveis definida pela 
equacao 

(11.31) r(u, v) — X(u, v)i + Y(u, v)j se ( u,v)eT . 

Bta equacao chama-se a equacao vectorial da aplicacao. Quando (u, v) percorre a re- 
giao T, e extremidade de r(u, u) descreve pontos de S. 

Algumas vezes as duas equates em (1 1.30) podem resolver-se de modo a darem u 
e v em funpao de x e y. Quanto tal e possivel podemos exprimir o resultado na forma 

u=U(x,y), v=V(x,y). 

Estas equaqoes definem uma aplicaqao do piano XOY no piano UOV, chamada ap/ica- 
q do inversa da definida por (11.30), uma vez que transforma pontos de S em pontos 
de T. As chamadas aplicacoes biunivocas sao de importancia fundamental. Estas 
transformam pontos distintos de T em pontos distintos de S; por outras palavras, dois 
pontos distintos de T nao podem transformar-se no mesmo ponto de S mediante uma 
aplicacao biunivoca. Tais aplicacoes estabelecem uma co'rrespondencia biunivoca 
entre os pontos de T e os correspondentes de S e permitem-nos (pelo menos teorica- 
mente) voltar de S a T pela aplicaqao inversa (que, natural mente, e tambem biuni- 
voca). 

Consideraremos aplicacoes para as quais as funcoes A 'ef sao continuas e tern de- 
rivadas parciais continuas dX/du, dXldv, dYIdu e dY/dv em S. Hipoteses analogas 
se admitem para as funcoes U e V. Estas hipoteses nao constituem restricoes muito 
fortes visto serem satisfeitas pela maior parte das funcoes que surgem na pratica. 

A formula para mudanca de variaveis nos integrais duplos pode escrever-se: 

( 11 . 32 ) Jff( x ’ f) dx d y — u), y(M, u)] [J(m, t>)| du dv. 

S T 

O factor J(u, a), que aparece no integrando do segundo membro, desempenha o pa- 
pel do factor g\t) que figura na formula (1 1.29). Este factor chama-se o determinante 
Jacobiano da aplicacao definida por (1 1 .30); e igual a 


dX 

dr 

du 

du 

dX 

dY 

dv 

dv 


J(u, v) - 
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^Algumas vezes usa-se o simbolo d (X, Y)/d(u, v), em vez de J(u, v), para rcpresentar 0 
"jacobiano. 

Nao discutiremos as condicoes mais gerais sob as quais e valida a formula de trans- 
formaqao (11.32). Pode provar-sef que (11.32) e valida se, em complemento das 
. hipoteses de continuidade de X, Y, U e V ja referidas, supomos que a aplicafao de T 
em 5 e biunivoca e que o jacobiano J(u, v) nunca se anula. A formula e ainda valida 
se a aplicaqao nao for biunivoca apenas num subconjunto de T de medida nula, ou 
se o Jacobiano se anula num subconjunto de medida nula. 

Na Secqao 1 1.30 mostraremos como a formula de transformaqao (11.32) pode de- 
duzir-se como uma consequencia de um dos seus casos particulares, concretamente, o 
caso em que S c um rectangulo e a funqao /tern o valor constante 1 em cada ponto 
de S. Neste caso particular (1 1.32) vem 

(11.33) dx dy = j j \J(u,v)\du dv. 

S T 

Ainda para este caso a demonstraqao nao e simples. Na Secqao 1 1.29 e dada uma de- 
monstraqao de (1 1.33) com recurso ao teorema de Green. A parte restante desta Sec- 
pao e destinada a apresentaqao de um argumento geometrico simples o qual justifica 
a validade da formula (1 1 .33). 



Fig. 1 1 .24. Uma curva oco correspondente vector velocidade. 


InterpretaQao geometrica da formula (1 1.33). Tomemos uma regiao T no piano UOV, 
como se indica na figura 1 1.23, e seja S o conjunto dos pontos do piano XOY sobre 
os quais e aplicado T , por intermedio da funqao vectorial r dada por (11.31). Intro- 
duzamos agora duas novas funqoes vectoriais V , e V 2 que sc obtem tomando as deri- 
vadas parciais dos componentes de r com respeito a u ev, respectivamente; 


ft Ver teorema 10.30 do livro do mesmo autor Mathematical Analysis (trad, espanhola “Analisis Matematico). 
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Quer direr, definimos 

.. dr dX . , dY . dr dX . dY . 

du du du . dv dv dv 

Estes vectores podem interpretar-se geometricamente do modo seguinte: Conside- 
remos um segmento de recta no piano UOV e paralelo a OU (ce constante ao longo 
de tal segmento): A funpao vectorial r aplica este segmento sobre uma curva (cha- 
mada a curva u) no piano XOY , como sugere a figura ! 1.24. Se considerarmos o pa- 
rametro u como representando o «tempo», o vector Y, representa a velocidade do vec- 
tor posicional r e e portanto tangente. a curva trapada pela extremidade de r. Do 
mesmo modo, cada vector V 2 representa o vector velocidade de uma curva r obtida 
fazendo-se « = constante. Por cada ponto da regiao S passam uma curva u e uma 
curva v. 

Consideremos agora um pequeno rectangulo com lados Au e Av, como se indica na 
figura 1 1 .25. Se Au e a medida de um pequeno intervalo de tempo entao um ponto da 
curva u, durante o tempo Au, desloca-se ao longo da curva aproximadamente do va- 
lor do produto ||l'' 1 ||dw (visto que 11^,11 representa a velocidade e Au o intervalo de 
tempo). Analogamente, durante o tempo Av um ponto da curva v move-se de uma 
distancia aproximadamente igual a ||V 2 ||dr. Por isso a regiao rectangular com iados 


v ' y 



Fig. 1 1 .25. A imagem de uma regiao rectangular no piano UOVe. um paralelogra- 
mo curvo no piano XO Y. 


Au c Av no piano UOV transforma-se numa porpao do piano XOY que e um quase 
paralelogramo, cujos lados sao os vectores v\Au c V 2 A v como se ve na figura 1 1.25. A 
area deste paralelogramo e dada pela grandeza do produto vectorial dos vectores 
V,Au e V 2 Av\ esta e igual a 

II Au) x (V, An) |[ = || V 2 X V , || Au An . 

Se calculamos o produto V, x V 2 em funpao das componentes dos vectores V t e V 2 vem 
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V , x V s = 


i 

j 

k 


dX 

BY 

dx 

dY 

0 


du 

du 

du 

du 


dX 

ay 


dX 

dY 

0 


dv 

dv 

dv 

dv 





k = J(u, v)k. 


Portanto a grandeza de V, x V 2 6 exactamente | J(u, u)| e a area do paralelogramo cur- 
vo da figura 1 1 .25 e quase igua! a | J(u , i»)| AU Av. 

Se J(u, v) = 1 para todos os pontos de T , o “paralelogramo” tem a mesma area que 
o rectangulo e a aplicapao conserva a area. Caso contrario, para oblermos a area do 
paralelogramo temos que multiplicar a area do rectangulo porj J{u, u)|. Isto sugere que 
o jacobiano pode considerar-se como um “factor de ampliapao” das areas. 

Seja P uma partipao de um rectangulo R, suficientemente grande para confer toda a 
regiao T e consideremos um subrectangulo generico de P de, digamos, lados Au e Av. 
Sc Au e Av sao pequenos, o jacobiano J e quase constante nesse rectangulo e conse- 
quentemente J actua de modo algo semelhante a uma funpao em escada era R. (Atri- 
buimos aio valor zero no exterior de T.) Se consideramos J como uma autentica 
funpao em escada, entao o integral duplo de j J | sobre R (e consequentemente sobre T) 
e uma soma de produtos da forma | J(u, v)\AuAv e as observapoes efectuadas sugerem 
que esta soma e aproximadamente igual a area de S y que sabemos ser o valor do inte- 
gral duplo f \dx dy. 
s 

Esta discussao geometrica, que apenas sugere porque podemos esperar a validade 
de uma formula como (1 1.33), pode tornar : se a base de uma demonstrapao rigorosa, 
mas os pormenores sao muito extensos e, mais ainda, complicados. Como referimos 
atras, uma demonstrapao de (11.33), seguindo uma via totalmente diferente, sera 
dada mais adiante. 

Se J(u , i>)=0 num ponto particular (m, n), os dois vectores V { e V 2 sao paralelos 
(visto ser nulo o respectivo produto vectorial) e o paralelogramo degenera num seg- 
mento de recta. Tais pontos dizem-se pontos singulares da aplicapao. Como ja refe- 
rimos, a formula de transformapao.(l 1.32) e tambem valida se existir apenas um nu- 
mero finito de tais pontos singulares ou, mais generalmente, quando os pontos sin- 
gulares formam um conjunto de medida nula. Isto e o que se .verifica em todas as 
aplicapoes que usaremos. Na proxima seepao ilustramos o uso da formula (11.32) com 
dois exemplos importantes. 


11.27. Casos particulares da formula de mudanpa de variaveis 

EXEMPLO 1 . Coordenadas polares. Neste caso escrevemos red em vez de u e v e 
definimos a aplicapao pelas duas equapoes: 

x — r cos 0 , y = r sen 8. 

Quer dizer, X(r, 0) = r cos 0, Y(r, 0) = r sen 0. Para obtermos uma aplicapao biunivoca 
fazemos r > 0 e restringimos 0 aos valores de um intervalo da forma 0 O $0 £ &„+ 2n. 


0 


0 


Fig. 1 1.26. Transformacao por coordenadas polares. 

O jacobiano anula-^se quando r — 0, mas tal facto nao' afecta a validade da formula 
de transforma<;ao porque o conjunto de pontos com r = 0 tern medida nula. 

Visto que V , = cos 0 i + sen Q j, temos 1 1 7 , || = 1, pelo que nao ha distor<;ao das dis- 
tances ao longo das curvas r. Por outro lado, temos 

V 2 = —rsenOi + r cos dj, \\V 2 \\ =r, 

pelo que as distancias ao longo da curva 0 vemmultiplicadas pelo factor r. 
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As coordenadas polares sao particularmente bem adequadas quando a regiao de 
integragao tem fronteiras ao longo das quais r ou 0 sao constantes. Por exemplo, con- 
sideremos o integral que permite o calculo do volume de um octante de esfera de 
raio a, 

J j \i a 2 — x z — y 2 dx dy , 

s 

onde a regiao Sc o primeiro quadrante do disco circular x 2 + y 2 < a 2 . Em coordena- 
das polares o volume vem 


JJ" \Ja 2 — r 2 r dr dd , 

T 


em que a regiao de integragao T e agora um rectangulo [0, a] X [0, ±7t[. Integrando 
primeiramente em relagao a 0 e em seguida em relagao a r obtemos 



a 2 — r 2 r dr dd = — 
2 




7T (a 2 — r 2 f A 
2 -3 


a 

0 


it a 


3 


6 


O mesmo resultado pode ser obtido considerando coordenadas rectangulares, mas os 
calculos sao mais complicados. 


EXEMPLO 2. Transformacoes lineares. Uma transformagao linear e uma aplica^ao 
defindia por um par de equagoes da forma 

(11.34) x = Au+Bv, y — Cu + Dv, 


onde A, B , C, D sao constantes dadas. O determinante jacobiano e 

/(«, v) — AD — BC, 

e para assegurar a transformapao inversa supomos que AD - BC ± 0. Isto garante-nos 
que as duas equaqoes lineares (11.34) podem resolver-se de modo a obtermos u e v 
em fun«;ao de x e y. 

As transformaqoes lineares transformam rectas paralelas em rectas paraleias. Por- 
tanto a imagem de um rectangulo no piano uvc um paraielogramo no piano XOY , e 
a sua area e a do rectangulo multiplicada pelo factor | J{u, u)| = 1 AD — BC \. A formu- 
la (1 1.32) vem entao 

JJ f(x,y)dxdy = 1 AD - BC\ j j f(Au + Bv, Cu + Dv)dudv. 

S T 

Para ilustrar um exemplo em que e util uma mudanga de variaveis linear considere- 
mos o integral 
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JJ e (V-*)/(V+*) dx d y t 

s 

onde S e o triangulo limitado pela recta x 4- y = 2 e pelos dois eixos coordenados. 
(Ver figura 1 1.27). A presenca de y — x e v + x no integrando sugere a mudanca de 
variaveis 

u = y — x, v — y + x. 

Resolvcndo relativamente area) 1 encontramos 



Fig. 1 1 .27. Aplicacao por uma transformavao linear. 


O determinante jacobiano e J(u, v) = — j. Para determinar a imagem T’ de S no pia- 
no uv observamos que as rectas x = 0 e y — 0 aplicam-se nas rectas u — -,v e u= — i>, 
respectivamente; a recta x -f y = 2 transforma-se na recta v = 2. Pontos interiores a S 
verificam 0<x + >'<2 e transformam-se em pontos de T verificando 0 < v < 2. 
Portanto a nova regiao de integracao T e uma regiao triangular, como se indica na 
Figura 11.27. O integral duplo em questao vem 


e ulv du dv. 


JJ e (v-x ) /(*+*) dx dy = i JJ, 

S T 

Integrando em primeiro lugar em rela^ao a u encontramos 


i ff e u/v dudv = - f T f e u,v du] dv = ~ Cv(e dv = e . 
2 *'*' 2J0LJ-* J 2 Jo \ . e) e 
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11.28. Exercicios 

Em cada um dos Exercicios i a 5, fazer urn desenho da regiao .S' e exprimir o integral duplo 
j jf(x,y)dxdy por inlegrais repetidos em coordenadas polares 
.s 

1. S = {{x,y) J x 2 + y 2 < a 2 }, Onde a > 0. 

2. S = {(jc, y) | x 2 + y 2 < 2x } . 

3. S = {(*, 7 ) j a 2 <, x 2 + y 2 < b 2 } , onde 0 < a < b. 

4. 5 = {(*, j) - x, 0 < * ^ 1}. 

5. 5 = {{x:, 7 )|x: 2 <j^1 5 -1 <£1}. 

Em cada um dos Exercicios 6 a 9, mudar o integral para coordenadas polares e calcular o seu 
valor. (A letra a representa uma constante positiva.) 


«• If IC W <*’ *• ! - m>- +y>- u ^] *• 

7 - I.'ffi ■&+?*>] *• 9 - /:[/:*-"<- +/H *>■ 

Nos exercicios 10 a 13, transformar cada um dos integrals dados em um ou mais integrals re- 
petidos em coordenadas polares 

10 - Jo [fo f (x ’y ) d y\ dx - ■ 12 - j;[/:rV(^) dy] dx. 

"■ JoLff ’ */ ( V^+7) dy] dx. 13. \l[\^nx,y)dy~\ dx. 

14. Recorrer a uma transformaipao linear conveniente para calcular o integral duplo 

fj (x — y) 2 serf (x + y) dx dy 
S 


sendo S a paralelogramo de vertices ( n , 0), {In, ?r), (n, 2 n), (0, n). 

15. Um paralelogramo S do piano XOY tern por vertices (0, 0), (2, 10), (3, 17), e (1, 7). 

(a) Determ inar uma transformaipao linear u = ax + by, v= cx + dy, que aplique S num 
rectangulo R do piano uv com vertices opostos (0, 0) e (4, 2). O vertice (2, 10) devera apli- 
car-se num ponto do eixo u. 

(b) Calcular o integral duplo j j xy dx dy transform ando-o num integral equivalente sobre 

s' 

o rectangulo R da alinea (a). 

16. Se r > 0, seja /(r) = $'_ r e-“‘du. 

(a) Mostrar que / J (r) = / J e -(*' + r r )dxdy, sendo R o quadrado R = [ — r, r\ X [ — r, r|. 

R 

(b) Se C, e C 1 sao discos circulares inscrevendo e circunscrevendo R, provar que 

J"J e~ {xt+vl) dx dy < l 2 (r ) < JJ e~ ixt+v,) dx dy . 

Ci Ci 

(c) Exprimir os integrals estendidos a C, e C 2 em coordenadas polares e Usar (b) parade- 
duzir que /(r)-*i/?T quando r— 00 . Isto demonstra que e~* du— \fnJl. 

(d) Usar a alinea (c) para provar que r(|) = x/ttT com r o simbolo da funipao gama. 
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17. Considerar a aplicagao definida pelas equagoes 

x = u + v , y = v — u 2 . 


(a) Calcular o jacobiano J ( u , v). 

(b) Um triangulo T no piano uv tem vertices (0, 0), (2, 0), (0, 2). Deesenhar a sua imagem S 
no piano XOY. 

(c) Calcular a area de S por intermedio de um integral duplo estendido a S e tambem por 
intermedio de um integral duplo estendido a T. 

(d) Calcular J J(x — y + 1 Y 1 dx dy. 

s 

18. Considerar a aplicagao definida pelas duas equagoes x = u 1 — tf, y = 2utK 

(a) Calcular o determinante jacobiano J ( u , r j ). 

(b) Designe-se por T o rectangulo no piano uv com vertices (I, 1), (2, 1), (2, 3), (1, 3). Re- 
presentar, por meio de um desenho, a imagem 5 no piano XOY. 

(c) Calcular o integral duplo / jxy dx dv recorrendo a mudanga de variaveis x = u 1 — v\ 

c 

com C = {(jc, y) | x 2 + y 2 S I }. 

19. Calcular o integral duplo 

(T dxd y 

Kp ’ r) ~ j) (/ +x 2 +f) p 

R 

sobre o disco circular R = i(x, y) 1 x 2 + f § r 2 ). Determinar os valores de p para os quais 
Up, r) tende para um limite quando r-* + oo. 

Nos Exercicios 20 a 22 provar as igualdades dadas por introdugao de uma adequada mu- 
danga de variaveis era cada caso. 

20. J J/(x + y) dx dy = /(«) du , onde S = {(x, /) | |x| -1- i_g| < 1} . 

s 

21. JJ/(ax + by + c) dx dy -2 - u z f(uy/a 2 + b' 1 + c)du, 

s 

onde S = {(x, y) [ x 2 + y 2 <, 1} e a 2 + i ! ^0. 

22. 1 1 f(xy) dx dy = log 2 /(«) du , onde S e a regiao do primeiro quadrante limitada 

s 

pelas curvas xy = 1, xy = 2, x = y, y = 4x. 


11.29. Demonstragao da formula de mudanga de variaveis num caso particular 

Como ja referimos, a formula 

(li.35) jjf(x,y)dxdy = jjf[X(u,v),Y(u,v)]\J(u,v)]dudv 

S T 

pode deduzir-se como uma consequencia do caso particular em que S e um rectangulo 
e/e identicamente I. Neste caso a formula simplifica-se para 
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(11.36) JJ dx dy = .JJ «)) du dv. 

R R* 

Aqui R representa um rectangulo no piano XOY e R * a sua imagem no piano UV. 
(Ver figura 11.28) obtida por uma aplicagao biunivoca 


u=U(x,y ), v=V(x,y). 

A aplicacao inversa e dada por 

* = X(u, v ), y = Y(u, v ), 



Fig. 1 1.28. A formula dc mudanga de variaveis para integrals duplos deduzida do 
teorema de Green. 


e J(u, v ) representa o determinante jacobiano, 


dX dX 


J(u, v) = 


du dv 
dY dY 


du dv 


Ncsta Secgao usamos o teorema de Green para provarmos (11.36), e na Secpao 
seguinte deduzimos a formula mats geral (1 1.35) a partir do caso particular (11.36). 

Para a demonstragao supomos que as funqoes X e Y possuem derivadas parciais 
continuas de segunda ordem e que o jacobiano nunca se anula em R*. Entao J(u, t>) 
e sempre positivo, ou sempre negativo. O significado do sinal de J(u, v) e o seguinte: 
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quando um ponto (x, y) descreve a fronteira de R no sentido directo, o ponto imagem 
(u, c) descreve o contorno de /?*no sentido directo se J{u , p) e positivo e no sentido 
inverso se J(u , v) e negativo. Na demonstrate vamos supor que J(u, v) > 0. 

A ideia da demonstrate consiste em exprimir cada integral duplo de (11.36) como 
um integral de linha, recorrendo ao teorema de Green. Verificamos depois a igual- 
dade dos dois integrals de linha exprimindo cada um deles na forma parametrica. 
Comenqamos com o integral duplo no piano XOY, escrevendo 

tt dxdy =tt$~ d £j dxdy ’ 

R R J 

onde Q (x, >>) = x e P(x, y) = 0. Pelo teorema de Green este integral duplo e igual ao 
integral de linha 

j c p dx + Qdy = j c x dy. 

Aqui C e a fronteira de R, descrita no sentido directo. Analogamente, transformamos 
o integral duplo do piano UV num integral de linha ao longo da fronteira C*de R*. 
O integrando, J («, u), pode escrever-se 

j, , _ dX BY _ dX dY = dX BY x j?Y_ _ x d 2 Y _dXdY 
du dv dv du du dv du dv dv du. dv du 

<?u\ dvj du J 


Aplicando o teorema de Green ao integral duplo sobre l?*encontramns 



u, v) du dv = 


R* 



X — du + X m —dv\ . 
du dv } 


Deste modo, para completarmos a demonstrate de (11.36) necessitamos somente 
provar que 


(11.37) \ xdy~ f (x — du + X — dv). 

Jc Jc* \ du . dv J 

lntroduzimos uma parametrizato para C*e utilizemo-la para achar uma represen- 
ta?ao de C. Suponhamos que C*e definida por uma fungao a num intervalo (a, b), 
seja 


Designemos por 


<*(0 = U(t)i + V(t)j. 

P(0 = x[U(i), V{t)]i + V(t)]j. 
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Entao quando t varia no intervalo [ a , 61, o vector a(t) descreve a curva C*e fi(t) a 
curva C. A derivada de /$ e dada por 

= «]i + gw + |n.)]/. 

Logo 

£xd>. = noi t/xo + no) * . 

O ultimo integral estendido a [n, 61 obtem-se igualmente parametrando o integral de 
linha sobre C*em (1 1.37). Portanto os dois integrals de linha em (1 1.37) sao iguais, o 
que prova (1 1 .36). 

11.30. Demonstrapao da formula de mudan^a de variaveis no caso geral 
Nesta Secpao deduzimos a formula geral de mudanqa de variaveis, 

(11.38) jjf(x,y):dxdy = jjf[X(u,v),Y(u,v)}\J(u,v)\dudv 

S T 

a partir do caso particular tratado na Sec?ao anterior, 

(11.39) jjdxdy = jj\J(u,v)\dudv, 

R R* 

em que R e um rectangulo e R* a sua imagem no piano uv. 

Demonstramos primeiramente que 

(11.40) JJ s(x, y) dx dy = JJ s[X(u, v), Y(u, i >)] j J(u, n)| du dv, 

R R* 

onde .v e qualquer funpao em escada definida em R. Comesta finalidade, seja Puma 
partigao de R em mn subrectangulos de lados Ax,e Ay Jt e seja c,jO valor constante 
que s toma no subrectangulo aberto R,j. Aplicando (I l .39) ao rectangulo R,j encon- 
tramos 

Ax rf Ayj = JJ dx dy = JJ |/(u, n)| du dv. 

Rii Rh* 

Multiplicando ambos os membros por cy'e somando a respeito dos indices i e yob- 
temos 
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Uma vez que s e uma funpao em escada, a igualdade anterior e equivalente a 

n m n m r r- 

(11.42) 2 = 2 2 jj s[X(u,v),Y(u,v)][J(u,v)\dudv. 

Recorrendo a propriedade aditiva dos integrais duplos vemos que (11.42) e a mesma 
que (1 1 .40). Entao, (1 1.40) e uma consequencia de (1 1.39). 

Seguidamente vamos demonstrar que a funpao em escada s, em (11.40), pode ser 
substituida por qualquer funpao / para a qual existam ambos os membros de (11.40). 
Seja / intcgravel sobre um rectangulo R e escolhamos funpoes em escada set verifi- 
cando as desigualdades 

(11.43) s(x,y) <f(x,y) < t(x,y), 

para todos os pontos ( x , y) de R. Entao verifica-se tambem 

(11.44) s[*(«, d), Y(u, »)] v ), Y(u, a)] < t[X(u, v ), Y(u, v )] 

para lodo o ponto ( u , ») pertencente a imagem R*. Por uma questao de brevidade, es- 
crevemos S(u, v) cm lugar de .vi3f(H, u), y(«,,a)l e definimos F(u, t>) e T(u, v) do mes- 
mo modo. Multiplicando as desigualdades (11.44) por | J(u, t>)[ c integrando sobre R* 
obtemos 

JJ S(u, v ) |J(«, d)| du dv < JJ F(u, v) |J(w, a)| du dv < JJ T(u, v) \J(u, r)| du dv . 

R * R* R* 

Devido a (1 1 .40), as desigualdades preceaentes sao as mesmas que 

J J s(x, y) dx dy < JJ F(u, v) [ J(u, i;)| du dv < J J t(x, y) dx dy . 

R R* R 

Portanlo (" fF(tt, u) | J(u, p)| du dv e um numero comprendido entre os integrais J | 

' R* R 

.v(jr, >•) dx dy e j f t(x, y) dx dy para qualquer par de funpoes R em escada s e t verifican- 
do ( 1 1 .43). Por / ser integravel, implica que 

JJ/(x, >’) dx dy = JJ F(u, u) |J(u, v)\ du.dv 

R R' 

e por conseguinte (1 1.38) e valida para funpoes integraveis definidas sobre rectangulos. 

Uma vez demonstrada a validade de (1 1.38) para rectangulos, podemos facilmente 
generalizarla a regioes mais gerais S pelo processo habitual de definir um rectangulo R 
contendo S e substituindo a funpao /por uma outra,/ que coincida com f em S e se 
anule no exterior de S. Entao temos que 
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JJ/= JJ/= JJ/[X(u, a), Y(u , a)] |J(u, a)| du dv — JJ F{u, a) |J(m, a)| du dv 

S R R’ T 

o que demonstra que (1 1.38) e, na verdade, uma consequencia de (1 1 .39). 

1 1.31. Extensoes a urn numero superior de dimensdes 

O conceito de integral multiplo pode generalizar-se do espaqo bidimensional para 
um espaqo a n dimensoes, com n qualquer J 3. Visto que o desenvolvimento do as- 
sunto e completamente analogo ao caso em que n = 2, referimos apenas os resultados 
principals. 

O integrando e um campo escalar/ definido e limitado num conjunto S do espapo n 
dimensional. O integral de / sobre S , chamado um integral n-multiplo, representa-se 
pelo simbolo 


J* J" f t ou J* * * ' j* i • ■ ■ » x n ) dx , ' ' 1 dx n , 

s s 

com n sinais de integral, ou mais simplesmente com um sinal de integral, \ s f(x)dx, 
onde x = (x,, .... x n ). Quando n= 3 escrevemos (x, y, z) em vez de (x,, x 2 , x,) e repre- 
sentamos os integrais triplos por 

////. ou ////(*, J 7 . z) dxdydz. 
s s 

Em primeiro lugar definimos o integral n-multiplo para uma fun<;ao em escada de- 
finida num intervalo n-dimensional. Lembramos que um intervalo n-dimensional fe- 
chado [o| 6] e o produto cartesiano de n intervalos unidimensionais fechados la*, b *], 
com a = (a,, . . . , a„) c b =(/>,,. . , b n ). Um intervalo aberto n-dimensional (a, b) c o 
produto cartesiano de n intervalos abertos (a k , b k ). O volume de [a, b\ , ou de (a, b), 
define-se como o produto dos comprimentos dos intervalos componentes 


( b i -«!)••• ( b n - a„). 


Se P t , ..., P n sao partiqoes de. la,, 4,1, . . . ,. [a„, b„ 1, respectivamente, o produto 
cartesiano P = P,X . . . X P„ diz-se uma partiqao de la, 41. Uma funqao /, definida em 
[a, A|, diz-se uma fungao em escada se e constante sobre cada um dos subintervalos 
abertos definidos por alguma partiqao P. O integral de ordem n de uma tal funqao em 
escada define-se pela formula 


J- ••//=! 

la.b) * 


onde c, 6 o valor constante que / toma no subintervalo de ordem i eu,eo seu volume. 
A soma e uma soma finita estendida a todos os subintervalos de P. 
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A partir da definigao de integral n-multiplo para fungdes em escada, definimos o 
integral para fungoes limitadas mais gerais definidas em intervalos, seguindo o pro- 
cesso usual. Sejam s e / fungoes em escada tais que s < f g / em la, 6). Se existir um 
e um so numero / tal que 

J-J.s/sJ-J. 

[«,*] 


quaisquer que sejam s e t satisfazendo a 5 g/g f, entao / diz-se ser integravel em 
la, 61 e o numero / chama-se o integral n-multiplo de /, 


Tal como no caso bidimensional, o integral existe se / e continua em [a, 61. Tam- 
bem existe s e/e limitada em [a, 61 e se o conjunto de descontinuidades de /tern me- 
dida ^-dimensional nula. Um conjunto limitado 5 tern medida ^-dimensional nula se 
para cada « > 0 existe um conjunto finito de intervalos n-dimensionais cuja uniao 
inclui 5 e tal que soma dos respectivos volumes nao excede e. 

Para definirmos um integral n-multiplo de uma fungao limitada / sobre um conjun- 
to limitado S mais geral, substituimos / por uma nova fungao J\ a qual coincide com / 
em S e se anula fora de S ; o integral de / sobre S define-se como o integral de / sobre 
algum intervalo que contenha S. 

Aiguns integrals multiplos podem calcular-se pelo uso repetido de integrais de di- 
mensao inferior. Por exemplo, suponhamos que S e um conjunto no espago tridimen- 
sional definido do modo seguinte: 

(11.45) S = {(x,y,z)\(x,y)eQ e ^(x, y) < z < /)} , 

onde Q e uma regiao bidimensional, chamada a projecgao de S no piano XOY, e <p„ 
<f > 2 sao continuas em S. (Na figura 1 1.29 mostra-se um exemplo). Conjuntos deste tipo 
sao limitados por duas superficies com equagoes cartesianas z = tp l (x, y), e z = ^(x,^) 
e (talvez) uma porgao do cilindro gerado por uma recta movendo-se paralelamente ao 
eixo OZ ao longo do contomo de Q, As rectas paralelas ao eixo OZ intersectam este 
conjunto segundo segmentos de rectas que unem a superficie inferior com a super- 
ficie superior. S e/e continua no interior de 5, temos a formula para as integrates 
repetidas 

(1 1 .46) /// /(x, y,z)dxdydz = jj [/ J*,* /(x, y, z) dzj dx dy . 

s Q "’ 1 

Quer dizer, para xej fixos, a primeira integragao e efectuada relativamente a z des- 
de a superficie fronteira inferior ate a superior. Isto reduz o calculo a um integral 
duplo sobre a projecgao Q, o qual pode ser resolvido pelos metodos ja expostos atras. 



Integrals multiplos 


457 


Z 



H(i. 1 1.29. lim solido Sea su;i projcci'fio 0 no piano XOY. 


Ha mais dois tipos de conjuntos analogos aos descritos em (11.45) para os quais os 
eixos OX e OY desempenham o papel do eixo OZ, sendo as projec^oes tomadas res- 
pectivamente sobre YOZ e XOZ. Os integrals triplos sobre tais conjuntos podem cal- 
cular-se por repetipao, com formulas analogas a (11.46). A maior parte dos conjuntos 
tridimensionais que aparecem na pratica sao de um dos Ires tipos mencionados, ou 
podem decompor-se num numero finito de partes cada um das quais e de um desses 
tipos. 

Existem muitas formulas de integraqao repetida para integrals n-multiplos quando 
n > 3. Por exemplo. sc Q e um intervalo A'-dimensional e R um intervalo mn-dimen- 
sional, entao um integral ( m + /c)-multiplo sobre Qx R reduz-se a integrapao repetida 
de um w-multipio integral com um &-multiplo integral, 

/•••//=/••'/[/"■ jfdx ! • • • dxj dx m+l ■ ■ - dx m+k , 

QxR Q b 

com tanto que todos os integrals multiplos intervenientes existam. Veremos ainda 
neste capitulo um exemplo do que se acaba de relerir, ao calcularmos o volume de 
uma esfera no espaco rt-dimensional. 

11.32. Mudanpa de variaveis num integral n-multiplo 

A formula para a mudan^a de variaveis num integral duplo admite uma extensao 

directa para integrals n-multiplos. Introduzamos novas variaveis u relaciona- 

das com x,, . x„ por n equagoes da forma 


*1 ^l( K l , • • • > W Tj) , 


* • » 


x n X n {tl j_ , - . . , W rt ) . 


458 


Cdlculo 


Fa^amos x = (x„ . . . , xj, «„), e *= (A',, . . . , *„). Entao estas equates 

definem uma aplicaQao vectorial 

X : T —>• S 

de um conjunto T do espa<;o n-dimensionai noutro conjunto S do mesmo espaijo. Su- 
ponhamos que a aplica<;ao X e biunivoca e continuamente diferenciavel em T. A 
formula de transforma<;ao por integrals n-multiplos toma a forma 


(1 1.47) | s /(x) dx = j r f[X(u)] |det DX(u) \ du , 

com ^^(b) = [D;X k (u)\ a matriz jacobiana do campo vectorial X. Em fun?ao das 
componentes temos 


DX(u) = 


-djm d,xm) ••• D n XM 

_D 1 XM D n X n {u\ 


Como no caso bidimensional, a formula de transformaijao e valida se X e biunivoca 
em T c se o jacobiano J («) = det DX(u) nunca se anula em T. E ainda valida se a 
aplica?ao deixa apenas de ser biunivoca num subconjunto de T tendo medida n- 
dimensional nula, ou se o jacobiano se anula num tal subconjunto. 

Para o caso tridimensional escrevemos (x, y , z) em vez de (x„ x 2 , x 3 ), («, v , w) em 
vez de (u,, u 2 , u 3 ) e (A - , Y , Z) em vez de (A\, X 2 , X } ). A formula de transforma^ao 
para integrais triplos toma a forma 


(11.48) /{/ /(x, y, z) dx dy dz 

s 

— llJ/tZCu, V, w), Y(u, V, w), Z(u, v, »v)] |J(u, v, w)| du dv dw , 

T 

onde w) e o determinante jacobiano. 


J(u, v, tv) = 


dx 

dv 

dz 

du 

du 

du 

dX 

dY 

dZ 

dv 

dv 

dv 

dx 

dY 

dz 

dw 

dw 

dw 


No espago tridimensional o determinante jacobiano pode considerar-se como um fac- 
tor de ampliagao de volumes. Com efeito, se introduzirmos a funcao vectorial r defi- 
nida pela cquagao 
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r{u, v, W) = X(u, v, w)i + Y(u, v, w)j + Z(u, v, w)k, 


e os vectores 

v = + 

1 du du du du 

v dr dx . , dY . , dz . 

dv dv dv dv 

v - d Ji ■ > d .X - b 
3 dw dw dw J dw 

um racioci'nio semelhante ao dado na secgao 1 1 .26 sugere que um paraielipipedo rec- 
tangulo de arestas Au, Ad, Aw no espago OUVW se transforma num solido que e um 
quase “paraielipipedo” curvo do espago OXYZ definido pelos tres vectores V i Ati , V 2 Av 
e V } Aw. (Ver figura 11.30.) As Fronteiras deste solido sao superficies que se obtem 
quando se faz respectivamente u- constante, v— constante e w- constante. O volu- 
me de um paraielipipedo e igual ao valor absoluto do produto triple escalar dos tres 
vectores que o definem, pelo que o volume do paraielipipedo curvo sera aproxima- 
damente igual a 

\(V X Am) * (V 2 Av ) x (V a Am) | = j V x ■ V t X V 3 \ A u Av Aw = jy(u, v, h-)| Am Av Aw . 


11.33. Exemplos resolvidos 

Nos dois exemplos que apresentamos a seguir estudam-se dois casos particulares 
importantes de ( 1 1 .48). 


£ 


1 


* 

t 


| 

if 


EXEMPLO 1. Coordemdas cilindricas. Escrevemos aqui r, 6, z em vez de u,o, we 
definimos a aplicagao pelas equagoes 

(11.49) x = rcosd, y = rsend, z = z. 

Por outras palavras, substituimos x e y pelas suas coordenadas polares no piano XOY 
o deixamos z inalterado. De novo, para obtermos uma aplicagao biunivoca devemos 
fazer r > 0 e restringir 6 a valores de um dado intervalo da forma 6, g 0 g 6 0 + 2 n. 
A figura 1 1 .30 mostra o que acontece a um paraielipipedo rectangulo no espago 
rOz. 

O determinante jacobiano da aplicagao em (1 1.49) e 


cos 0 sen 6 0 

— rsend r cos Q 0 


= r( cos 2 6 + seir 6) 


r. 


J (r, 6, z) = 


0 


0 


1 
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Fig 1 1.30. Transformacao por coordcnadas cilindricas. 


e por conseguinte a formula de transformagao em (1 1.48) vem 

/// fix, y, z) dx dy dz - J/ j f{r cos 6, r sen|0, z)r dr dd dz . 
s T 

O determinante jacobiano anula-se quando r = 0, mas tal nao afecta a validade da 
formula de transformacao devido ao facto de o conjunto dos pontos com r— 0 ter 
medida nula. 

EXKMPLO 2. Conrdenadas esfericas. Neste caso usam-se os simbolos />, 0, <p em vez de 
u, v. if c a aplicacao define-se pelas equacoes 



I iCi. 11.31 Transformacao por coordcnadas cslcricas 
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x = p cos 6 sen <p , y - p sen 0 sen <p, z= p cos <p. 

O significado geometrico de p, 0 e p esta indicado na figura 11.31. Para obter uma 
aplicacao bium'voca fazemos p > 0, 0 < 0 < 2n e 0 < p < n. As superficies p= cons- 
tante sSo esferas centradas na origem, as superficies 0 = constante s&o pianos passando 
pelo eixo OZ , e as superficies p = constante sao cones circulares com eixo coincidente 
com OZ. Portanto o paralelipipedo rectangulo no espago OpOip transforma-se num 
solido da forma indicada na figura 11.31. 

O determinante jacobiano e 


J (p, 0, 9 o) = 


cos 9 sen cp 
— psend sencp 
P cos 9 cos <p 


sen 9 sen <p cos cp 

p cos 9 sencp 0 
p send cos cp —p sencp 


—p* sencp. 


Visto que sen p^0sc0^p<7i, temos | J{p, 6, ?)[ = p 2 sen <p e a formula de mudanga 
de variaveis para integrals triplos vem 


/// /(** y> z ) dx dydz^j jj F (p, <p)p 2 sen cp dp dd d<p, 

S T 

na qual se escreveu F(p, 0, <p) em vez de f(p cos 6 sen p, p sen 0 sen p, p cos p). Embora 
o determinante jacobiano se anule quando p = 0, a formula de mudan^a de variaveis 
e ainda valida porque o conjunto de pontos com p = 0 tern medida nula. 

O conceito de volume pode generalizar-se a certas classes de conjuntos (chamados 
conjuntos mensuraveis) num espapo n dimensional de tal maneira que se S e mensu- 
ravel entao o seu volume e igual ao integral da funcao constante 1 sobre 5. Quer dizer, 
se v(S) representa o volume de S , temos 

v(S) = J • • • j dx t - ■ ■ dx n . 
s 

Nao tentaremos descrever a classe dos conjuntos para os quais esta formula e valida. 
Em vez disso, exporemos o modo como o integral pode calcular-se em alguns casos 
particulares. 

EXEMPLO 3. Volume de um intervalo n dimensional. Se S e um intervalo n-dimensio- 
nal, digamos S = [a t , 6,1 X • • • X [ a„ , b„\ y o integral multiplo para o calculo de »(S) e o 
produto de n integrals unidimensionais, 

v(S) = /** dx, •••/*" dx n = (6, — ad (6„ - a„) . 

da\ d a n 

Isto coincide com a formula dada anteriormente para o volume de um intervalo n-di- 
mensional. 
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EXEMPLO 4. 0 volume de uma esfera n-dimensional. Seja S„(a) a esfera n-dimensional 
(ou n-bola) de raio a definida por 

S n (a) = {( x lt . . . , * n ) j x\ + ■ ■ • + x 2 n < a 2 }, 

e seja r r 

V n {a) =1 • ' • J dx l ■ ■ ■ dx n , 

SJa) 


o volume de 5„(o). Vamos provar que 
(11.50) VJa) = 


. nl 2 


r(i n + 1) 


onde Tea fun<?ao gama. Para n = ! a formula da K,(a) = 2a, a amplitude do intervalo 
t— a, a\. Para n = 2 da V 2 (a) = na 1 , a area de um circulo de raio a. Vamos demonstrar 
(1 1 .50) para n g 3. 

Em primeiro lugar provamos que para cada a > 0 temos 


01.51) K» = fl "K B (l). 

Por outras palavras, o volume de uma esfera de raio sea" vezes o volume de uma 
esfera de raio 1. Para demonstrarmos isto usamos uma mudan^a de variabel linear 
x= au para aplicar S„(l) em S„(a). A aplicapao tern determinate jacobiano a”. Logo 

yjfi) = / • • • / dXi ■ ■ ■ dx„ = J * ■ • | a n du x * • • du„ = a n V n ( 1). 

S„(a) . S„(ll 

o que demonstra (1 1.51). Portanto, para provar (1 1.50) basta provar que 


(11.52) 


P„(l) = 


nfl 


P(i« + 1) 

Observe-se em primeiro lugar que x* + 1 - x 2 „ ^ l se e so se 

! e xU + xl<i. 


*! + ■-- + xi-2 < i 


X 2 

x n- 1 


Portanto podemos escrever o integral para K„(l) como uma integra<;ao repetida de um 
integral ( n — 2) multiplo e um integral duplo, como segue: 

(11.53) L n (l) = JJ" £ / ’ " / dx t - • • dx n J dx n _i_ dx n . 

2 , 2 Z 

*«-i+z n <l *iH ba:„_ 2 <l— x n -i— x n 


O integral do parentesis esta estendido a uma esfera S„_ 2 (R), onde R = y / 1 - — x*„, 

pelo que e igual a 

K n _ 2 (K) = K"-^„_ 2 (l) = (1 - xl_, - xlY h ~' K„_ 2 (l) . 
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Escrevamos agora x em vez de ey em vez de x„. Entao (1 1.53) vem 


V n { 1)=^- Z (DJJ (1 


// (1 - x 2 - yV 


/)” /2 - ! dx dy . 


• ; Calculamos o integral duplo fazendo a mudanpa para coordenadas polares e obtemos 


K(D = K,- 2 (1) 


r r (i - 

Jo Jo 


r 2 )"'' 2 - 1 * r dr dO = F B _ 2 (1) — . 

n 


Por outras palavras, os numeros F„(l) satisfazem a formula de recorrencia 


F n (l) = — F„_ 2 (l) sen >3. 
n 

Mas a sucessao de numeros { f(n ) I definida por 


/(") = 


ran + 1) 


satisfaz a mesma formula de recorrencia, porque T(s + 1) = sr(s). Tambem, r(±) = ^/tT 
(ver Exercicio 16, seepao 11.28), pelo que — e /(1)= F,(l)=2. Tambem 
/( 2)= V 2 (l)—n, logo tem-se/(n)= F„(l) para lodo n 2 1, o que prova (1 1.52). 


11.34. Exercicios 

Calcular cada um dos integrais triples dos Exercicios 1 a 5. Fazer, para cada um, urn desenho 
da regiao de integrapao. Deve admitir-se a existencia de todos os integrais encontrados. 

1. j ffxy^dx dydz, onde S e o solido limitado pela superficie z = jcye os pianos y= x, x = !, 

s 

ez = 0 

2. |JJ( I + x + y + z)- , dx dydz, onde Sco solido limitado pelos tres pianos coordenados e o 

s 

piano x + y + z — 1 . 

3. JJJ xyzdxdydz , onde S = {(*, y, z) | x 7 + y 7 + z 1 g I , x S 0, y g 0, z g 0). 

s 

fff/x 2 y 2 z 2 \ , x z y z z z 

4. J J J ^ ^ ^ J dxdydz , onde Sco solido limitado por ^ ^ = 1 . 

5. {fjV x 1 + y dx dydz, onde Seo solido formado pela folha superior do cone z 2 = x 2 -f z 2 e o 

s 

piano z = 1. 

— Nos Exercicios 6, 7 e 8 o integral triplo JJJ/(jc, y, z)dxdydz de lima funpao positiva reduz-se 

s 

a integrapao repetida Cpre se indica. Para cada um deles descrever a regiao de integrapao S reco- 
rrendo a um desenho, mostrando a sua projeepao no piano XOY. Exprimirdepoiso integral tri- 
j plo como um ou mais integrais repetidos nos quais a primeira integrapao se efectua em relapao 
i ay. 
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6 - z) dz ] dy ) dx - 

7 - W* n*>y> z > dz ] ❖) 

8 - Jo(/o l \_\T v 'f {x 'y' z)dz \ dy ) dx - 

9. Provar que 


ii ' i U/( ° dt du ) dv = ^ j> ~ ,)2/( ° * ■ 


Calcuiar os integrals dos Exercicios 10, 1 1 , 1 2 por uma mudanpa para coordenadas cilindricas. 
Admitir a existencia de todos os integrals encontrados. 

10. f JJ(x 2 + f)dxdydz, onde Sc o solido limitado pe!a superficie x 2 + y 1 = 2z e o piano z = 2. 

s 

1 1. fjfdxdydz, onde S e o solido limitado pelos tres pianos coordenados, a superficie z = x 1 + y 1 

s 

e o piano x + y = l . 

12. ///O' 2 + z 7 )dxdydz, onde Seo cone circular recto de altura h e cuja base, de raio a, esta 

s 

situada no piano XOY e o eixo coincide com OX. 

Calcuiar os integrals nos Exercicios 13, 14 e 15 mediante uma mudanqa para coordenadas 
polares esfericas. 

13. fjfdxdydz, onde Sea esfera de raio a e centro na origem. 

s 

14. ff fdxdydz, onde Seo solido limitado por duas esferas concentricas de raio aeb,( 0 < a < b) 

s 

e centro na origem. 

15. fJJ[(x-a) 2 + (y-f>) 2 + (z-c)-'' 2 l dxdydz, onde S e uma esfera de raio R e centro na ori- 
' s 

gem, e (a, b, c) e um ponto fixo no exterior dessa esfera. 

16. As coordenadas polares esfericas generatizadas podem definir-se pela seguinte aplica^ao 

x = ap cos m ©sen" <p , y = 6psen m flsen" <p, z — cp cos" <p, 

onde a, b, c, men sao constantes positivas. Mostrar que o jacobiano e igual a 
—abemnp 2 cos" 1--1 flsen™- 1 0 cos" -1 ysen 2 "— i rp. 

Os integrals triplos podem ser utilizados para calcuiar volumes, massas, centros de massa, 
momentos de inercia e outros conceitos fisicos relacionados com solidos. Se S e um sdlido, o 
seu volume V e dado pelo integral triplo 


V = J J J dx dy dz . 

s 

Se o solido se supoe com densidade /(x, y, z) em cada dos seus pontos (x, y, z) (massa por uni- 
dade de volumes), a sua massa M e dada por 
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M = J J j fix, y, z) dx dy dz, 
s 


e o respectivo centro de massa sera o ponto (x, y, z) em que 


x 




JjJ x f(x, y, z) dx dy dz, 
s 


e de modo analogo para yez. O momento de inercia l xy em relacao ao piano XOY e definido 
por 


Ixv = /// y* z > dx d y dz 

s 

e formulas semelhantes para / e l 2X . O momento de inercia I L em relacao a recta L e defmida 
por 

I L = z)f{x,y y z)dxdydz\ 

s 

em que 5 2 (x, y, z) representa a distancia do ponto generico [x, y, z) de S a recta L. 


17. Mostrar que os momentos de inercia em relacao aos eixos coordenados sao 


t T t T ,, + l~ 


ly Iy X "i" ft t 


h = hr + h, 


18. Determinar o volume do solido limitado superiormente pela esfera x 2 H-y 2 + z 2 = 5 e infe- 
riormente pelo paraboloide x 2 + y 2 = 4 z. 

19. Dete rminar o volume do solido limitado pelo piano XOY, o cilindro x 2 + y 1 = 2x e o cone 

z = \/x 2 + y 1 . 

20. Calcular a massa do solido compreendido entre duas esferas concentricas de raios a cb, 
(com 0 < a < b), sc a densidade em cada ponto for igual ao quadrado da distancia deste 
ponto ao centro. 

21. Urn cone circular recto homogeneo tern altura h. Provar que a distancia do seu centroide a 
base i'ih. 

22. Determinar o centro de massa de um cone circular recto de altura h, se a sua densidade em 
cada ponto e directamente proporcional a distancia deste ponto a base. 

23. Determinar o centro de massa de um cone circular recto de altura h, se a sua densidade em 
cada ponto e directamente proporcional a distancia desse ponto ao eixo do cone. 

24. Considere o solido definido por duas semi-esferas concentricas de raios a e b, com 0 < a < b. 
Se a densidade for constante, determinar o centro de massa. 

25. Determinar o centro de massa de um cubo de aresta h se a sua densidade em cada ponto for 
directamente proporcional ao quadrado da distancia desse ponto a um vertice da base. 

26. Um cone circular recto tern altura h, raio da base a, densidade constante, e massa M. De- 
. lerminar o seu momento de inercia em relacao a um eixo passando pelo vertice paralelo a 

base. 

27. Determinar o momento de inercia de uma esfera de raio R e massa M relativamente a um 
diametro, supondo a sua densidade constante. 
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28. Dcterminar o momento de inercia de um cilindro de raio a e massa M se a sua densidade em 
cada ponto e proporcional a distancia deste ponto ao eixo do cilindro. 

29. A haste de um cogumclo e um cilindro circular recto de diametro I e altura 2 e a sua extre- 
midade e uma semi-esfera de raio R. Se o cogumelo e considerado homogeneo com simetria 
axial e o seu centra de massa esta situado no piano em que a haste se liga a extremidade, de- 
terminar R. 

30. Um satelite artificial tern uma superficie exterior constituida por partes dedois cilindros cir- 
culares de iguais diametros D, cujos eixos se intersectam perpendicularmente. £ necessario 
transportar o satelite para Cabo Kennedy numa caixa cubica cuja aresta interior mede D. 
Provar que uma terpa parte do volume da caixa fica vazia. 

31. Seja S n (a) o seguinte conjunto no espapo n-dimensional, com a > 0: 

'S'n(o) = {(*i , . . . , x„) [ |jfil + • • - + l*„| <i a } . 

Quando n = 2 o conjunto e um quadrado com vertices (0, ±o) e (±a, 0). 

Quando n=3e um octaedro com vetices (0, 0, ±a), (0, ±o, 0) e (±a, 0, 0). 

Seja V n {a) o volume de S„(a), dado por 

U„(fl) » f • f dxi ■ ■ ■ dx n . 

(a) Provar que V„(a) = a" V„(\). 

(b) Para n g 2 exprimir o integral que da P„(l) como uma integrapao repetida de um integral 
simples e outro integral (n — l)-multipIo e provar que 

V n ( 1) ^ ^(l) J ^ (1 - W)"- 1 dx - 2 n K^d) . 

2 n a n 

(c) Recorrendo as alineas (a) e (b) provar que . 

32. Seja 5„(o) o seguinte conjunto no n-espapo, em que a > 0 e n g 2: 

S„(a) = {(*! x„) | |ar<| + |*J ^ a para cada i = 1. . . . n - 1}. 

(a) Esbopar um desenho de S„(l) quando n = 2 e n — 3. 

(b) Seja V n (a ) = J • • • fdx 1 - ■ ■ dx n , e provar que V„(a) = a"V„(l). 

S„(o) 

(c) Exprimir o integral que da P„{1) como uma integrapao repetida de um integral simples 
e um integral (n — 1) multiplo e deduzir que P„(a) = 2"a n ln. 

33. (a) Em relapao com o Exemplo 4, pg. 462, exprimir o integral que da P„(l), o volume da es- 
fera n-dimensionai de raio 1 , como uma integrapao repetida de um integral (n — I ) multiplo e 
um integral simples e com base nisso provar que 

End) - 2P„_ X (1) P (1 - dx. 

Jo 

(b) Utilizar a alinea (a) e a equagao (l 1.52) para provar que 
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INTEGRAIS DE SUPERFICIE 


12.1. Representaeao parametrica de uma superficie 

Este capitulo e dedicado ao estudo dos integrals de superficie e respectivas aplica- 
coes. Pode considerar-se o integral de superficie como o equivalente bidimensional do 
integral de linha, sendo a regiao de integraqao uma superficie em vez de uma curva. 
Antes que possamos estudar de maneira compreensivel o que sao os integrals de su- 
perficie, temos que estar de acordo sobre o que deve entender-se por uma superficie. 

Grosseiramente falando, uma superficie e o lugar geometrico definido por urn ponto 
que se move no espa^o com dois graus de liberdade. No estudo de geometria analitica, 
efectuado no Volume I, analisamos dois metodos para definirtais lugares geometricos 
por meio de formulas matematicas. Um e a representayao implicita, na qual descreve- 
mos uma superficie como um conjunto de pontos (x, y, z) verificando uma equagao 
da forma F(x, y, z) = 0. Por vezes tal equagao pode resolver-se em relagao a uma das 
variaveis exprimindo-a em fungao das outras duas, seja por exemplo z em fungao de 
x e y. Quando tal e possivel obtemos uma representacao explicita, dada por uma ou 
mais equaeoes da forma z=/(x, _g). Por exemplo, uma esfera de raio 1 e centro na 
origem tern a representagao implicita x 2 + y 2 + z 2 —1=0. Res olvendo em ordem a z 
obtemos duas soiugoes, z = y / 1 - x 2 - y 2 ez = - y/ 1 - x 2 - y 2 . A primeira da-nos uma 
representagao explicita da semi-esfera superior e a. segunda uma representagao do 
mesmo tipo para a semi-esfera inferior. 

Existe um terceiro metodo de representagao de superficies, o qual e de maior utili- 
dade no estudo dos integrals de superficie; trata-se da representagao vectorial ou para- 
metrica , na qual tres equates exprimem x, >\ e z em fungao de dois parametros 
u e v. 


(12.1) x = X(u, v), y= Y(u,v), z=Z(u,v). 
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Aqui ao ponto (w, v) e permitido variar sobre um conjunto conexo bidimensional T 
do piano OUV , e os correspondentes pontos (x, y, z) constituem uma porgao de su- 
perficie no espago OXYZ. Este metodo dc descrigao de uma superficie e analogo a 
representacao de uma curva, no espago, por intermedio de tres equagdes parametricas 
a um parametro. A presenga de dois parametros em (12.1) torna possive! transmits 
dois graus de liberdade ao ponto (x, p, z), como se sugere na figura 12. 1. Outra maneira 
de expressar a mesma ideia consiste em dizer que a superficie e a imagem de uma 
regiao plana T por intermedio da aplicagao definida por (12.1). 

Se introduzimos o raio vector r da origem ao ponto generico (x, y, z) da superficie, 
podemos combinar as tres equagoes parametricos (12.1) na equagao vectorial da forma 

(12.2) r(u, v ) = X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k, com . ( u,v)eT . 

Esta e a chamada equacdo vectorial da superficie. 


z 



Fig. 12 . 1 . Representacao paramelrica de uma superficie. 


Existem, naturalmente, muitas representagoes parametricas para a mesma superficie. 
Uma delas pode sempre obter-se a partir da forma explicita z = /(x, y), fazendo 
X(u, v)= u, Y(u, y)= n, Z(«, p) = f(u, v). Por outro lado, se for possivel resolver as 
duas primeiras equagoes (12.1) em relagao a u e v em fungao dexejie substituimos 
na terceira obtemos a representacao explicita z = /(x, y). 

EXEMPLO I . Representacao paramelrica da esfera. As tres equagoes 

(12.3) x — a cos u cos v, y = a sen u cos v, z = a sen t> 

representam uma esfera de raio a e centra na origem. Quadrando e somando membra 
a membra as tres equagdes (12.3) obtemos x 2 + y 1 + z 2 = a 2 , concluindo assim que 
todo o ponto (x, y, z) que verifica (12.3) esta situado sobre a esfera. Os parametros 



FIG. 12.2. Representafao parametrica de 
uma esfera. 

u e v neste exemplo podem interpretar-se geometricamente como sendo os angu- 
los rep resen tad os na figura 12.2. Se fizermos variar o ponto («, <;) no rectangulo 

T = [0, 2*1 X [— ^,^1, os pontos definidos por (12.3) descrevem toda a esfera. O he- 
misferio superior e a imagem do rectangulo [0, 27r] x [0, ^1 eo inferior a do rectangulo 

{0, 27i ] x [— 0], A figura 12.3 da-nos uma ideiade como o rectangulo [0, 27 i] x [0, e 

aplicado no hemisferio superior. Imaginemos que o rectangulo era construido em 
material plastico flexivel capaz de esticar ou encolher. A figura 12.3 mostra o rectan- 
gulo a ser deformado numa semi-esfera. A base AB transforma-se aqui no equador, os 
lados apostos AD e BC sao levados a coincidencia, e o lado superior CD degenera 
num ponto (o polo norte). 



Fig. 12.3. Deformapao de um rectangulo 
numa semi-esfera. 
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EXEMPLO 2. Representafdo parametrica de urn cone. A equacao vectorial 
r(u, v) — v sen a cos u i + v sen a sen uj + v cos a k 

representa o cone circular recto da figura 12.4, na qual o angulo a representa a semi- 
abertura do cone. Mais uma vez, podem os parametros wee ser interpretados geome- 
tricamente; re a distancia do vertice ao ponto (x, y, z) do cone, e u o angulo polar. 
Quando (w, v) varia no rectangulo [0, 2n] x 10, hi, os pontos correspondentes (.r, r, z) 
definem o cone de altura h cos at. Um rectangulo em materia plastica pode, por 



Fig. 12.4. Rep resen lapao parametrica do 
. cone. 


Fig. 12.5. Deformacao de um rectangulo 
num cone. 


deformagao, transforma-se no cone obrigando os lados AD e BC a coincidirem, como 
se indica na figura 12.5, e fazendo com que a lado AB degenere um ponto (o vertice do 
cone). A superficie da figura 12.5 representa uma fase intermedia da defarmagao. 

No estudo geral das superficies, as fun^oes X, Y e Z que aparecem nas equacocs 
parametricas (12.1) ou na equagao vectorial (12.2) supoem-se continuas em T. A ima- 
gem de T atras da aplicapao r chama-se uma superficie parametrica e representa-se pelo 
simbolo r(T). Em muitos dos exemplos que apresentaremos, T sera um rectangulo, um 
circulo, ou qualquer outro conjunto simplesmente conexo limitado por uma curva 
simples, fechada. Se a fun<;ao r e biunivoca em T, a imagem r(7') chama-se-a super- 
ficie parametrica simples ou superficie elementar. Em tal hipotese, pontos distintos de 7 
aplicam-se em pontos distintos da superficie. Em particular, toda a curva simples fe- 
chada em T aplica-se numa curva simples fechada pertencente a superficie. 

Uma superficie parametrica r{T) pode degenerar num ponto, ou numa curva. Por 
exemplo, se as tres fun^oes X, Y e Z sao constantes, a imagem r(T) e um unico ponto. 
Se X, Y e Z sao independentes de v, a imagem r(T) e uma curva. Outro exemplo de 
superficie degenerada ocorre quando X{u, v) — u + v, Y(u , v) — (u + ti) 2 , e Z(a, w) = 
= (w 4- u) 3 , com T— [0, 1 1 X 10, 1 1. Se escrevermos t = u + v, vemos que a superficie de- 
genera na curva de equates parametricas r=l,y=/ z ,e:= f 3 , com 0 g / g 2. Estes 
casos podem evitar-se impondo certas restri^oes a fun^ao r que define a aplicacao, 
como se explica na Secpao seguinte. 
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12.2. O produto vectorial fundamental 

Consideremos uma superficie definida pela equa^ao vectorial 

r(u, w) = X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k , com ( u , v ) e T. 

Se X, Y e Z sao diferenciavcis errr T, consideremos os dois vectores 

dr dX . , dY . , dZ , 

du du du du 

e 

dr dX . , dY . , dZ , 

dv dv dv d v 

O produto vectorial destes dois vectores, dr/du X drldv , designar-se-a por produto 
vectorial fundamental da representaipao r. As suas componentes podem exprimir-se 
por intermedio de determinantes jacobianos. Com efeito, temos 


d_r_ dr = 

du dv 


i 

j 

k 


dr 

dZ 


dz 

dX 


dX 

dr 

dX 

dY 

dZ 


du 

du 


du 

du 


du 

du 

du 

du 

du 

s= 

dY 

dz 

i + 

dz 

dx 

j + 

dX 

dY 

d_X 

dY 

dZ 


dv 

dv 


dv 

dv 


dv 

dv 

dv 

dv 

dv 











d(Y,Z) . d(Z, X) . d(X, Y) s 

3(w, u) d(u, v) } d(u, v ) 
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Se (u, v) e um ponto de T no qual dr/due, drldv sao continuas e o produto vectorial 
fundamental e nao nulo; entao o ponto imagem r(u, v) chama-se ponto regular der. 
Pontos nos quais drldu e drldv nao sao continuos, ou em que dr/dux drldv— o, 
dizem-se pontos singulares de r. Uma superficie r(T) diz-se regular se todos os seus 
pontos o forem. Toda a superficie admite mais do que uma represen tagao parame- 
trica. Alguns dos exemplos que analizaremos a seguir mostram que um ponto de uma 
superficie pode ser regular para uma determinada representa^ao, mas singular nou- 
tra. O significado geometrico de pontos regulares e singulares pode explicar-se do 
modo seguinte: 

Consideremos em T um segmento de recta horizontal. A sua imagem por r e uma 
curva (chamada a curva u) pertencente a superficie r(T). Para um r fixo, considere- 
mos o parametro u como representando o tempo. O vector drldu e o vector veloci- 
dade ao longo desta curva. Quando u varia de Au, um ponto inicialmente situado em 
r(u, v) move-se ao longo de uma curva u de uma distancia aproximadamente igual a 
Wdrldu^Au, uma vez que \\drldul representa a velocidade do ponto ao percorrer a 
curva — Analogamente, para u fixo, um ponto da curva v desloca-se, durante o in- 
tervalo de tempo At, de uma distancia aproximadamente igual &\drldv\\Av. Um rec- 
tagulo de T com area AvAu transforma-se numa porqao de r(T) que aproximaremos 
por urn paralelogramo determinado pelos veclores (drldu) Au e (drldv) Av. (Ver figu- 
ra 12.6.) A area do paralelogramo determinado por (drldu) Au e (drldv)Av e o mo- 
dulo do respectivo produto vectorial, 


3r . 3r . 

— Au x — Av 


dr dr 

— x — 

du dv 


du dv 


Deste modo a grandeza do produto vectorial fundamental pode considerar-se como 
um factor de ampliaqao de areas. Nos pontos em que este produto vectorial e nulo o 
paralelogramo degenera numa curva ou num ponto. Em todo o ponto regular os 
veetores drldu e drldv determinam um piano cujo eixo e o vector dr/dux drldv. 
Na proxima Secqao demonstraremos que drldu X drldv e normal a toda a curva re- 
gular da superficie; por este motivo o piano definido por drldu e drldv chama-se o 
piano tangente a superficie. A continuidade de drldu e drldv implica a continuidade 
de drldu X drldv, esta, por sua vez, significa que o piano tangente varia continua- 
mente para uma superficie regular. Vemos assim que a continuidade de drldu e drldv 
evita a ocorrencia de arestas, ou pontos na superficie; o nao anulamento de drldu X 
drldv assegura a nao existencia dos casos degenerados antes citados. 

EXEMPLO 1. Superficies com uma representapao expllcita, z= f(x, >’)• Para uma su- 
perficie com uma representapao explicita da forma z = f(x, >')» podemos usar x e y 
como parametros, o que nos conduz a equagao vectorial 

r(x, y) = xi + yj + f(x, y)k . 

Esta representaqao conduz-nos sempre a uma superficie parametrica simples. A re- 
giao T diz-se a proteceao da superficie sobre o piano XOY. (Na figura 12.7 esta repre- 
sentado um exemplo.) Para calcular o produto vectorial fundamental observemos que 
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dx dx 


-=j+ d ^k 
dy J + dy ’ 


s e/e diferenciavel. Isto da-nos 


(12-5) 


dr dr 

dx dy 


* J 
1 0 


dx 


0 1 ^ 


9/ . 9/ . , . 


Uma vez que a componente segundo OZ de dr/dxx dr/dy e 1, o produto vectorial 
fundamental nunca se anula. Portanto os unicos pontos singulares que podem apare- 
cer nesta representagao sao pontos para os quais pelo menos uma das derivadas par- 

ciais dfldx ou df/dy deixa de ser contlnua. 

Um caso especifico e o da equagao 2 — \J l — jc 2 — y 2 , o qual representa uma semi- 
esfera de raio 1 e centro na origem, se x 2 + y 2 5 1. A equagao vectorial 


r(x, y) — xi + yj + V 1 — — y 2 k 

aplica o clrculo de raio 1 , T— l(x, ,y) 1 x 2 + y 2 <; 1} sobre a semi-esfera, segundo uma 
aplicagao bium’voca. As derivadas parciais dr/dx e drldy existem e sao continuas em 
todo o interior do circulo, mas nao existem sobre a sua fronteira. Consequentemente 
cada ponto do equador e um ponto singular desta representagao. 

EXEMPLO 2. Consideremos a mesma semi-esfera do Exemplo 1, mas desta vez como 
a imagem do rectangulo T = [0, 2*1 X 10, atraves da aplicagao 


r{u, v) - a cos u cos v i + a sen u cos v j + a sen u k. 


Os vectores drldu e dr/dv sao dados por 
dr 

— = -a sen u cos v 1 + a cos u cos vj, 
du 


VI . . . 

— = -a cos u sen v i - a sen u sen v j + a cos v k . 
dv 

Um calculo facil mostra que o respectivo produto vectorial e igual a 


VI VI , % 

— X — = a cos vriu, v) . 
du dv 
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A imagem dcT nao e uma superficie parametrica simples porque esta aplicapao nao 
e biuni'voca em T. Com efeito, cada ponto do segmento de recta v = $ 71 , 0 <; u <; 2tt, 
e aplicado no ponto (0, 0, a) (o polo norte). Tambem, devido a periocidade do seno e 
cosseno, r toma os mesmos valores nos pontos (0, k) e (2n, c), pelo que os lados di- 
reito e esquerdo de T sao aplicados sobre a mesma curva, ura arco de circunferencia 
que une o polo norte ao ponto (a, 0, 0) do equador. (Ver figura 12.3.) Os vectores 
dr! du e drldv sao continuos em todo o T. Uma vez que || drldu X drl doll = a 2 cos v, 
os unicos pontos singulares desta representapao aparecem quando cos v = 0. O polo 
norte e o unico de tais pontos. 

12.3. O produto vectorial fundamental dennindo uma normal a superficie 

Consideremos uma superficie parametrica regular r(T), e seja C* uma curva regu- 
lar em T. Entao a imagem C = r(C*) e uma curva regular situada na superficie. Pro- 
varemos que em cada ponto de C o vector drldu X drldv e normal a C, como indi- 
cado na figura 12.6. 

Suponhamos que C* e definida por uma funpao a definida num intervalo (a, b|, 
seja 


«(0 = U(t)i + V(t)j. 

Entao a imagem da curva C e representada por uma funpao composta 

P(0 = r[«(f)] = ^[<x(f)]i + y[«(f)U + Z[a(t)]k . 

Pretendemos provar que a derivada p\t) e perpendicular ao vector dr/dux drldv , 
com as derivadas parciais drldu e drldv calculadas em (U(s), K(r)). Para caicular 
p'(t) derivamos cada componente de p(t) (teorema 8.8) e obteremos 

(12.6) p'(0 = vz • «'(r)« + V Y ■ a’(t)j + VZ • a\t)k , 

•onde os vectores gradientes vX, vK e vZ se calculam em ( U{t ), K(<)). A equapao 
(12.6) pode escrever-se na forma 


pxo - ^ vx 0 + ~ no. 

au ov 

com as derivadas drldu e drlov calculadas em (t/(r), K(r)). Uma vez que drldu e 
drldv sao, cada ura deles, perpendiculares ao produto vectorial drldu x drldv, o 
mesmo se pode afirmar para p (t). Isto prova que drldu X drldv e normal a C, como 
tinhamos afirmado. Por este motivo, o vector drldu X drldv diz-se ser normal a su- 
perficie r(T). Em cada ponto regular P de r(T) o vector drldu X drldv e diferente 
de zero; o piano que passa por P e admite este vector como eixo chama-se o piano 
tangente a superficie cm P. 
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p.12.4. Exercicios 

f 4" Nos Exercicios i a 6, eliminar os parametros u e v a fim de se obter a equapao cartesiana, 
i; - provando que a equapao vectorial dada representa a superficie que se indica. Calcular, tam- 
|f bem. o produto vectorial fundamental drldu x dr/dv em funpao de u e v. 

1. Plano 

r(u, v ) = (x 0 + a,u + b t v)i + (y 0 + a 2 u + b 2 v)j + (z 0 + a 3 u + b 3 v)k. 

2. Paraboloide eliptico: 

C r(u, v) — au cos v i + bu sen vj + u 2 k . 

4 |:. 3 . Elipsoide: 

P r(u, v ) = a sen u cos v » + Z>sen wsen vj + ccos uk . 

■ 4. Superficie de revolufao : 

r(u , v) = u cos v i + usen vj + f(u)k . 

5. Cilindro: 

r(u, v) = ui + asenvj + a cos v k . 

6. Toro: 

r(u, r) = (a + b cos u) sen vi + (a 4- b Cos u ) cos v j + b sen u k , em que 0 < b < a. Qual o 
significado geometrico de a e bl 

Nos Exercicios 7 a 10 calcular a grandeza do produto vectorial dr/du x dr!d:v eni funpao 
dew ev. 

7. r(«, v ) — a sen u cosh v i + b cos u cosh vj + esenh v k . 

8. r(u, «) = («+ t>)i + (u — v)j + 4 v z k . 

9. r(u, v) — (u + v)i + (a 2 + v T )j + (u 3 + if)k . 

: 10. r(u, v) = u cos v i + u sen vj + |« 2 sen 2v k . 

12.5. Area de uma superficie na representapao parametrica 

Seja S = r(T ) uma superficie parametrica representada por uma funpao vectorial r 
definida na regiao T do piano OU V. Na Secpao 12.2 vimos que a grandeza do produ- 
to vectorial fundamental drldux drldv pode ser interpretada como urn factor de 
atnpliapao de areas. (Ver figura 12.6.) Um rectangulo em T de area Au Av transforma- 
se, por intermedio de r num paralelogramo curvilineo de S com area aproximada- 
mente igual a 

dr dr 

— x — AuAv. 
au ov 

Esta observapao sugere a seguinte definipao 

DEFINICAO DE AREA DE UMA SUPERFfCIE NA REPRESENTACAO PARAMETRICA. A 
area de S, representada por a (5), defme-se pelo integral duplo 

dr dr j , 

— X — du dv. 
du dv 
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Por outras palavras, para determinar a area de S calculamos em primeiro lugar o 
produto vectorial fundamental drldu X dr/dv e integramos depois o seu comprimen- 
to sobre a regiao T. Quando drldu x dr/dv e sta expresso em fungao das suas compo- 
nentes, por intermedio da equagao (12.4), obtemos 


( 12 . 8 ) 



Escrito nesta forma, o integral para a area de uma superflcie assemelha-se ao integral 
para o calculo do comprimento de arco de uma curva.f 

Se S c dada cxplicitamente por uma equagao da forma z = f(x, >0, podemos usar 
e y para parametros. O produto vectorial fundamental e dado pela equagao (12.5), 
pelo que se tern 



1/z = f(xy) 



FlG. 12.7. Uma superficie S com uma representagao explicita, z = j\x,y). A regiao T e 
a projecgao de S no piano XO Y. 


t Uma vez que o integral (12.7) contem r„ a area de uma superflcie dependera da funeSo usada para 
represcntar a superflcie. Quando analisarmos os integrals de superflcie provaremos (Secfao 12.8) que sob 
certas condicoes gcrais a area e independente da representagao parametrica. O resultado e analogo ao teo- 
rema 10. 1, no qua! analisamos a invariancia dos integrals de.linha perante uma mudanga do parametro. 
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Neste caso o integral de superficie vem 
(,2.9, + 

onde a regiao T e agora a projeccao de S sobre o piano XOY, como se mostra na 
figura 12.7. 

Quando S esta num piano paralelo ao piano XO Y, a funcao f e constante, pelo que 
dfldx = df/dy = 0, e a equacao (12.9) vem entao 

a(S) = \jdxdy. 

T 

o que esta de acordo com a formula usual para o calculo de areas de regides planas. 

A equacao (12.9) pode escrever-se de outra maneira a qual nos fara compreender 
melhor o seu significado geometrico. Em cada ponto de S, represente y o angulo 
entre o vector normal a S, N— dr/dxx dr/dy, e o vector unitario coordenado k. 
(Ver figura 12.8.) Uma vez que a componente segundo OZde iVe 1, temos 


cos y 


N-k 


1 


dr dr_ 
dx dy 


II fV|| 1|*|| || N|| 

e consequentemente l| drjdx X drjdy ||= 1/cosy Portanto a equagao (12.9) vem 

(12.10) a(S)= \\-J-dxdy. 

cos y 

T' • 


Suponhamos agora que S esta situada num piano nao perpendicular ao piano XOY. 
Entao y e constante e a equa?ao (12.10) estabelece que a area de S= (area de T)/ 
cos p, ou que 

(12.11) a(!T) = c(5) cos y . 

A equapao (12.1 1) designa-se algumas vezes por principio do cosseno para as areas. 
Diz-nos que se uma regiao S num piano e projectada sobre uma regiao T noutro 
piano, sendo y o angulo dos dois pianos, a area de 7 e igual a cos y vezes a area de 
S. Esta formula e, evidentemente, verdadeira quando Seo rectangulo indicado na 
figura 12.9, porque as distancias numa direcqao sao encurtadas por urn factor cos y , 
enquanto que as consideradas na direccao perpendicular permanecem inalteradas na 
mesma projeccao. A equacao (12.11) estende esta propriedade a qualquer regiao 
plana S. 
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Fig. 12.8. Agrundezade — x — e 1/cos y. Fig. 12.9. O principio do cosseno para as 

areas para o caso de um rectangulo. 

Suponhamos agora que S e dada por uma equagao da forma F(x, y, z) =0. Se S 
puder projectar-se da uma forma bium'voca sobre o piano XOY, a equagao F(x,y, z) = 0 
define z como fungao de x e y, isto e z= /(x, y) e as derivadas parciais dfldx e dfldy 
estao relacionadas com as de F pelas igualdades 

df dFjdx df dFjdy 

dx dF/dz C dy dF/dz 

nos pontos em que dFIdz^ 0. Substituindo estes cocientes em (12.9), encontramos 


( 12 . 12 ) 


-p 


dFjdxf + (dFjdy f + (dF/dz) 2 
\dF/dz\ 


exemplo 1. Area de uma semi-esfera. Consideremos uma semi-esfera S de raio a e 
centro na origem. Dispomos de imediat o da represe ntagao implicita x 2 + y 1 + z 1 = a 2 , 
z > 0; a representacao explicita e z = y 'a 2 - x 1 — y 2 ; e a representagao parametrica e 

(12.13) r(u, v) — a cos u cos vi + asenrrcos vj + a sen vk. 

Para calcular a area de S a partir da representagao implicita vamos utilizar (12.12) 
com 

F(x, y, z) — x 2 + y* + z 2 — a 2 . 

As derivadas parciais de F sao d Fid x — 2x, d F/dy — 2 y, d Fid z = 2z. A semi-esfera S 
proyecta-se, numa correspondencia biunlvoca, sobre o circulo D= ((x, >’)/x J + y 2 < a 2 } 
no piano XOY. Nao podemos aplicar (12.12) directamente porque a derivada parcial 
dFIdz e zero sobre a fronteira de D. Contudo, a derivada d FI dz e nao nula em todo 
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o interior de D pelo que podemos considerar um circulo menor concentrico com o 
primeiro D{R ) de raio R, com R < a. Se S(R) representa a parte correspondente ao 
hemisferio superior, a equatjao (12.12) e agora aplicavel e encontramos 


SreadeSW-IT^l +IM+M 

ii> w 


dx dy 

1 


Va 2 ~ x 2 - y 


dx dy . 


DIR) D(R) 

O ultimo integral pode calcuiar-se facilmente usando coordenadas polares, obtendo-se: 


area de S(R ) = a 



r dr 


dd = 2ira(a — x/ a 2 — R z ) ■ 


Quando R-»a a area de S(R ) tende para o limite 2;ra 2 . 

Podemos evitar a passagem ao limite no exemplo precedente recorrendo a repre- 
sentacao parametrica dada em (12.13). Os calculos do Exemplo 2 da Secqao moslram 
que 

= Ha cos v r(u, u)|| = a 2 |cos u| . 

Deste modo podemos aplicar a equaqao (12.7), tomando para a regiao T o rectangulo 
[0, 2n] x (0, 1. Encontramos 

a(S) = a 2 JJ | cos u| du dv = a 2 J** [J^cos v da] du = lira 2 . 

T 

EXEMPLO 2. Outro teorema de Pappus. Um dos teoremas de Pappus estabelece 
que a superficie de revolugao, obtida por rotapao de uma curva plana, de compri- 
mento L, em torno de um eixo do seu piano, tern a area InLh, sendo h a distancia 
ao eixo de rotagiio do centroide da curva. Usaremos a formula (12.7) para demonstrar 
este teorema. 

Suponhamos uma curva C, inicialmente no piano XOY , que roda em torno do eixo 
OZ. Seja z = /(x) a equaqao dessa curva no piano XOZ , com a < x g l», a 5 0. A su- 
perficie de revolugao S assim gerada pode definir-se pela equacao vectorial 

r(u, v) —u cos t) i + u sen \vj + f(u)k, 

onde (m, v) 6 [a, b \ X 10, 2?r]. Os parametros u e v podem interpretar-se como o raio 
vector e o angulo polar de um sistema de coordenadas polares, como se indica na 
figura 12.10. Se a <; u < 6, todos os pontos (x, y, z) a uma dada distancia u do eixo OZ 
tern a mesma cola, /(«), pelo que estao todos sobre a superficie. O produto vectorin' 
fundamental desta represen taQao e 


dr dr 

du dv 
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dr dr 

— x — 
du dv 


i 

cos v 
— u sen v 


j 

sen v 
U COS y 


* 

/'(«) 

0 


= — u/'(«) cos v i — uf'(u)senvj + tik, 


e por isso 


dr dr 
du dv 


uy/l + t/'(«)] 2 - 


z 



Fig. 12.10. Area de uma superlieie de revolueao determinadn por aplicagao do 

teorema de Pappus. 

Deste modo a equapao (12.7) escreve-se 


n(S) = [J^M-s/l + [f(u)fdu\ dv = 2tt j\s/l + [f(u)f du. 


O ultimo integral pode exprimir-se na formq j c xds, um integral de linha a respei- 
to do comprimento de arco tornado ao longo de C. Como tal, e igua! a xL, sendo x 
a abcissa do centroide de C e L o comprimento de C. (Ver Secgao 10.8.) Consequen- 
temente a area de S e 2nLx, o que demonstra o teorema de Pappus. 
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12.6. Exercicios 

1. Seja 5 um paralelogramo nao paralelo a qualquer dos pianos coordenados. Sejam 5,, S 2 e 
S, as areas das projecipoes de S sobre os tres pianos coordenados. Provar que a area de S 
e ,/Sf + Sj + S]. 

2. Calcular a area da regiao que o piano .v + y+z = a determina no cilindro x 2 -i- r = a 2 . 

3. Calcular a area da superficie da esfera x 2 + r 2 + r 2 = <j 2 , situada no interior do cilindro 

x 2 + j J = ay, com a > 0. 

4. Calcular a erea da porfao da superficie z 1 = 2xr situada acima do primeiro quadrante do 
piano XOY e limitado pelos pianos x = 2 e .r = 1 . 

5. Uma superficie S admite a representaipuo parametrica 

r(u, v) = u cos v i + usenu j 4- u 2 k , 

com 0 < u < 4 e 0 < v < 2n. 

(a) Provar que 5 e uma parte de uma superficie de revoluipao. Fazer um desenho e indicar 
o significado geometrico dos parametros »ema superficie. 

(b) Calcular o producto vectorial fundamental Brj du x SrjBv em fumpao de u e r. 

(c) A area de S e n (65i/65 — l)/n, com n inteiro. Calcular o valor de n. 

6. Calcular a area da ponpao da superficie conica .v 2 + r 2 - r 2 situada acima de XOY e limi- 

tada pela esfera x 2 + y 2 + i 2 = 2ax. 

7. Calcular a area da ponpao da superficie conica x 1 + r 2 = z 2 que esta situada entre os pianos 
z = Oe.v + 2z = 3. 

8. Calcular a area da ponpao do paraboloide x 2 + r 2 = lay cortada pela piano r = a. 

9. Calcular a area do toro de equaipao vectorial. 

r(u, v) ~ (a + b COS u)sena i + (a + b cos u) cos vj + f>senu k , 

em que 0 < b < a e 0 < u < 2n, 0 < v < 2n. I Sugesiao: Usar o teorema de Pappus.] 

10. Uma esfera esta inscrita num cilindro circular recto. A esfera e cortada por dois pianos 
paralelos perpendiculares ao cixo do cilindro. Demonstrar que as partes da esfera e do 
cilindro compreendidas entre esses dois pianos tern a mesma area. 

1 1. Sejam T o circulo de raio e unidade no piano OUV , 


r(u, v) 


2u . 2v 

u* + v* + 1 ‘ + u 2 + v 2 + 1 J + 


u 2 + v 2 - 1 

u 2 + V 2 + 1 


(a) Determinar a imagem, por r, de cada uma dos seguintes conjuntos: o circulo unitario 
u 2 +.i- 2 = 1 ; o intervalo - 1 < u < 1 ; a parte da recta u = r situada em T. 

(b) A superficie S = r(T) e muito conhecida. Indicar o seu nome e desenha-la. 

(c) Determinar a imagem por r do piano OUV. Indicar por meio de um desenho qual o 
significado geometrico dos parametros u e v. 

12.7. Integrals de superficie 

Os integrals de superficie sao, em muitos aspectos, analogos aos integrals de linha: 
a integratpao e estendida a uma superficie em vez de uma curva. Definimos os inte- 
grals de linha mediante uma representatpao parametrica para a curva. Analogamente, 
definiremos integrals de superficie por intermedio de uma representaipao parametrica 
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da superficie. Teremos entao que provar que, sob certas condigoes gerais, o valor do 
integral e independente da representagao considerada. 


DEFINICAO DE integral DE SUPERFlCIE. Seja S = r(r) uma superficie na represen- 
taqao parametrica descrita por uma funpao diferencidvel r definida numa regiao T do pla 
it U e seja f um campo escalar deftnido e limitado em S. O integral de superficie def sobre 
S representa-se pelo simbolo j j f dS[ou por j j/( x, y, z) dS\ e deftne-se pela igualdade 


(12.14) 


JJ/JS-JJ/W*..) 1 

r(T) T 


dr dr 

— X — 
du dv 


du dv 


sempre que o integral duplo do segundo membro existe. 

Os exemplos que se seguem ilustram algumas aplicagoes dos integrals de 
EXEMPLO 1. Area de uma superficie. Quando /= 1, a cquagao (12.14) 

du dv. 



dr dr 

— x — 

JJ JJ 

r(D T 

du dv 


superficie. 

escreve-se 


O integral duplo do segundo membro e o que foi usado atras na Secgao (12.5) para 
definir area de uma superficie. Assim, a area de S e igual ao integral de superficie 
J idS. Por tal motivo, o simbolo dS chama-se por vezes “elemento de area da super- 

rtj) 

ficie” e o integral de superficie j jf dS diz-se ser um integral de / em relagao ao ele- 
, , '■< r) 

mento de area da superficie, estendido a toda a superficie r(T). 


EXEMPLO 2. Centro de massa. Momento de inercia. Se num campo escalar, / e in- 
terpretado como sendo a densidade de massa de uma lamina delgada com a forma de 
S, a massa total m da superficie obtem-se pela equacao 


m = |J/(x, y, z )dS. 
s 


O seu centro de massa e o ponto (x, y, z) com coordenadas definidas por 


xm = 


J/ */(*» y,z)ds t 
s 



J| yf(x,y,z ) dS, 

S 


zm 


JJ z/(x, y, z) dS. 
s 


O momento do inercia //. de 5 em relagao a L e definido por 
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I L = {/ <5 2 (x, y, z)/(*. y, z ) dS, 

s 

representando S (x, y , z) a distancia a L do ponto generico da superficie. Como exem- 
p!o, determinemos o centra de massa da superficie de uma semi-esfera homogenea 
de raio a. Consideremos a representagao parametrica 

r(u, u) = a cos u cos vi + osenu cos vj + a sene k , 

com (a, y) e[0, 2n\ X [0, zr/2]. Esta representa^ao particular ja foi anaiisada no Exem- 
plo 2 da Secpao 12.2, onde verificamos que a grandeza do produto vectorial funda- 
mental e o z |cos o|. Neste exemplo a densidade / e constante, /= c, e a massa nt e 
Inatc, produto da area S por c. Devido a simetria, as coordenadas x e y do centra de 
massa sao nulas. A cota z e dada por 


zm — cjjzdS=cjj a sent; • a 2 |cos i>| du dv 

S T 

- 2na z c seny cos v dv — ira 3 c = ~ m , 

Jo 2 

pelo que z ~ all. 

exemplo 3. Fluxo de fluido atraves de uma superficie. Consideremos urn fluido 
Como um conjunto de pontos ditos particulas. A cada particula (x, y , z) atribuimos 
urn vector V(x, y , z) que representa a sua velocidade. Constroi-se assim o campo de 
velocidade da corrente do fluido. O campo de velocidades pode ou nao variar com o 
tempo. Consideremos unicamente fluxos estacionarios, isto e, fluxos para os quais a 
velocidade V(x, y, z) depende unicamente da posicao da particula e nao do tempo. 

Designemos por p(x, y , z) a densidade (massa por unidade de volume) do fluido no 
ponto (jc, y , z). Se o fluido e incompressivel, a densidade p sera constante. Se e com- 
pressivel, tal como um gas, a densidade pode variar de ponto para ponto. Em qual- 
quer das hipoteses a densidade e um campo escalar associado a corrente de fluido. O 
produto da densidade pela velocidade representamo-lo por F; isto e, 

F(x, y, z) = p(x, y, z) V(x, y, z) . 


Este e um campo vectorial chamado a densidade de fluxo da corrente. O vector F{x,y, z) 
tern a mesma direepao que a velocidade, e a sua grandeza tern as dimensoes 

massa distancia massa 

unidade do volume unidade de tempo (unidade de area)(unidade de tempo) 

Por outras palavras, o vector densidade de fluxo F(x, y, z) diz-nos quanta massa de 
fluido, por unidade de area, passa pelo ponto (x, y , z) na dire'e^ao de E(x, y , z) por 
unidade de tempo. 
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Seja S = r{T) uma superficie parametrica simples. Em cada ponto regular de S 
designemos por n o vector unitario normal com sentido concordante com o do pro- 
duto vectorial fundamental, isto e, seja 



O produto escalar F n representa a componente do vector densidade de fluxo segun- 
do n. A massa de fluido que passa atraves de S , na unidade de tempo, na direcgao e 
sentido de «, define-se pelo integral de superficie 

fff- ndS = ff F-nl — X — I dudv. 

J J JJ I 3m dv I 

r(T) T 


12.8. Mudanga de represent agao parametrica 

Debrugamo-nos agora sobre a analise da independencia dos integrais de superficie 
cm face de uma mudan^a da representa<;ao parametrica daquela. Suponhamos que 
uma funcao r aplica uma regiao A do piano OUV sobre uma superficie parametrica 
r(A). Supongamos tambem que A c a imagem da regiao B no piano st atraves de uma 
aplica^ao biunivoca, continuamente diferenciavel, G definida por 

(12.16) G(s, t) = U(s, t)i + V(s, t)j se (s,t)eB. 

Consideremos a fungao R definida era B pela equagao 

(12.17) R(s, t) — r[G(s, /)]• 

(Ver Figura 12.1 1). Duas fungoes r e R assim relacionadas dizem-se equivalences regu- 
larmente. Fungoes equivalentes regularmente representam a mesma superficie, isto e, 
r(A) e R(B) como conjuntos de pontos sao identicos. (Isto e uma consequencia do 
facto de G ser biunivoca.) O teorema que apresentamos a seguir trata da relagao entre 
os respectivos produtos vectoriais fundamentais. 

TEOREMA 12.1. Sejam r e R fungoes equivalentes regularmente relacionadas pela 
equapao (12.17), onde G = Ui t Vj e uma aplicapdo biunivoca. continuamente diferencia- 
vel. de uma regiao B do piano OST sobre uma regiao A do piano OUV, dada por{ 12.16). 
Entdo tem-se 

dR dR = /3r ■ 3^ 3(17, V) 
d s dt \3u dv/ d (s, t) 


(12.18) 
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coni as derivadas parciais dr/d u e d r/dv calculadas no ponto (t/(s, t), K(s, t)). Querdizer 
o produto vectorial fundamental de R e igual ao de r tnultiplicado pelo determinante jaco- 
biano da aplicapao G. 

Demonstrapdo. As derivadas d Rids e dR/dt podem calcular-se por derivagao de 
(12.17). Aplicando a cada componente de Ao teorema 8.8 e recordando ostermos, 
encontramos 

+ e 31/ + 3r 3K 

3s 3u 0s 0 d 3s dt 3w 3/ dv dt 

onde as derivadas drldu e dr/dv sao calculadas em ( U(s . /), ^(s, /)). Multiplicando 
vectorial mente, membro a membro, estas duas equates, tendo presente a ordem dos 
factores, obtemos 

dR d A _ (<!l /<*£ ^ = dr \ d ( u > v ) 

3s dt \3u So/ v 3s dt dt ds ) \3u 3o/ 3(s, t ) 

como queriamos demonstrar. 

A invariancia dos integrais de superficie para representai^des parametricas equiva- 
lentes regularmente e agora uma consequencia imediata do teorema 12.1. 
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TEOREMA 12.2. Sejam r e R /undoes equivalentes regularmente, corno as descritas no 
teorema 12.1. Se o integral de superftcie J jf dS existe, entao existe tambem o integral 

r(A) 

de superftcie \\fdS e tetn-se 
«( 6 ) 

jjfdS = jjfdS. 

HA) K<B> 


Demonstracao. Por definigao de integral de superficie temos 


HA) A 


3r dr 

du dv 


du dv . 


Usamos em seguida a aplicagao C do teorema 12.1 para transformar este integral num 
integral dupto estendido a uma regiao B do piano OST. A formula de mudanga de 
variaveis nos integrals dupios garante-nos que 


J*J* fl r ( u > ®)] 


dr dr 

— x — 
du dv 


du dv - 


|J/HG(S, 01} 

li 


dr dr 

du dv 


d(U, V) 
d(s, t) 


ds dt, 


cm que as derivadas drldu e dr/dv do segundo membro sao calculadas em (U(s, t), 
KCs, 0- Por causa da equagao (12.18), o integral sobre B e igual a 


B 

Mas esta e, por sua vez, a definigao do integral de superficie 
gao fica assim completa. 


dR dR 
3s dt 


ds dt . 


j f f dS, e a demonstra- 
te) 


12.9. Outras notagdes para os integrals de superficie 

Se S = r(T) e uma superficie na representagao parametrica, o produto vectorial 
fundamental M— dr I dux drtdv e normala S em cada ponto regular da superficie. 
Em cada ponto existem duas normais unitarias, uma «, com o sentido de Ae outra n 2 
com o sentido contrario. Assim, 


A 

ii m 


e /In = #Ij . 


Seja n uma das duas normais n, e n 2 . Seja F urn campo vectorial definido em S e ad- 
mitamos que o integral de superficie f j"F* n dS existe. Entao podemos escrever 

.S 
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(12.19) jjp-ttdS = II F[r(u, «)] - n(u, 


<0 


dr 3r 

du dv 


du dv 


-N- 


±|| Fir{u, o)] - ^ X ~du dv, 
du dv 


onde se usa o sinal + se n = n, e o sinal — sc n — « 2 . 

Suponhamos agora que exprimimos Fer em funijao das respectivas componentes, 
scja 

F(x,y, z) = P(x,y, z)i + Q(x,y, z)j + R(x, y, z)k 
e 

r(u, v ) = X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k. 

Entao o produto vectorial fundamental de r e dado por 

A , _ ^ .. dr _ 8(Y, Z) . d( Z, X) d(X, Y) J; 

du dv d(u, v) d(u, v ) d(u, v) 

Se n - a equacao (12.19) vem 

(12.20) P • n dS = | P[r(u, i?)] ^ Z) du dv 

JJ JJ d(u, p) 

+ JJ !>)] 8 £ Z ’ du dv + JJ P[r(u, p)] du dv ; 

.JJ d(u, v) JJ d(u, v) 

se n — n 2 , cada integral duplo do segundo membro deve ser substituido pelo sime- 
trico. A soma dos integrals dupios do segundo membro da-se, muitas vezes, a forma 
mais resumida 

(12.21) | J P(x, y, z) dy A dz + j j Q(x, y, z) dz A dx + j j R(x, y, z) dx A dy , 

s s s 

ou ainda mais abreviadamente 


( 12 . 22 ) 


j \ P dy A dz + Q dz A dx + R dx A dy . 


Os integrals que aparecem em (12.21) e (12.22) sao tambem referidos como integrals 

de superficie. Assim, por exemplo, o integral de superficie J jP dyA dz e definido por 

s 


JJ ^ dy A dz ~ JJ 


P[r(u,v)] d S^dudv. 
d(u, v ) 


(12.23) 
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Esta notagao e sugerida pela formula de mudanga de variaveis num integral duplo. 

A despeito da semelhanga na notagao, o integral do primeiro membro de (12.23) 
nao c um integral duplo. Em primeiro lugar, P e uma fungao de tres variaveis. Em 
seguida, devemos ter em consideragao a ordem segundo a qual os simbolos dy e dz 
aparecem no integral de superficie, porque 

d(Y, Z) 
d(u, v ) 

e portanto 

JJ P dy A dz 
s 

Nesta notagao, a formula (12.20) vem 

(12.24) .. jj F-ndS = jj Pdy Adz + QdzAdx + Rdx\dy 

s s 

se n = Se n = n 2 o integral do segundo membro deve substituir-se pelo simetrico. 
Esta formula e semelhante a seguinte formula para os integrais de linha 


d(z , y) ■ 

d(u, v) 

- — Jj" p dz A dy. 
s 


j c F- da. = j c P dx + Qdy + Rdz. 

Se o vector unitario normal n e expresso em fungao dos cossenos directores, seja 
n = cos a i + cos /S / + cos y k , 

entao Fn=P cos a + Q cos /5 + R cos y, e podemos escrever 

JJ" F ■ n dS = j j (P cos ot + Q cos /? + R cos y) dS . 
s « 

Esta equagao e vdlida quando a e quer «„ quer n 2 . Os cossenos directores dependerao 
da escolha da normal. Se/i=n, podemos usar (12.24) para escrevermos 

(12.25) 

JJ (Pcos a 4 - Q cos fi + R cos y) dS = J J P dy A dz + Q dz A dx + R dx A dy. 
s s 


Se n = Bj temos, por sua vez, 
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(12.26) 

JJ (P cos a + Q cos ft + R cos y) dS = — JJ* P dy A dz + Q dz A dx + R dx A dy. 
s s 


12.10. Exercicios 

1. Seja 5 a semi-esfera x 1 + y 2 + r = 1, z > 0 e F(x, y , z) = xi + yj. Seja « o vector normal 
unitario exterior a S. Calcular o valor do integral de superficie / Jp- n dS, utilizando: 

s 

(a) a representacao vectorial r(«, v) — sen u cos «S + sen u sen ij + cos uk, 

(b) a representacao expllcita z = y/ 1 — x 1 — y 1 , 

2. Mostrar que o momento de inercia de uma superficie esferica homogenea em relacao a um 
dos seus diametros e igual a 2 ma 2 , sendo m a massa e a o seu raio. 

3. Determinar o centro de massa da superficie da semi-esfera homogenea x 2 + y 2 + z 2 = a\ 
situada acima de OXY. 

4. Seja 5 a superficie plana cuja fronteira e o triangulo com vertices (l, 0,0), (0, t,0)e(0,0, 1), 
e seja F(x, y, z) = xi + yj + zk. Represente n o vector unitario normal a 5 cuja componente 
segundo OZ e nao negativa. Calcular o integral de superficie/ //’• it dS , utilizando: 

s 

(a) a representacao vectorial r(u, v) = (« + v)i + (« — »)/ + (1 — 2 u)k, 

(b) uma representacao explicita da forma z = /(x, y) 

5. Seja S uma superficie parametrica descrita pela formula explicita z = f(x, y), com (x, y) a 
variar numa regiao plana T, projeccao de S no piano XOY. Sejam F= Pi + Qj + Rk c n a. 
normal unitaria a 5 cuja componente segundo OZ e nao negativa. Utilizar a representacao 
parametrica r(x, y) = xi + yj + /(x, y)k e provar que 

J/ f .^-//(-4- e | + «)„^ 

S T 

onde P, Q e R estao caiculados em (x, >’,/(x, ^)). 

6. Seja 5 a mesma superficie do Exercicio 5 e <p um campo escalar. Provar que: 


(a) JJ <p{x, y, z) dS = JJ y[x, yj(x, y)]J l + (jQ + {-Q dxdy. 

S T 

(b) JJ <p(x, y, z)dy a dz = -JJ <p[x,y,f(x,yj\ dx dy . 

s T 

(c) JJ y(x,y,z)dz \dx = - JJ <p[x,y,f(x,y)]-^dxdy. 

S T 

7. Se S e a superficie da esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , calcular o valor do integral de superficie 
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xz dy a dz + yz dz \ dx + x 2 dx a dy . 
s 

Escolher uma representapao para a qual o produto vectorial fundamental tenha a direcpao 
e o sentido da normal exterior. 

8. O cilindro x 1 + y 2 = 2x intersecta uma porpao de superficie S na folha superior do cone 
x 2 + y 2 = z 1 . Calcular o valor do integral de superficie 

J J (x 4 — y 4 + y 2 z 2 — z z x 2 + 1) dS . 

s 

9. Uma superficie esferica homogenea de raio a e intersectada pela folha superior do cone 
circular recto cujo vertice esta situado no centro da esfera. Se a semi-abertura do cone e 
or, com 0 < <* < tt, determine (em funcao de a e a) o centro de massa da porpao de super- 
ficie esferica que fica interior ao cone. . 

10. Uma folha de papel de forma rectangular e homogenea de base 2na e altura h e enrolada 
de modo a dar-lhe a forma de urn cilindro circular recto de raio da base a. Calcular o 
momento de inercia de S em relapao a urn cixo contendo uma diametro da base. 

11. Considerar o Exercicio 10. Calcular o momento de inercia de 5 1 em relapao a um eixo 
situado no piano da base e que e tangente a circunferencia que a limita. 

1 2. Uma correntc de fluido tern um vector densidade de fluxo C(x, y, z) = xi — (2x + y)j + zk. 
Seja S a semi-esfera x 3 + y 2 + :' = I, - i 0, e seja n o vector unitario normal dirigido para 
o exterior da esfera. Calcular a massa do fluido passando atraves de S na unidade de tem- 
po e na direcpao de n. 

13. Resolver o Excrcicio 12 se S inclui tambem a base plana da semi-esfera. Na base inferior a 
normal unitaria e —k. 

14. Seja S a porpao do piano x + y+ z = /determinada na esfera de raio unidade x 2 + n 2 + z 2 = 1 
Seja <fi(x, y, z) = 1 - x 2 — y 2 — z 2 se (x, y, z) e interior a esta esfera, e seja ip{x, y, z) = 0 em 

qualquer outra hipotese. Provar que 

Hx, y, z) dS 

s 

Ibugestdo; Introduzir novas coordenadas (x,, y,, z,) com o eixo OZ, normal ao 
piano x + y + z — i. Usar depois coordenadas polares no piano O.X t Y , como pa- 
rametros para S). 



, 18 (3 - r 2 ) 2 se|r|<V3, 

10 se |r[ > V?- 



12.11. O teorema de Stokes 

A parte restante deste capitulo e dedicada especialmente a duas generalizapoes do 
segundo teorema fundamental do calculo aos integrals de superficie. Elas sao conhe- 
cidas, respectivamente, pelas designapoes de teorema de Stokes + e teorema da diver- 
gencia. Esta Secpao trata do primeiro; o teorema da divergencia sera estudado na 
Secpao 12.19. 


t Em honra de G. G. Stokes (1819-1903), matematico irlandes que trouxe contribuipoes fundamentals a 
Hidrodinamica e na optica. 
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O teorema de Stokes e uma extensao directa do teorema de Green, o qual estabe- 
lece que 

Xf (If- f) dxd > , =L pdx+ad> ’- 

s 

com S uma regiao plana limitada por uma curva fechada simples C percorrida no 
sentido directo. O teorema de Stokes relaciona um integral de superficie com um in- 
tegral de linha e pode enunciar-se do modo seguinte: 

TEOREMA 12.3. TEOREMA de STOKES. Suponha-se S uina superficie parametrica sim- 
ples regular, S = r(T), sendo T uma regiao do piano OUV limitada por uma curva de 
Jordan F, seccionalmente regular. ( Ver figura 12.12.) Admita-se tambem que r e uma 
aplicacdo biunivoca cujas componentes admitem derivadas parciais de segunda ordem 
continuas em certo conjunto aberto contendo TUT. Seja C a imagem de r por r, e re- 
presentem P, Q e R campos escalares continuamente diferenciaveis em S. Entao tem-se 



Fig. 1 2. 1 2. Um exemplo de uma superficie a qual o teorema de Stokes e aplicavcl. 


A curva F e decrita no sentido positivo e a curva C no sentido que resulte de aplicar a F a 
funcao r. 
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Demonstrapao: Para demonstrar o teorema basta estabelecer as tres seguirues for- 
mulas. 


(12.28) 


L Pdx = tt{-¥y‘ ,X * dy + fz dZf ' d ')' 

bw-Sj {-h iy ’' dz+d i‘‘ x, ' d ')' 

J c R d. _ JJ (- ^ A & + 


A sua adigao, membro a membro, da-nos a formula (12.27) do teorema de Stokes. 
Uma vez que as tres sao semelhantes, provamos unicamente a primeira. 

O camino para a demonstragao consiste em exprimir o integral de superficie como 
um integral duplo sobre T. Aplica-se entao o teorema de Green para exprimir o in- 
tegral duplo sobre T como um integral de linha ao longo de r. Finalmente, mostra- 
mos que este integral de linha e igual a § C P dx. 

Escrevamos 

r(u, v ) = X(u, v)i 4- Y(u, v)j + Z(«, v)k 


e exprimamos o integral de superficie estendido a S na forma 

g \ dy dz / "1 d(u, v ) dz d(u, v) J 

Designemos por p a fungao composta dada por 

P(u , u) = P[X(u, v), Y ( u , t>), Z(u, p)] . 

O ultimo integrando pode entao escrever-se 


(12 .29> dP d(X, Y) dp 3(Z, X) = 1 / dX\ 1/ gjf\ 

dy d(u, u) dz d(u, v ) d u \ dv / dv \ du J 

No Exercicio 13 da Secgao 12.13 esboga-se a demonstragao de (12.29). Aplicando o 
teorema de Green ao integral duplo sobre T obtemos 




3X A , dX A 

p — du + p — — dv , 
r du dv 



Integrals de superficie 


493 


sendo r percorrida no sentido fronteiro. Parametremos T por intermedio de y defini- 
da num intervalo [a, ft] e seja 

(12.30) «(0 = r[y(f)] 

a correspondente parametrizagao de C. Exprimindo entao cada integral de linha em 
termos da sua representagao parametrica encontramos 

f + n dv „( Pix , 

Jr au ov Jc 

o que completa a demonstragao de (12.28). 


12.12. O rotacional e a divergencia de um campo vectorial 

O integral de superficie que aparece no teorema de Stokes pode exprimir-se de 
uma forma mais simples por intermedio do rotacional de um campo vectorial. Seja F 
um campo vectorial diferenciavel dado por 


F(x, y, z) — P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k . 
O rotacional de F e outro campo vectorial definido por 


( 12 . 31 ) 


rot F = 


dR 



As componentes do rot F sao as fungoes Figurando no integral de superficie da formula 
de Stokes (12.27). Deste modo, o integral de superficie pode escrever-se 

JJ ( rot F)- ndS, 
s 

onde n e o vector normal unitaria com o mesmo sentido que o produto vectorial fun- 
damental da superficie, isto e, 

dr dr 

du dv 

n = . 

3r dr 

du dv 


O integral de linha na formula de Stokes (12.27) pode escrever-se na forma f c F-da, 
com a definindo Cdada por (12.30). Deste modo, a forma mais simples para o teorema 
de Stokes e 


J J (rot F) • ndS 
s 


L 


F ■ da. 
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Para o caso especial em que Sea regiao do piano XOY e n = k, esta formula re- 
duz-se ao teorema de Green 

A equapao (12.31) definindo o rotacional pode memorizar-se facilmente conside- 
rando-a como o desenvolvimento de um determinante de terceira ordem. 


i j k 


d_ 

d 

d_ 

/ dR 



m j+ 

(dO 

dP\ 

dx 

dy 

dz 


dz) 

\3z 

3 x! 

\9x 

dy) 

P 

Q 

R 








Este determinante desenvolve-se segundo os elementos da primeira linha, mas cada 
“produto" tal como dldy vezes R deve interpretar-se como a derivada parcial dRIdy. 
Podemos, do mesmo modo, escrever esta formula como um produto vectorial, 


rot F = V x F, 

onde o simbolo V e tratado como se fosse um vector. 


V = 


d . d . 
— i + —j + 
dx dy 



Se formarmos o “produto escalar” A-F de modo puramente formal, interpretando 
mais uma vez os produtos tais como d/dx vezes P como sendo dPldx, encontramos 
que 


(12.32) 


_ ,, dP 3Q 

V • F = f- — -f 

dx dy 


dR 

dz 


A equapao (12.32) define um campo escalar chamado a divergencia de F, e escreve-se 
div F. 

Ja usamos o simbolo V<p para representar o gradiente de um campo escalar <j», de- 
finindo por 


V<p = 


| 2 « + ^ + 

OX ov 



Esta formula pode ser irjterpretada como uma multiplicapao ‘formal do simbolo vec- 
torial V pelo campo escalar </>. Assim, o gradiente, a divergencia, e o rotacional po- 
dem representar-se simbolicamente pelos produtos v<P, y pXf, respectivamente. 
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Alguns dos tepremas atras demonstrados podem exprimir-se em termos do rota- 
tional. Por exemplo no teorema (10.9) provamos que um campo vectorial f=(/j, 

. . continuamente diferenciavel sobre um conjunto conexo aberto S no «-espa<;o, 
e um gradiente em S se e so se as derivadas parciais de todos as componentes de f 
' verificam as relates 

(12.33) D t f,(x) = DJ k (x) (j,k = 2, ... ,n). 

Na hipotese do espa<po tridimensional o teorema 10.9 pode enunciar-se do modo se- 
guinte: 

TEOREMA 12.4. Se F = Pi + Qj 4- Rk e um campo vectorial continuamente diferencia - 
vel num conjunto conexo S do 3-espaco, entao F e um gradiente em S se e so se 

(12.34) rot F = O em S. 

. r. . 

Demonstracao: No caso tridimensional as relates (12.33) sao'equivalentes a afir- 
magao de que rot F = O. 


; 12.13. Exercicios 

Em cada um dos Exercicios 1 a 4, transformar o integral de superflcie J /(rot F)n dS um 

s 

s integral de linha recorrendo ao teorema de Stokes e calcular depois o integral. 

1 . F(x, y, z) = y*i + xyj + xzk , onde Sea semi-esfera x 2 + y 1 + z 1 = I , zi 0, e n e a normal 
■ unitaria com componente segundo OZ nao negativa. 

i 2. F(x, y, z) = yi + zj + xk, onde Sea ponpao do paraboloide z = I T x 2 - y 2 com z>0,oea 
;■ normal unitaria com componente segundo OZ nao negativa. 

1 3. F(x, y, z) = (t — z)i + yzj — xzk , sendo S formada pelas faces do cubo 0 S .vS 2,0 S yS 2, 

0 < z < 2 nao situadas no piano XOY. A normal unitaria n e dirigida para o exterior. 

; 4. F{x, y, z) = xzi — yj + x 2 yk, sendo .S formada pelas tres faces nao no piano YOZ do tetraedro 
| limitado pelos tres pianos coordenados e o piano 3x + y + 3z = 6. A normal n e a normal 
unitaria dirigida para o exterior do tetraedro. 

| Nos Exercicios 5 a 10, usar o teorema de Stokes para provar que os integrals de linha tern os 
tvalores dados. Em cada exemplo explicar qual o sentido em que deve percorrer-se C para chegar 
fa solucao dada. 

| 5. f c ydx + zdy + xdz = na 2 \j2, com C a curva de interseccao da esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 e o 
| piano x + y + z = 0. 

i 6. /<; (>’ + z)dx + (z ) x)dy t (x t y)dz - - 0, onde C e a curva de intersecqao do cilindro 
I x 2 + y 2 = 2y e o piano y= z. 

I 7. ( c y 1 dx + xydv+ xzdz = 0, com C a curva do Exercicio 6. 

I $c(y ~ z }dx + (z — x)dy + (x — y)dz = In a(a + b), sendo C a interseccao do cilindro 
jf x l + y 2 — a 2 e o piano xla + zlb — 1 , a > 0, b > 0. 

9. / c (y J + z 2 )dx + (x 2 + z 2 )dy + (x 2 + f)dz = 2 nab 2 , sendo C a curva de intersecqao da semi- 

? esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2ax, z > 0, e o cilindro x 2 + y 2 = 2 bx, com 0 < b < a. 

10. j c (/ — z 2 )dx + (z 2 - x 2 )dy + (x 2 - f)dz = 9a’/2, sendo C a curva de interseccao do cubo 

5 0 < x < a. 0 < y < a, 0<z<a pelo piano x + y 4- z = 3al2. 
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11. Se r=xi+yj+zk e Pi + Qj + Rk - axr, sendo a um vector constante, mostrar que 
j c Pdx + Qdy + Rdz = 2 JJa • ndS, sendo C a curva que limita uma superficie parametrica S 

s 

en a normal unitaria a S conveniente. 

12. Seja f = Pi + Qj + Rk, onde P = — y/(x 2 + y 2 ), Q = x/(x 2 + j' 2 ), R = z, e seja D o toro gerado 
pela rotagao do circulo (x — 2) 2 + z 1 = I , y = 0, em torno do eixo OZ. Provar que rot F = 0, 
mas que j c P^ x + Qdy + Rdz nao e zero se a curva C for a circunferencia x 2 + y 2 = 4, z = 0. 

13. Este exercicio esboga uma demonstragao de (12.29), usada na demonstragao do teorema 
de Stokes. 

(a) Utilizar a formula de derivagao do produto para provar que 

3 / 3X\ 3 ( art _ dp 3X Bp BX 

Buy Bv / Bu j Bu 3v 3v 3u 

(b) Seja agora p(u, t>) = P[X(u, v ), Y(u, p), Z(u, «)). Calcular dpi due dpldv e utilizar a alinea 
(a) para deduzir a equagao (12.29), 

a / SA'X 3 / m _ BP 3{X, Y) ?P 3 (Z, X) 

Bv ) Spy^ Bu / By B(u, p) 3z 3(«, p) 


12. 14. Outras propriedades do rotacional e da divergencia 

O rotacional e a divergencia de um campo vectorial estao relacionados com a matriz 
jacobiana. Se F= Pi + Qj -y Rk, a matriz jacobiana de F e 


DF(x, y, z) = 


dp 

dP 

dP 

dx 

dy 

dz 


dQ 

dQ 

dx 

dy 

dz 

d R 

dR 

dR 

_dx 

dy 

dz _ 


O trago dcsta matriz (a soma dos elementos da diagonal principal) e a divergencia 
de F. 


Toda a matriz real A pode escrever-se como uma soma de uma matriz simetrica, 
H A + A '), e uma matriz hemi-simetrica, ±{A - <4')- Quando A e a matriz jacobiana 
DF, a parte hemi-simetrica vem 




0 

dp 

_dQ 

dP 

dR 



■ dy 

dx 

dz 

dx 

i 

dQ 

dP 


0 

dQ 

dR 

2 

dx 

dy 


dz 

dy 


dR 

dP 

dR 

_dQ 


0 

— 


Jdx 

dz 

dy 

' dz 
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Os elementos nao nutos desta matriz sao as componentes do rot F e scus simetricos. 
Se a matriz jacobiana DF e simetrica, todos os elementos de (12.35) sao nulos e rot 
F=0. 

EXEMPLO 1 . Sejam F (x, y, z) = xi + yj + zk. Entao tem-se 

P(x,y, z) = x, Q(x,y, z)=y, R(x,y,z)=*z, 

e a correspondente matriz jacobiana e a matriz identidade 3x3. Por conseguinte 

div F — 3 e rot F = O . 

Mais geralmente, se F(x , y, z) = f(x)i + g(y)f + h{z)k , a matriz jacobiana tern os ele- 
mentos f{x), g'{y ), h\z) na diagonal principal e nulos os restantes elementos, pelo que 

div F = /'( jc) + g'(j) + /t'(z) e rot F = O . 


EXEMPLO 2. Seja F(x, y, z) = + z 2 sen A matriz jacobiana e 


~_y 2 z 2 2xyz z 2xy 2 z " 
0 z 2 cosj> 2zsen_p 
2xt?*' xV 0 


Por conseguinte 
e 


div F = yH 2 + z 2 cos 

rot F = (x 2 <? y — 2zsen y)i + (2xy*z — 2 xe y )j — 2xyz 2 k. 


EXEMPLO 3. A divergencia e o rotacional de um gradiente. Suponhamos, que F e urn 
gradiente, por exemplo F = grad <p = dipldxi + d<p/dyj + dipldzk. A matriz jacobiana e 


(12.36) 


d 2 <p 

d 2 <p 

d 2 <p " 

d? 

dy 3x 

3z dx 

d 2 rp 

d 2 <p 

d 2 <p 

dx dy 

d? 

dz dy 

d z <p 

d 2 <p 

d 2 <p 

Jdx dz 

dy dz 

d? . 


6 Deste modo, 

& 

f 

if 

i 


div F = 


3x 2 


aV 

dy° 
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A expressao do segundo membro chama-se o laplaciano de <p e escreve-se muitas vezes, 
mas abreviadamente vV- Assim, a divergencia de un gradiente Vfeo laplaciano 
de </>. Em nota^ao simbolica escreve-se 


(12,37) div (V<p) — V 2 9>. 


QuandoV 2 ^ = 0, a fungao <p diz-se harmonica. A equapao (12.37) mostra que o gradiente 
de uma fungao harmonica tern divergencia nula. Se as derivadas parciais mistas na 
matriz (12.36) sao continuas, a matriz e simetrica e o rot F e zero: Por outras palavras, 

rot (grad ip) = O 


para todo o campo escalar <p com derivadas parciais de segunda ordem mistas con- 
tinuas. Este exemplo mostra que a condipao rot F= Oc necessaria para que urn campo 
vectorial F, continuamente diferenciavel, seja um gradiente. Quer dizer, se rot Fj=0 
mim conjunto aberto S, entao F nao e um gradiente em S. Sabemos tambem, do teo- 
rema 12.4, que se rot F= O num conjunto convexo aberto S, entao Ft um gradiente 
em S. Um campo com rotacional nulo diz-se irrotacional. 


EXEMPLO 4. Um campo vectorial com divergencia nula e rotacional nulo. Seja S o con- 
junto de todos (jr, j>) =£ (0, 0), e seja 


F(x,y)=- 


x 2 + y* 


;i + - 


x 2 + / 


se (x, >’) € S. Do Exemplo 2 da Secgao 10.6 sabemos que F nao e um gradiente em S 
(se bem que F seja um gradiente em todo o rectangulo que nao contenha a origem). 
A matriz jacobiana e 


2xy y 2 — x 2 
(x 2 + y % ? (x 2 + ff 


DF(x, y) = 


y 2 — x 2 —2 xy ■ 

(x 2 + y y (x 2 + y *r 


0 0 0 . 


onde resulta de imediato que div F = 0 e rot F — O em S. 

EXEMPLO 5. A divergencia. e o rotacional de um rotacional. Se F= Pi + Qj+ Rk, o 
rotacional de F e um novo campo vectorial e e possivel calcular a sua divergencia e o 
seu rotacional, A matriz jacobiana do rot F e 
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' o 2 R 

a a e 


d 2 Q 

d z R 

d 2Q~ 

dx dy 

dx dz 

dy s 

dy dz 

dz dy 

dz 2 

d 2 P 

d 2 R 

d 2 P 

d z R 

d 2 p 

d 2 R 

dx dz 

dx 2 

dy dz 

dy dx 

dz 2 

dz dx 

d~Q 

d 2 P 

a 2 e 

d z P 


d 2 P 

dx 2 

dx dy 

dy dx 

d/ 

dz dx 

dz dy_ 


Se admitimos que todas as derivadas parciais mistas sao continuas, encontramos que 

div (rot F) = 0 
e 

(12.38) rot (rot F) = grad (div F)-V' 1 F, 
sendo V 72 /’ definido pda equapao 

V-F = (V 2 P)i + (S7 2 Q)j + (V 2 «)fc . 

A idcntidade (12.38) relaciona os quatro operadores, gradiente, divergencia, rotacio- 
nal e laplaciano No Exercicio 7 da Secpao 12.15 e solicitada a demonstrapao de 

(12.38) . 

O rotacional e a divergencia possuem algumas propriedades gerais analogas as da 
derivapao ordinaria. Em primeiro lugar, sao operadores lineares, isto e, se a e b sao 
constantes, ent&o 

(12.39) div (aF + bG) = a div F + b div G , 


(12.40) rot (aF + bC) — a rot F + b rot G. 

Gozam tambem da propriedade analoga a regra da derivapao para o produto: 

(12.41) div ( q>F ) — (p div F 4- V<p • F, 


(12.42) rot (fF) — f rot F + V f X F, 

com <p qualquer campo escalar difereiiciavel. Estas propriedades sao consequencias 
imediatas das definipoes de rotacional e divergencia; no Exercicio da Secpao 12.15 
solicita-se a respectiva demonstrapao. 
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Se utilizarmos mais uma vez o vector simbolico 


V = 


d . , d 3 

I / ■f 

dx dy dz 


k 


cada uma das formulas (12.41) e (12.42) toma uma forma muito mais parecida com a 
regra usual de derivagao do produto: 


■ V • ( <pF ) = cpV ■ F + V 99 • F 
e 

V x ( <pF ) — <pV x F + V<p X F. 

No Exemplo 3 o laplaciano de um campo escalar, V 2 <p , dermiu-se como sendo 
d 2 <pldx 2 + d 2 <pldy 2 + d 2 fldz 2 . No Exemplo 5 o laplaciano^ 2 F de um campo vectorial 
definiu-se pelas suas componentes. Obtem-se formulas correctas para V 2 <p - V 2 F se 
interpretarmos v 2 como o operador simbolico 


V 2 


a 2 a 2 a 2 

dx 2 + dy 2 + dz 2 ‘ 


Esta formula paraV 2 tambem se obtera pelo “produto escalar" deste vector simbolico V 
por si proprio. Entao, temosV 2 =V V , e podemos escrever 

y z <p - (V • V)<p e V 2 F = (V ■ V)F. 

Corisideremos agora a formula V -V<p. Isto pode interpretar-se como (V-V)<?> que e 
y 2 «p; ou como V -(y<p), que e div {¥'?). No Exemplo 3 mostramos que div (V^) = v 2 tp, 
pelo que se tera 

(V • V)<p = V • (Vy) ; 

logo podemos escrever V -V<p para uma ou outra dessas expressoes sem perigo de am- 
biguidade. Tal nao e, porem, verdadeiro, quando ip e substituido pelo campo vectorial 
F. A expressao (V ■ V)F e V 2 F, que ja se definiu. Todavia, V • (V F) nao tern significado 
porque V F nao esta definido. Portanto a expressao V -V Fe provida de significado uni- 
camente quando e interpretada como (V-V)F. Estas observagoes fazem sobressair o 
facto de que embora as formulas simbolicas aparegam muitas vezes como convenien- 
tes no manejo e retengao de memoria, e necessaria uma utilizagao cautelosa. 

12.15. Exercicios 

l- Para cada um dos campos vectoriais seguintes determinar a matriz jacobiana e calcular o 
rotacional e a divergencia 

(a) F(x, y, z) = (x 2 + yz)i + (y 2 + Xz)j + (z 2 + xy)k . 

(b) F(x,y, z) = (2 z - 3 y)i + (3a: - z)j + (y - 2x)k . 
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(c) F(x,y, z) = (z + sen/)/ — (z — x cos/)/', 

(d) F(x, /, z) = e**/ + cos x/ j + cos xz 2 k . 

(e) /'(x, /, z) = x ? sen/ » + / 2 scn.xz j + a/ sen(cos z)fc . 

2. Se r = jri + yj + zk c r = ||r||, calcular rot \f(r)r\, sendo /uma funpao derivavel. 

3. Se r = x i + j j + ik e A e um vector constante, mostrar que rot (A x r) = 2 A. 

- 4. Se r — xi + yj + zk e r — ||r(|, determinar todos os inteiros n para os quais div (r”r) = 0. 

5. Determinar um campo vectorial cujo rotacional e xi + yj + zk ou provar que nao existe um 
tal campo vectorial. 

6. Demonstrar as propriedades elementares do rotacional e da divergencia indicada em 
(12.39) e (12.42).. 

7. Demonstrar que rot (rot F) = grad (div Fj'-iV’Cna hipotese de serem continuas as derivadas 
parciais mistas de segunda ordem das componentes de F. 

8. Provar a identidade 

V (F x G) = G ■ (V x F) - F ■ (V x G), 
com F e C campos vectoriais diferenciaveis. 

9. Um campo vectorial F nao sera gradiente de um potencial a menos que rot F — O. Todavia 
pode ser possivel determinar um campo escalar nao nulo /i tal que ftF seja um gradiente. 
Provar que se um tal n existir, F e sempre perpendicular ao seu rotacional. Quando o campo 
c bidimensional, por exemplo F = Pi + Qj , este exerctcio constitui uma condipao necessaria 
para que a equapao diferencial Pdx + Qdy = 0 admita um factor integrante. (A inversa e 
lambem verdadeira, isto e, se F- rot F = 0 numa regiao conveniente, existe um /i nao nulo 
tal que fiF seja um gradiente. A demonstrapao do reciproco nao pedida). 

10. Seja F(x, /, z) = -ypz 7 i + z 1 x 1 j + x'y^k. Mostrar que rot F nem sempre e nulo, mas que 
F - rot F = 0. Determinar em campo escalar fi tal que yiF e um gradiente. 

1 1. Sejam /) = yxi + x c j, com c uma constante positiva, e r(x, /) = xi + yj. Seja R uma re- 
giao plana limitada por uma curva de Jordan C, seccionalmente regular. Calcular div 
(P X r) e rot (V X r), e usar o teorema de Green para provar que 

V x r ■ da = 0, 

sendo a a funpao que define C. 

12: Demonstrar que o teorema de Green pode traduzir-se pela igualdade 

JJ (rot V)- kdxdy - <£ V Tds, 

r c 

com l a tangente unitaria a Ce s o comprimento de arco. 

13. Uma regiao plana R e limitada por uma curva de Jordan seccionalmente regular C. Osrno- 
mentos de inercia de R em relapao aos eixos OX e OY sao, respectivamenle, a e b. Calcular 
o integral de linha 

V(r 4 ) - n ds 

em funpao de a e b. No integral r.= || xi + yj\, n representa a normal unitaria dirigida para o 
exterior de C, e s representa o comprimento de arco. A curva e descrita no sentido direcio. 

14. Seja F um campo vectorial bidimensional. Dar uma definipao do integral de linha J f Fx da. 
Essa definipao deve ser tal que a formula seguinte seja uma consequencia do teorema de 
Green: 
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jfxda^kjj (di \F)dxdy, 

C R 

com R uma regiao plana limitada por Uma curva fechada simples C 


•k 12.16. Reconstrueao de um campo vectorial a partir do seu rotacional 

Ao estudarmos o gradiente aprendemos a verificar se um campo vectorial e ou nao 
um gradiente. Consideremos agora uma questao analoga referente ao rotacional. Dado 
um campo vectorial F , existira um G tal que rot C = F? Suponhamos que escrevemos 
F = Pi + Qj + Rk e G = Li + Mj + AA-. Para resolvermos a equaeao rot G = F temos 
que resolver o sistema de equates dc derivadas parciais 


(12.43) 


aw _ 3M = p 3L _ 3N = 0 dM_ J dL 
dy dz ’ dz dx ’ dx dy 


para as tres fun^oes desconhecidas L, M e A/, quando sao dados P, Q e R. 

Nem sempre e possivel resolver tal sistema. Por exemplo, provamos na Secqao 12.14 
que a divergencia de um rotacional e sempre zero. Por conseguinte, para o sistema 
1 1 2.43) admitir uma solueao em algum conjunto aberto S e necessario ter 


( 12 . 44 ) 


?f + 22 + ?» = o 

dx dy dz 


em todo 5. Esta condieao e tambem suficiente para que o sistema (12.43) tenha uma 
solueao se restringirmos de maneira conveniente o conjunto S em que se verifica 
(12.44). Demonstramos a seguir que a condieao (12.44) e suficiente, quando 5 e um 
intervalo tridimensional. 


TEOREMA 12.5. Se F e continuamente diferenciavel num intervalo aberto S do espafo 
tridimensional, entao existe um campo vectorial G tal que rot C— F se e so se div F = 0 em 
todo S. 

Demonstraqao. A necessidade da condieao div F=0 ja foi estabelecida, uma vez 
que a divergencia de um rotacional e sempre zero. Para estabelecer a suficiencia dessa 
condieao temos que determinar tres funeoes L, M e A que satisfaeam as tres equaeoes 
(12.43). Tentemos resolver o problema parlindo da hipotese de que L = 0. Entao as 
segunda e terceira equaeoes (12.43) escrevem-se 



bM 

dx 


Isto significa que deve ser 
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N(x, y, z) = — Q(t, y , 2 ) eft + f(y, z) 
e 

M(x, y, z) = /* K(/, y, z) dt + g(y , z) , 

onde cada integragao e feita ao longo de um segmento de recta contido em S e as 
“constantes de integrafao” f(y, z) e giy , z) sao independentes de x. Tentemos deter- 
minar uma solu<;ao com f(y, z) = 0. A primeira equa^ao (12.43) exige 


(12.45) 


dN dM 
dy dz 


Para a escolha de M e N acabada de referir venr. 


(12.46) 


diN _dM 
dy dz 


dy 


Jxq dz Jx 0 


R(t, y, z) dt — ~ . 
x 0 dz 


Permutamos em seguida, entre si, as operates de deriva?ao e integragao, aplicando 
o teorema 10.8. Quer dizer que podemos escrever 


( 12 - 47 ) 4 - f Q(t> y. z)dt= f D 2 Q(t, y, z) dt 


(12.48) ~ f R(t, y, z) dt = pD 3 K((, y, z) dt . 

VZ Jx 0 Jxq 

A equaeao (12.46) escreve-se entao 

(12.49) ^ = f [- D 2 Q(t, y, z) - D 2 R(t, y, z)] dt - & . 

ay dz Jx a dz 

Usando a condi<;ao (12.44) podemos substituir o integrando em (12.49) por 
D , P(t, y, z); a equa^ao (12.49) vem 


dN dM 
dy dz 


£ 


DiP(f, y, z) dt - ^ = P(x, y, z) - P(x 0 , y, z) - ^ 
dz dz 


Portanto (12.45) sera satisfeita se escolhermos g de maneira que dg/dz = —P(x 0 ,y, z). 
Assim, por exemplo, podemos tomar 



504 


Calculo 


Este arguments leva-nos a considerar o campo vectorial C = Li 4- Mj + Nk, onde 
L(x , y, z) = 0 e 

M{x, y, z) = /* R(t, y,z)dt — P(x 0 , y, u) du , N(x, y, z) — — f* Q(t, y,z)dt. 

J Xo ,J Z0 ■'Zo 

Com esta escolha d e L, M e N 6 facil verificar recorrendo a (12.47) e (12.48), que as 
tres equagoes (12.43) sao satisfeitas, conduzindo-nos a rot G = F como pretendiamos. 

Deve ter-se presente que a precedente demonstragao nao somente estabelece a 
existencia de um campo vectorial C cujo rotacional e F, mas tambem fornece um me- 
todo directo para determinar G por integracao respeitante as componentes de F. 

Para um dado F, o campo vectorial C que construimos nao e a unica solugao da 
equacao rot C- F. Se adicionarmos a este G qualquer gradiente V <?,continuamente 
diferenciavel, obtemos outra solucao porque 

rot (C + V<f>) = rot G + rot (r^>) = rot C = F, 

uma vez que rot('>’<p)= O. Alem disso, e facil provar que todas as solugoes continua- 
mente diferenciaveis devem ser da forma G+K<p Na realidade, se H e outra solugao, 
entao rot H= rot G, pelo que rot (H — G)— O. Pelo teorema 10.9 resulta que 
H — G = V<p para algum gradiente Vtp continuamente diferenciavel; consequentemente 
// = C + V 9 >, :omo afirmamos. 

Um campo vectorial F para o qual div F— 0 costuma designar-se por campo sole- 
noidal. O teorema 12.5 estabelece que um campo vectorial e solenoidal num intervalo 
aberto 5 do espaco tridimensional se e so se for o rotacional de outro campo vectorial 
em S. 

O exempio que se segue mostra que esta proposigao nao e verdadeira para con- 
juntos abertos quaisquer. 

EXEMPLO. Um campo vectorial solenoidal que nao e um rotacional. Seja D a regiao 
do espapo tridimensional limitado por duas esferas concentricas com centro na origem 
a raios a e b, sendo 0 < a < b. Seja V= rlr 3 , r = xi + yj + zk e r= ]|r|. E facil verificar 
aue div V= 0 em toda a regiao D. Com efeito. temos a formula geral 

div (r"r) - (n + 3 )r n , 


sendo neste exempio n = -3. Usaremos o teorema de Stokes para provar que este V ndoe 
um rotacional em D (embora o seja em todo o intervalo aberto tridimensional que nao 
contenha a origem). Para isso admitamosqueexisteumcampo vectorial C/tal que V = rot U 
em D e chegamos a uma contradieao. Pelo teorema de Stokes podemos escrever 

(12.50) JJ ( rot U)- ndS = j c U ■ da, 

s 
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z 



Fig. 12.13. A superficie S e a curva C da equaciio (12.50). 

onde C e S sao a curva e a superficie representadas na figura 12.13. Para construirS, 
tomamos uma superficie esferica de raio R concentrica com as fronteiras de D, sendo 
a < R < b, e destacamos uma pequena “calote polar”, como se indica na figura. A par- 
te restante e a superficie S. A curva Ceo bordo circular que se indica. Seja n a normal 
unitaria dirigida para o exterior de S, de maneira que n = r/r. Uma vez que rot 
U— V — r/r 3 , temos 


(rot U) n = - ~ 
r r 



Sobre a superftcie S este produto escalar tem o valor constante MR 1 . Deste rnodo 
tem-se 




Quando a “calote polar” se reduz a um ponto, a area de S tende garaAnR 1 (a area de 
toda a esfera) e, por conseguinte, o valor do integral de superficie em (12.50) tende 
para An. 

Examinemos em seguida o integral de linha em (12.50). E facil provar que para 
qualquer integral de linha se verifica a desigualdade 


f U da 

Jc 


< M ■ (comprimento de C), 


sendo M uma constante dependendo de U. (Com efeito, M pode tomar-se como sendo 
o maximo valor de || C/| ao longo de C.) Deste modo, ao reduzir-se a “calote polar” a 
um ponto, o comprimento de C e o valor do integral de linha tendem para zero. Entao 
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estamos perante uma contradipao; o integral de superficie em (12.50) pode fazer-se 
tomar urn valor tao proximo quanto se queira de 4;r e o integral de linha, a que e igual, 
tomar uni valor arbitrariamente proximo de zero. Portanto nao pode existir na regiao 
D uma funpao V cuja rotacional seja V. 

A dificuldade aqui e divida a estrutura geometrica da regiao D. Embora tal regiao 
seja simplesmente conexa (isto e, qualquer curva fecbada simples em D e o bordo de 
uma superficie parametrica contida totalmente em D), existem superficies fechadas 
em D que nao sao fronteiras completas de solidos contidos inteiramente em D. Por 
exemplo, nenhuma esfera centrada na origem e a fronteira completa de um solido 
completamente contido em D. Se a regiao D goza de propriedade de que cada super- 
ficie fechada em D i a fronteira de um solido completamente situado em D, pode 
provar-se que existe um campo vectorial V tal que V— rot V em D se e so se div 0 
em toda a regiao D. A demonstrapae desta proposipao e dificil e nao sera, por tal mo- 
tivo, apresentada aqui. 

* 12.17. Exercicios 

1. Determinar um campo vectorial G(x, y , z) cujo rotacional e 2 i + j + 3 k, em todo E y . Qual 
e o campo vectorial mais geral, continuamente diferenciavel, gozando desta propriedade? 

2. Provar que o campo vectorial F(x,y, z) = Q> — z)i + (z — x)j + (x — y)k e solenoidal, e deter- 
minar um campo vectorial G tal que F = rot G em todo o espapo (tridimensional). 

3. Seja F(x, >\ z) = —zi + xyk. Determinar um campo vectorial continuamente diferenciavel C, 
da forma C(x, y, z) = L(x, y , z)i + M{x, y, z)J, tal que F = rot G em todo o espapo. Qual e a 
forma mais geral de C? 

4. Se dois campos vcctoriais V e l' sao irrotacionais, mostrar que o campo vectorial U X I'e 
solenoidal. 

5. Seja r = xi + \j + zk e r = ||r||. Mostrar que n = — 3 e o unico valor de n para o qual 
r*r e, solenoidal para r#0. Para este n, escolher um intervalo tridimensional S que nao 
contenha a origem a exprimir rV como um rotacional cm S. Nola: Embora r J r seja um ro- 
tacional num tal S , nao e um rotacional no conjunto dctodos os pontosdistintosde (0,0,0). 

6. Determinar a forma mais geral da funpao /de uma variavel, continuamente derivavel, tal 
que o campo vectorial f{r)r seja solenoidal, sendo r — xi + yj + zk e r = || rj. 

7. Seja V um campo vectorial continuamente diferenciavel em certo intervalo aberto do es- 
papo tridimensional. Considerem-se as duas seguintes proposipSes relativas a V\ 

(i) rot V = O e V = rot l/, para algum campo vectorial V continuamente diferenciavel (em 
todo 5). 

(ii) Existe um campo escalar <p tal queVy seja continuamente diferenciavel e tal que 

V — grad ip e V 2 <p =0 em todo S. 

(a) Provar que (i) implica (ii). Quer dizer, um campo vectorial que e simulluneamente irro- 
tacional e solenoidal em S e o gradiente de uma funpao harmonica em S. 

(b) Provar que (ii) implica (i), ou entao apresenlar um contra exemplo. 

8. Admitir que todos os campos considerados sao continuamente diferenciaveis em S (inter- 
vaio aberto). Seja H = F + G, com F solenoidal e G irrotacional. Entao existe um campo 
vectorial U , tal que F = rot V e um campo escalar tal que G = Vip em S. Provar que G e tp 
satisfazem as seguintes equapoes de derivadas parciais 
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V 2 g> = div//, grad (div U)-V 2 (j = rot H. 

Nom: Este exercicio tern largas aplicaijoes, porque pode demonstrar-se que todo 
o campo vectorial //, continuamente diferenciavel em 5, pode exprimir-se na forma 
H = F + C, em que F e solenoidal e C irrotacional. 

9. Seja H{x, y, z) — x 2 vi + y*zj + z 2 xk. Determinar os campos vectoriais F e C, com Fum rota- 
cional e C um gradiente, tais que H = F + C. 

10. Sejam /rcii campos escatares continuamente diferenciaveis num intervalo aberto R do es- 
paqo tridimensional. 

(a) Mostrar que existe um campo vectorial F tal que V«XVi)=rotFem todo R. 

(b) Determinar se sim ou nao qualquer dos tres campos vectoriais seguintes podem ser 
utilizados como F na alinea (a): (i) V (mO; (ii) uVc\ (iii) vVu. 

(c) Se u(x, y, z) = x s — y' t z‘ e t;(x, y, z) = x + y + calcular o integral de superficie 

|| Vu x VvndS, 
s 

sendo S a semi-esfera x 1 + y 2 + z 2 = I,z50,eno vector normal unitario com componente 
segundo 07. nao negativa. 

12.18. Extensoes do teorema ae Stokes 

O teorema de Stokes pode generalizar-se a superficies regulares simples, mas mais 
gerais. Se T e uma regiao multiplamente conexa semelhante a que se apresenta na 
figura 12.14 (com um numero finito de buracos), a imagem S = r(T) contera o mes- 
mo numero de buracos que T. Para generalizar o teorema de Stokes a tais superficies 
seguiremos o mesmo tipo de raciocinio que na demonstraqao precedente, excepto em 
que usaremos o teorema de Green para regioes multiplamente conexas (teorema 



Fig. 12.14. Extensao do teorema de Stokes a superficies quesao imagens biunivo- 
cas de regides multiplamente conexas. 
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1 1.12). Em vez do integral de linha que aparece em (12.27) necessitamos de uma soma 
de integrals de linha, com sinais adqtiados, tornados ao longo das imagens das curvas 
que constituem a fronteira de T. Por exemplo, se T tern dois buracos, como se mostra 
na figura 12.14, e se as curvas fronteira T, T, e r 2 sao percorridos como se indica, a 
identidade no teorema de Stokes toma a forma 

//(rot F) ndS = j c F- dp + j^F-dpi + $ Ca F ■ dp z , 
s 1 2 

com C, C, e C 2 as imagens de F, r, e r 2 , respectivamente, e p, />, e p 2 as fumpoes com- 
postas p(t) = r[y(/)], p,(t) = rty,(r)l, p 2 (t) = r(y 2 (f)]. Aqui, y, p, e y 2 sao as fumpoes que 
definem r, r, e r 2 nos sentidos indicados, As curvas C, C, e C 2 serao descritas nos 
sentidos induzidos pela aplicaipao r a partir de r, F, e T 2 . 

O teorema de Stokes pode igualmente generalizar-se a algumas (mas nao todas) 
superficies regulares nao simples. Vamos apresentar algumas das possibilidades atra- 
ves de alguns exemplos. 

Consideremos em primeiro lugar o cilindro desenhado na figura 12.15. Pode consi- 
derar-se como a reuniao de duas superficies parametricas regulares simples S , e S 2 , 
imagens de dois rectangulos adjacentes F, e T 2 , atraves das aplicacpoes r, e r 2 , respec- 
livamente. Se p, descreve a fronteira r t , orientada positivamente, de T, e y 2 a fronteira 
de r 2 igualmente orientada positivamente, as fumpoes p, e p 2 definidas por 

PiO) = r a [ Yl (0] , p 2 (0 = »- 2 [Yz(0] 

descreveu as imagens C, e C 2 de F, c /’ 2 , respectivamente. Neste exemplo as repre- 
sentaipoes r ( e r 2 podem escolher-se de modo que cstejam de acordo na intersecipao 
T, n r 2 . Se aplicamos o teorema de Stokes a cada parte S, e S 2 e adicionamos membro 
a membro obtemos 

(12.51) // .(rot F) ni dS+ ■// (rot F) ■ n z dS = j F ■ d Pl + j F - dp„ 

Si St i i 

com n, e n 2 as normais determinadas pelos produtos vectoriais fundamentals der, er 2 , 
respectivamente. 
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Designemos agora por r a aplicapao de T , u T 2 , que coincide com r, em T, e com 
r 2 em T 2 , e seja n a normal unitaria correspondente determinada pelo produto vectorial 
fundamental de r. Uma vez que as normais n, e n 2 tern sentidos concordantes em 
5, n S 2 , a normal unitaria n e a mesma que n, em S, e que n 2 em S 2 . Consequente- 
mente a soma dos integrals de superficie do primeiro membro de (12.5!) e igual a 

J{ (rot F) ndS. 

S\ KjSi 


Neste exemplo, as representacoes r, e r 2 podem escolher-se de maneiraquep, ep 2 de- 
finam sentidos opostos ao longo de cada arco da intersec^ao C, n C 2 , como se indica 
na figura 12.15 atraves das setas. Os dois integrals de linha, no segundo membro de 
(12.51), podem substituir-se por uma soma de integrals de linha ao longo dos dois 
circulos C,' e C 2 formando os bordos superior e inferior de S', uS 2 , visto que os inte- 
grals de linha ao longo de cada arco da intersecpao C, n C 2 anulam-se. Consequente- 
mente, a equa<;ao (12.51) pode escrever-se 


(12.52) jj <rot F) ■ n dS = £ F ■ d Pl + F ■ d 9i , 


Si^St 


onde, nos integrals de linha, C\ e C 2 sao descritas no sentido induzido por T, e r 2 . As 
duas circunferencias C," e C 2 dizem-se formar a fronteira completa de S, u S 2 . A equa- 
cao (12.52) exprime o integral de superficie de(rot F)-n sobre S, US, como um inte- 
gral de linha sobre a fronteira completa de S, uS 2 . Esta equa<;ao e a extensao do 
teorema de Stokes para um cilindro. 

Suponhamos agora que aplicamos os mesmos conceitos a superficie representada na 
figura 12.16. Esta e ainda a reuniao de duas superficies parametricas regulates simples 
S, e S 2 , as imagens de dois rectangulos adjacentes T, e T 2 . Esta superficie particular 
chama-se a superficie de Mobius T; pode construir-se facilmente um modelo de tal 
superficie recorrendo a uma tira rectangular de papel, dando a um dos lados extre- 
mos uma meia volta e justapondo em seguida esses lados extremos. Definem-se p, e 
p 2 , C, e C 2 para a banda de Mobius, tal como os definimos para o exemplo anterior 
do cilindro. O bordo de S, u S 2 neste caso e uma curva fechada simples C\ em vez 
de duas. Esta curva constitui a fronteira completa da superficie de Mobius. 

Se aplicamos o teorema de Stokes a cada uma das partes S, e S 2 , como fizemos para 
o cilindro, obtemos (12.51). Mas se tentamos manter os dois integrais de superficie 
e os dois integrais de linha como atras, encontramos duas dificuldades. A primeira, 
as duas normais «, e n 2 nao tern sentidos concordantes em toda a intersecpao C, n C 2 . 
(Ver figura 12.16). Portanto nao podemos definir Uma normal n para a superficie, 
fazendo n = n, sobre S', e n = n 2 sobre S 2 , como fizemos para o cilindro. Isto nao e. 


t Devida a A. F. Mobius (1790-1868), um aluno de Gauss. Com 26 anos de idade foi nomeado professor de 
Astronomia em Leipzig, cargo que desempenhou ate a sua morte. Trouxe algumas contribuicoes importan- 
tes a Mecanica Celeste, mas os seus trabalhos mais importantes dtzem respeito a geometria e a teoria dos 
niimeros. 
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n , 



Ir lG. 12.16. A superficie de Mobius considerada como a reuniao de duas super- 
ficies parametricas simples. O. teorema de Stokes nao se aplica a uma superficie de 

Mobius. 


contudo, relevante, porque podemos definir n como sendo n, sobre 5, e em C, n C 2 , 
e depots definir n como sendo n 2 em todo o resto. Isto coriduz-nos a deftni^ao de uma 
normal descontinua, mas as descontinuidades assim introduzidas formam um conjunto 
de medida nula no piano OUV e nao afectam a existencia ou o valor do integral de 
superficie 

f f (rot F) ndS. 

SivSz 

Uma dificuidade mais seria aparece quando tentamos manter os integrals de linha. 
Neste exemplo nao e possivel escolher as aplicapoesr, er 2 de maneiraquep, ep 2 deft- 
nam sentidos opostos em cada uma das partes de C, C 2 . £ o que se indica pelas 
setas na figura 12.16; uma dessas partes e descrita duas vezes no mesmo sentido. 
Sobre este arco os correspondentes integrais de linha nao se anulam necessariamente 
um ao outro como aconteceu no caso do cilindro. Portanto a soma dos integrais de 
linha em (12.51) nao e necessariamente igual ao integral de linha tornado ao longo 
da fronteira completa de S, uX;, e o teorema de Stokes nao pode estender-se a su- 
perficies de Mobius. 


Observacdo: O cilindro e a superficie de Mobius sao exemplos de superficies, res- 
pcctivumenle, orientdveis e nao orientdveis. Nao vamos definir estes termos aqui com 
rigor, mas vamos contudo mencionar algumas das suas diferen?as. Para uma super- 
ficie orienlavel S, tj$ 2 , formada por duas superficies parametricas regulares simples 
como as consideradas atras, as aplicacoes r, e r 2 podem sempre scr escolhidas de 
maneira que p, e p 2 definam senlidos opostos em cada um dosarcosde interseccao 
C, n C 2 . Para uma superficie nao orienlavel tal escolha nao e possivel. Para uma 
superficie regular orienlavel pode definir-se um vector normal unitario de uma ma- 
neira continua sobre toda a superficie. No caso de uma superficie nao orienlavel tal 
defini?ao nao e possivel. Um modelo em papel de uma superficie orienlavel tern 
sempre duas faces que podem diferenciar-se pintando-as com cores diferentes. As 
superficies nao orientaveis possuem unicamente uma face. Para um estudo rigoroso 
destas e de outras propriedades de superficies orientaveis e nao orientaveis, consul- 
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tar qualquer tratado de topologiu combinatoria. O teorema de Stokes pode geriera- 
lizar-se a superficies orientaveis por um processo analogo ao seguido para o caso 
do cilindro. 



Fig. 12.17. txtensao do teorema de Stokes a uma esfera. 


Outra superficie orientavel e a esfera desenhada na figura 12.17. Esta superficie e 
a rcuniao de duas superficies parametricas simples (semi-esferas) S' e S 2> as quais 
se podem considerar como imagens de um circulo do piano XOY atraves das apli- 
caqoes r s e r 2 , respectivamente. Atribuimos a r, p,, p 2 , C,, C 2 o mesmo significado 
que nos exemplos anteriores. Neste caso as curvas C , e C 2 estao completamente iden- 
tificadas pela aplicapao r (coincidem ao longo do equador), e a superficie 5, u S 2 
diz-se fechada. Atem disso, re, e n 2 podem escolher-se de maneira que os sentidos defi- 
nidos por p, e p 2 sejam opostos em C, e C 2 , como se sugere pelas setas na figura 12.17. 
(O que e possivel porque S, e 5 2 sao orientaveis). Se aplicarmos o teorema de Stokes 
a cada semi-esfera e adicionarmos as igualdades correspondentes, obtemos (12.51) 
como anteriormente. As normais n, e n 2 tern sentidos concordantes em C, HC 2 e po- 
demos reunir os integrals sobre 5, e S 2 num unico integral sobre a esfera. Os dois inte- 
grals de linha do segundo membra de (12.51) anulam-se mutuamente, obtendc-se 
pois a formula 

JJ (rot F) ndS = 0. 

Isto e valido nao somente para a esfera, mas para qualquer superficie fechada orien- 
tavel. 


12.19 O teorema da divergencia (teorema de Gauss) 

O teorema de Stokes exprime uma relapao entre um integral estendido a uma deter- 
minada superficie e o integral de linha tornado ao longo da curva ou curvas que consti- 
tuent a fronteira da referida superficie. O teorema da divergencia exprime uma relaqao 
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entre um integral triplo estendido a um solido e um integral de superficie tornado sobre 
a superficie fronteira desse solido. 

TEOREMA 12.6. TEOREMA DA DlVERGfiNCIA. Sejant V um solido no espapo tridimen- 
sional limitado por uma superficie fechada orientavel Sena normal unitaria para o exte- 
rior de S. Se F e um campo vectorial continuamente diferenciavel deftnido em V, tem-se 


(12.53) JJJ* (div F) dxdy dz = j j F ■ n dS . 

v s 

Nota: Exprimindo f e » em funcao das respectivas componentes, por exemplo 

F(x,y, z) = P(x, y, z)i + Q{x,y, z)j + R(x,y,z)k 
e 

n = cos a i + cos pj + cos y k , 

(12.53) pode escrever-se 


(12.54) JJJ* + — j dx dy dz = JJ ( P cos a + Q cos 0 + R cos y) dS . 


V s 

Demonstracao. Basla estabelecer as tres seguintes igualdades 


\llf/ xdfdz - 

V 

ii\lf dxdrdz = 


If 

s 

JJ 


P cos a. dS, 


Q cos p dS , 


s 


JJT f 2 dxi > dz - 


// 


R cos y dS , 


s 


e soma-los membro a membro para se obter (12.54). Comecemos pela terceira c vamos 
demonstra-la para solid os de um tipo muito especial. 

Admitamos que V e um conjunto de pontos (x, y, z) satisfazendo a uma relagao da 
forma 


g(x, y) <z <f{x,y) para (x, y) em T, 

sendo T uma regiao conexa de XOY e/e g fun goes continuas em T com g(x, >•)< 
</(x, y) para todo (x, y) em T. Geomelricamente, isto significa que Tea projecgao de 

V no piano XOY. Toda a recta paralela ao eixo OZ que atravesse Tfintersecta o solido 

V ao longo de um segmento de recta que une a superficie z = g(x, y) com a superficie 
z = f(x, >’)■ A superficie fronteira S e formada pela parte superior 5, , definida pela 
formula explicita z — /(x, >’); a parte inferior S 2 , definida por z = g(x, j); e (possivel- 
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mente) por uma parte S 3 de uma superficie cilindrica gerada por uma paralela ao eixo 
OZ movendo-se ao longo da fronteira de T. A normal exterior a S tern componente 
segundo OZ nao negativa em 5,, nao positiva cm5,ee paralela a XOYc m S s . Solidos 
deste.tipo dizem-se “projectaveis em XOY". (Na figura 12.18 apresenta-se um exem- 
plo). Incluem-se neste tipo todos os solidos convexos (por exemplo esferas, elipsoides, 
cubos) e muitos outros solidos que nao sao convexos (como por exemplo o tipo de eixo 
paralelo a OZ). 


z 




y 



F IG. 1 2. 1 8. Exemplo de solido projectaveis -xy. 


A ideia para a demonstraqao e muito simples^Exprimimos o integra.1 triplo como 
um integral duplo estendido a projecqao T. Mostramos em seguida que este integral 
duplo tern o mesmo valor que o integral de superficie considerado no enunciado. 
Consideremos entao a formula 


SSS d £ dxdydz 


SI [$'"'£ dz ] dxdy - 

JJ L Jrfx.v) oz J 


O integral a respeito de z pode calcular-se mediante o segundo teorema fundamental 
do calculo, dando-nos 


(12.55) 


JJJ ~ dx dy dz = JJ y,f(x, y)] - y, g(x, >>)]} dx dy . 

V T 


Para o integral de superficie podemos escrever 

(12.56) //* cos y dS = JJ R cos y dS'+ JJ R cos y dS + JJ R cos y dS . 

8 Si s t 8 j 
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Em S } a normal n e paraleia ao piano XOY, pelo que cos y = 0 e o integral estendido 
a S } c nulo. Sobre a superficie S; recorremos a representapao' 


e sobre S 2 


r(x, y) = xi + yj +f(x, y)k. 


r(x, y) = xi + yj + g(x,y)k. 


Sobre 5, a normal n tern o mesmo sentido que o produto vectorial d r jdx X dr/dy, pelo 
que podemos escrever [ver equaeao (12.25)1 

|j RcosydS = JJ Rdx A dy = JJ £[x, y,f(x, y)]dxdy. 

Si - Si T 

Sobre S 2 a normal n tern o sentido oposto de drldx X dr/dy pelo que, devido a (12.26), 
sc tera 

JJ R cos y dS = — JJ R dx A dy = — JJ i?[x, y, g(x, y)] dx dy . 

Si s t T 

Deste modo (1 2.56) vem 

JJ RcosydS = JJ (K[x, y,/(x, y)] — R[x, y, g(x, y)]} dx dy . 

S T 

Comparando-a com (12.55) vemos que 

JXf f * d> iz - 

V s 


JJ 


R cos y dS . 


Na demonstrapao precedente a hipotese de que V e projectavel em XOY permite-nos 
exprimir o integral triplo sobre V como urn integral duplo sobre a sua projec<pao T no 
piano XOY. £ evidente que se V for “projectavel em YOZ" podemos utilizaro mesmo 
tipo de argumento para demonstrar que 


V 

e se V for “projectavel em X OZ" obtemos 


// 


P cos a. dS 


s 



JJJ ~ dy dz — JJ Q cos p dS . 

v s 

Concluimos assim que o teorema da divergencia e verdadeiro para todos os solidos 
projectaveis sobre os tres pianos coordenados. Em particular o teorema e valido para 
todo o solido conexo. 
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Um toro de eixo paralelo a OZ e “projectavel em XOY", mas nao em XOZ ou YOZ. 
Para generalizar o teorema da divergencia a um tal solido dividimos o toro em quatro 
partes iguais por pianos que passam pelo seu eixo e sao paralelos aos pianos XOZ 
e YOZ, respectivamente, e aplicamos o teorema da divergencia a cada parte. O integral 
triplo estendido a todo o toro e a soma dos integrals triplos estendidos a cada uma das 
quatro partes. Quando adicionamos os integrais de superficie estendidos as quatros 
partes encontramos que as contribuipoes das faces comuns as partes adjacentes se 
anulam mutuamente, uma vez que as normais exteriores tern sentidos opostossobre 
cada par de tais faces. Deste modo a soma dos integrais de superficie relativas as qua- 
tro partes e igual ao integral de superficie estendido a todo o toro. Este exemplo 
ilustra o modo como o teorema de divergencia pode estender-se a certos solidos nao 
convexos. 


12.20 Aplicacdes do teorema da divergencia 

Os conceitos do rotacional e divergencia de um campo vectorial F= Pi + Qj + Rk 
foram introduzidos na Sec^ao 12.12 pelas formulas 

„ dP dQ dR 

(12.57) div F = — + + — 

ox oy oz 


ro, F - (| - g)l + (g - g) / + d ~ 


Para se calcular div F e rot F a partir destas formulas necessita-se o conhecimento das 
componentes de F. Estas componentes, por sua vez, dependem da escolha dos eixos 
coordenados no espaqo tridimensional. Uma mudanpa de eixos significara uma 
mudanga nas componentes de F e, presumivelmente, uma correspondente mudanqa 
nas funqoes div F e rot F. Com o auxilio do teorema de Stokes e do teorema da diver- 
gencia podemos obter formulas para a divergencia e rotacional nos quais nao intervem 
as componentes de F. Estas formulas mostram que o rotacional e a divergencia consti- 
tuem propriedades intrinsecas do campo vectorial F e nao dependem da escolha parti- 
cular dos eixos coordenados. Analisemos em primeiro lugar a formula para a diver- 
gencia. 


TEOREMA 12.7. Seja V(t) uma esfera de raio t > 0 com centro no ponto a do espapo 
tridimensional, e re presente S(t) a fronteira de V(t). Seja F um campo vectorial continua- 
mente diferenciavel em V(tj. Entao se \ V(tj\ re present a o volume de V(t). e se n e a normal 
unitaria exterior a S. tem-se 


(12.59) 


div F(a ) — lim — — j | F • ndS 
i-o | K(0l 

s«i 


Demonstraoao. Seja <p = div F. Dado c > 0 temos que determinar um 6 > 0 tal que 
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(12.60) 


<p(a ) — ■ n 

\m\ 


dS 


< e sempre que 0 < t < 8. 


Sit) 


Visto que«p e conttnua err) a , para o e dado existe uma 3-bola B(a\ h) tal que 


j 9 >(j:) — g>(a)| < ~ sempre que * e B(a; h ). 

Portanto, se escrevermos f(a) = tp(x) + ty(a) — ^(-c)l e integramos ambos os membros 
desta igualdade sobre a esfera 7(f) de raio t < h, encontramos 

<p(a) |7(f)| = JJ7 (fix) dx dy dz + j jj [<p{a) - ^x)] dx dy dz . 
no Fit > 

Se aplicamos o teorema de divergencia ao primeiro integral triplo do segundo membro 
e transpomos esse termo para o primeiro membro, obtemos a relagao 


<p(a) | l/(t)| — JJjF * ji rfS | < JJJ \< P {a) - q,{x)\ dx dy dz < ^ 1 7(1)1 < * 17(01 • 

Sit) Fit) 

Quando dividimos esta desigualdade por | 7(r)[ vemos que (12.60) e valida com 8 = h, 
o que demonstra o teorema. 

Na demonstragio anterior ndo fizemos qualquer uso especial do facto de que V(t) 
era uma esfera. O mesmo teorema permanece verdadeiro se, em vez de esferas, utili- 
zarmos qualquer conjunto de solidos V{t) para os quais o teorema da divergencia seja 
valido, com tanto que estes solidos contenham o ponto a e tendam para a quando 
r->0. Por exemplo, cada V(t) pode ser um cubo inscrito numa esfera de raio t em torno 
de a ; aplicar-se-ia exactamente a mesma definigao. 

O teorema 12.7 pode ser utilizado para dar uma interpretagao fisica da divergencia. 
Suponhamos que F representa o vector densidade de fluxo de uma corrente estaciona- 
ria. Entao o integral de superficie JT F a dS mede a massa total do fluido passando 

Sit) 

atraves de 5 na unidade de tempo e no sentido de n. O cociente J| F-ndSI\ V(t) | repre- 

-S(0 

senta a massa por unidade de volume que passa atraves de S na unidade de tempo e no 
sentido de n. Quanto r->0, o limite deste cociente e a divergencia de Fern a. Por isso, 
a divergencia em a pode ser interpretada como o coeficiente de variagao da massa, 
por unidade de volume, por unidade de tempo, em a. 

Em alguns livros de analise vectorial, a equagao (12.59) e tomada como definifdo de 
divergencia. Tal facto permite imediatamente atribuir um significado fi'sico a diver- 
gencia. Alem disso, na formula (12.59) nao intervem as componentes de F. Portanto ela 
e valida em qualquer sistema de coordenadas. Se escolhemos para 7(f) um cubo com 
as arestas paralelas aos eixos coordenados e o centro em a , podemos servir-nos de 
(12.59) para deduzir (12.57) que exprime div F e fungao das componentes de F. Este 
procedimento esboga-se no Exercicio 14 da Secgao 12.21. 
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Existe uma formula analoga a (12.59) que e muitas vezes usada como uma alterna- 
tiva.na definiqao de rotacional, e que se escreve 

(12.61) rot F(a) — lim — - — n x F dS, 

K ’ ( -o |F(1)| 

SU) 

onde V(t) e S(t) tern o mesmo significado que no teorema 12.7. O integral de super- 
ficie que figura no segundo membro tern um integrando vectorial. Tais integrals 
podem definir-se por intermedio das componentes. A demonstrapao de (12.61) e ana- 
loga a do teorema 12.7. 

Existe outra formula em que intervem o rotacional, a qual pode ser deduzida de 

(12.61) ou ser estabelecida independentemente, a qual estabelece que 

(12.62) n ■ rot F(a) = lim — - — <£ F ■ da. 

|S(f)| Jem 

Nesta formula, S(t) e um circulo de raio t e centra a, e |5(?)| representaa sua area. 
O vector n e a normal unitaria a 5(0, e a a funqao que define C(0 num sentido tal 
quando observado de n parece positivo. O campo vectorial F e suposto continuamente 
diferenciavel em 5(r). Uma demonstracao de (12.62) pode ser estabelecida pelo mesmo 
metodo usado na demonstraijao de (12.59). Fazemos^Or) = n - rot F(x) e raciocinamos 
como atras, excepto em que usamos integrals de superficie em vez de integrals triplos 
e o teorema de Stokes em vez do teorema da divergencia. 

Se F e um campo de velocidade, o integral de linha ao longo de C(t) chamd-se a 
circula^ao de F ao longo de C(r); o limite em (12.62) representa a circulaqao por uni- 
dade de area no ponto a. Assim, n ■ rot F{a) pode ser considerada como uma “densi- 
dade de circulaqao” de F em a, com respeito ao piano perpendicular a n em a. 

Quando n toma sucessivamente os valores i, j, k , os produtos escalares i-rot F , 
y’-rot F, e A; -rot F sao as componentes do rot F no sistema cartesiano rectangular. 
Quando a equagao (12.61) e tomada como ponto de partida para a definiqao de rota- 
cional, a formula (12.58) para as componentes rectangulares de rot Fpode ser deduzida 
de (12. 21 exactamente da mesma maneira. 


12.21 Exercicios 

1. Seja S a superficie do cubo, 0<x< l,0<z< l,ena normal unitaria dirigida 

para o exterior de 5. Se F(x, y, z) — x 2 i + y r j + z 2 k, aplicar o teorema da divergencia para 

calcular o integral de superficie / j F-a dS. Verificar o resultado atraves do caiculo directo 

s 

do integral de superficie dado. 

2. A esfera x 2 + y 1 + z 1 = 25 e intersectada pelo piano z = 3. A parte menor constitui um solido 
V limitado por uma superficie fechada 5 0 formada de duas partes, uma parte esferica 5, 
e uma parte plana S 2 - Se a normal unitaria exterior de Vi cos ai + cos fij + cosg k, calcular 
o valor do integral de superficie 
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IS 


(xz cos <x +yz cos ft + cos y) dS 


se (a) S e a parte esferica S„ (b) S e a base plana S 2 , (c) S e toda a superficie fronteira 5 U . 
Resolver a alinea (c) com os resultados das alineas (a) e (b), e tambem por aplicacao da 
teorema da divergencia. 

3. Seja n — cos a i + cos ft j y cos y k a normal unitaria exterior a superficie fechada S que 
limita um solido homogeneo V do tipo considerado no teorema da divergencia. Admita-se 
que se conhecem o centro de massa (x, y, z) e o volume j V] de V. Calcular os seguintes inte- 
grals de superficie 'em fungao de 1 V\ e x, y, z. 

(a) ff (x cos a + y cos p + z cos y) dS . 
s 


(b) J j (xz cos a + 2 yz cos ft + 3z z cos y) dS . 
$ 


(c) J J (y 2 cos a -(- 2 xy cos ft — xz cos y) dS . 
s 

(d) Exprimir j j(x 2 + y 2 ) (jti + yj) ■ n dS em funcao do volume | V\e de um momentode inercia 

s 

do solido. 


Nos Exercicios 4 a 10, dfldhc dg! d'n representam derivadas direccionaisdos campos escalares 
/eg na direccao da normal unitaria n, exterior a uma superficie fechada 5 que limita um solido V 
do tipo considerado no teorema de divergencia. Visto que dfldn = v/fl e dg/drt = Vg-n. Em 
cada um dos exercicios provar a proposicao enunciada. Deveadmitir-se a continuidade de todas 
as derivadas que se considerem. 


4. V* fdxdydz . 

S V 

’•If 


dS = 0 sempre que /seja harmonica em V. 


6. \\^~dn dS = j j\f V *8 dxd y dz + JJJ V /' V 'gdxdydz . 

s v ' v 

7 - JJ (/| -s I) - JJ/ t/Tr -i*/)***. 

S V 

ff d g rr 3 f. 

8. ] /— dS = Lg — dS se/e g sao ambas harmonica em V. 
9 - \\fY n dS = \\\ fdxdydz 


se /e harmonica em V. 
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\ f f ^ 

1 10. V 2 /(«) = lim — - -~-dS, onde V(t) e o solido esferico deraio t e centroa, S(/)e asuper- 

( on 

■ SU > 

f ficiede V(t), e|K{i)|e o volume de K(/). 

f 11 Seja V uma fegiao convexa do espapo tridimensional cuja fronteira e lima superficie 
f fechada S e seja n a normal unitaria exterior de S. Representem F e G dois campos vecto- 
riais continuamente diferenciaveis tais que 

rot F = rot G e div F = div G em todo V, 

e ainda 

G ■ n = F ■ n em toda a superficie S . 

Demonstrar que F = C em todo V. I Sugestao : Sendo H—F-G, determinar um campo 
escalar / tal que H — Af, e util izar uma identidade conveniente para provar que 

Lf/ll ^/il dx dy dz = 0. A partir daqui demonstrar que H = Ocm V I 
v 

12. Dado um campo vectorial G e dois campos escalares j e g h cada um deles continuamente ' 
diferenciavel nuni solido convexo V limitado por uma superficie fechada S. Seja n 
a normal unitaria exterior a S. Provar que existe quando muito um campo vectorial F 
verificando as tres condi?ocs seguintes: 


rot F = G e div F = g em f, F ■ n =f sobre£. 


13. Seja S uma superficie parametrica regular gozando da propiedade de que cada recta 
passando por um ponto P intersecta 5 quando muito uma vez. Seja Q(S) o conjuntodas 
rectas passando por P e intersectando 5. (Ver figura 12.19). O conjunto Q(S) chama-se 
angulo solido de vertice P subtenso por S. Seja £(a) a intersec<;ao dc O (S) com a super- 
ficie da esfera de raio a e centro P O cociente 

area de £(a) 
a* 

representa-se por|12(5)|e usa-se como uma medida do angulo solido ti (S). 

FiG. 12.19. O angulo solido Q(S) com vertice em P subtenso a uma superficie S. 

A sua medida e definida pelo cociente |fl (5) |= ^ rea ^ . 


(a) Demonstrar que este cociente e igual ao integral de superficie 

‘ r ■ n 


IP 


-dS, 


s 

onde r e o raio vector de P para um ponto arbitrario de S, e r = |r jj. O vector n e a normal 
unitaria a S dirigida para o lado contrario ao de P. Isto mostra que o cociente |fl (5) | e 
independente do raio a. Consequentemente o angulo solido pode medir-se pel a area da 
interseccao de O (S ) com a esfera de raio unidade e centro em P. [Sugestao: Aplicar o teo- 
rema da divergencia a parte de fl(5) compreendida entre S e I (a).) 

(b) Dois pianos intersectam-se ao longo do diametro de uma esfera com centro em P. O 
Ungulo de interseccao e 0, com 0 < 0 < n. Seja 5 a parte menor da superficie da esfera 
intersectada pelos dois pianos. Provar que|t2(5)| = 20. 


Calculo 



FiG. 12.19. O angulo solido i2(S) com vertice em Psubtenso a uma superficie S. 
A sua medida e definida pelo cociente|0(5)| = ar - ^ a ^ ^ ^ 


14. Seja V(t) um cubo de aresta 2 1 e centro a, e represente 5 (0 a sua superficie fronteira. De- 
signe-se por n a normal unitaria exterior a S(t) e seja|K(f)| o volume do cubo. Para um 
dado campo vectorial F que e continuamente diferenciavel em a, admita-se que existe o 
limite 


Sirblf''"' 5 ’ 

Sit) 

e utilize-se este limite como a definipao da divergencia div F(a). Escolhafn-se os eixos 
coordenados OXYZ paralelos as arestas de F{r) e sejam F, Q e R as componentes de F 
nesse sislema de coordenadas. Provar que div F(a) = D } P(a) + D z Q(a ) + D,R(a). ISuge.r- 
lao: Exprimir o integral de superficie como uma soma de seis integrals duplos tornados so- 
bre as faces do cubo. Provar depois que l/| F(/)| vezes a soma dos dois integrals duplos 
estendidos as faces perpendiculares ao eixo OZ tcnde para o limite D,R(a) quando / — 0. 
Raciocinar de maneira analoga para os restantes termosl. 

15. Um campo escalar f que e nao nulo goza das propriedades 


||V<jjII 2 = 4tp e div (yVp) = IO95. 
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Calcular o integral de superficie 



s 


onde Sea superficie de uma esfera unitaria com centra na origem, 
direccional de <p na direccao da normal unitaria exterior a S. 
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PARTE 3 

tOpicos especiais 
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FUNCOES de conjunto e probabilidade 

ELEMENTAR 


13.1. Introdu^ao histories 

Uma disputa entre jogadores em 1654 levou a criaqao, por dois famosos matemati- 
cos Franceses, Blaise Pascal c Pierre de Fermat, de uma teoria matematica das pro- 
babilidades. Antoine Gombard, Cavaleiro de Mere, um nobre frances interessado em 
questoes de jogos e apostas, chamou a atencao de Pascal para uma aparente contra- 
dipao num popular “jogo de dados”. O jogo consistia em lan?ar um par de dados 
24 vezes; o problema estava em decidir se era correcto apostar a mesma importancia 
a favor ou contra o aparecimento de pelo menos um “duplo seis”, nos vinte e quatro 
lancamentos. Uma regra de jogo, aparentemente bem estabelecida, conduziu de'Mere 
a acreditar que seria vantajoso apostar por um “duplo seis” nos 24 langamentos, mas 
os seus proprios calculos moslravam-lhe o contrario. 

Este e outros problemas postos por de Mere motivaram uma troca de correspon- 
dence entre Pascal e Fermat, na qual se estabeleceram pela primeira vez os princi- 
pios fundamentais da teoria das probabilidades. Embora alguns problemas especiais 
relativos a jogos de azar tivessem sido resolvidos por alguns matematicos italianos nos 
secutos XV e XVI, nao tinha sido desenvolvida qualquer teoria geral antes dessa famo- 
sa correspondencia. O cienlista Christian Huygens, um professor de Leibniz, conhe- 
cedor do conteudo dessa correspondencia publicou (em 1657) o primeiro livro sobre 
a teoria das probabilidades; intitulado De Ratiociniis in Ludo Aleae, era um tratado 
com problemas associados com os jogos. A teoria de probabilidades tornou-se rapi- 
damente popular, devido as suas alusoes aos “jogos de azar” e desenvolveu-se rapida- 
mente durante o seculo XVtII. Quern mais contribuiu para o seu desenvolvimento, 
durante esse periodo, foram Jacob Bernoulli t (1654-1705) e Abraham de Moivre 
(1667-1754). 


t Algumas vezes citado como James Bernoulli. 
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Em 1812 Pierre de Laplace (1749-1827) introduziu um grande numero de ideias e 
tecnicas matematicas no seu livro Theorie Analytique des Probability. Antes de La- 
place, a teoria das probabilidades consistia praticamente na analise matematica dos 
jogos de azar. Laplace provou que essa teoria das probabilidades tinha aplicapoes em 
muitos problemas cientificos e praticos. A teoria dos erros, a analise actuarial, e a 
mecanica estatistica sao exemplos de algumas das aplicapoes importantes da teoria 
das probabilidades, desenvolvidas no seculo XIX. 

Analogamente ao que se passou com muitos outros ramos da matematica, o de- 
senvolvimento da teoria das probabilidades foi estimulado pela variedade das suas 
aplicapoes. Inversamente, cada avanpo na teoria alargava o ambito da sua influencia. 
A estadistica matematica e um dos exemplos mais importantes de aplicapao da teoria 
das probabilidades; outras aplicapdes ocorrem em campos tao diferenciados como a 
genetica, a psicologia, a economia e a engenharia. Sao muitos os autores que con- 
tribuiram com os seus resultados para a teoria das probabilidades desde o tempo de 
Laplace; entre os mais importantes contam-se Chebyshev, Markov, von Mises e Kol- 
mogorov. 

Uma das dificuldades no desenvolvimento de uma teoria matematica das probabi- 
lidades foi a de conseguir uma definipao de probabilidades suficientemente rigorosa 
para a sua utilizapao matematica, mas suficientemente ampla para que seja aplicavel a 
uma classe de fenomenos tambem, o mais amplopossivel. A pesquisa de uma definipao com- 
pletamente aceitavel durou cerca de tres seculos e foi caracterizada por muita contro- 
versy. O assunto foi definitivamente resolvido no. seculo XX pclo tratamento da teo- 
ria das probabilidades de uma maneira axiomatica. Em 1933, uma monografia do ma- 
tematico russo A. Kolmogorov esbopava uma aproximapao axiomatica que constitui 
a base para a moderna teoria. {A monografia de Kolmogorov encontra-se traduzida 
em ingles. Foundations of Probability Theory, Chelsea, N.Y., 1950). Desde entao as 
ideias refinaram-se mais e a teoria das probabilidades e agora parte de uma teoria 
mais geral conhecida por teoria da medida. 

Neste capitulo apresentamos as nopoes basicas de uma teoria moderna das probabi- 
lidades, conjuntamente com as suas liga?oes com a teoria da medida. Dao-se tambem 
algumas aplicacoes, fundamentalmente a teoria dos jogos de azar, tais como lanqa- 
mento de moedas, dados e jogos de cartas. Esta introdu<?ao pretende por em evidencia 
a estrutura logica da materia como ciencia dedutiva e motivar o interesse do leitor 
pelo pensamento probabilistico. 


13.2. Funyoes de conjunto completamente aditivas 

A area de uma regiao, o comprimento de uma curva, ou a massa de um sistema de 
particulas e um numero que mede o tamanho ou o conteudo de um conjunto. Todas 
estas medidas tern certas propriedades em comum. Estabelecidas de forma abstracta, 
conduzem a um conceito mais geral o de furufio de conjunto finitamente aditiva. Mais 
adiante introduziremos a probabilidade como outro exemplo de uma funpao deste 
tipo. Para preparar o caminho, analisamos primeiramente algumas propriedades co- 
muns a todas estas funpoes. 
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* Uma funcao /. si -* R, cujo dominio e uma fami'lia si de conjuntos e cujos valores da 
?■ funcao sao numeros reais, diz-se uma funcao de conjunto. Se /I e um conjunto da 
f classe si o valor da funcao em A representa-se por f(A ). 

' DEFINICAO DE UMA FUNCAO DE CONJUNTO COMPLETAMENTE ADITIVA. Uma funcao 
\ de conjunto f: si -» R diz-se completamente aditiva se 


(13-1) 


f(A U B) =f(A) 4 -f(B) 


sempre que A e B sejam conjuntos disjuntos em s i . tais que A u B pertenqa tambem 
a si . 

A area, o comprimento e a massa sao todos exemplos de funcoes de conjunto com- 
pletamente aditivas. Nesta secpao analisam-se consequencias de (13.1). 

Nas apiicaqoes usuais, os conjuntos de si sao subconjuntos de um dado conjunto 
S, chamado o conjunto universal. E frequente ter que efectuar as operaqoes de uniao, 
intersecgao e complementacao sobre os conjuntos de si . Para se assegurar que si e 
fechada a respeito destas operacoes restringimos si a ser uma Algebra de Boole , que 
! se define do modo seguinte: 

\ DEFINICAO DE UMA Algebra DE BOOLE DE CONJUNTOS. Uma classe nao vazia si 
de subconjuntos de um dado conjunto universal S diz-se uma algebra de Boole se para 
todo A e B em si tern 


A u Be si e A' e si . 

;!; com A'— S — A o complemento de A relativamente a S. 

1 Uma algebra de Booje si e tambem fechada a respeito das interseccoes e diferen- 
/■ ?as, uma vez que se tern 

s 

AnB = (A’UB’y e A-B^AnB'. 

Isto implica que o conjunto vazio 0 pertence a as', visto que <z> — A - A para algum 
A em si . Tambem o conjunto universal S pertence a si visto que S = 0'. 

A partir dos subconjuntos de um conjunto universal dado S podem construir-se 
grande numero de algebras de Boole. A menor dessas algebras e a classe si 0 = {0, S }, 
a qual e formada unicamente pelos dois conjuntos especiais: 0 e S. No outro extreme 
esta a classe si „ que e formada por todos os subconjuntos de S. Toda a algebra de 
Boole j^constituida por subconjuntos de S satisfaz as relapoes de inclusao si 0 <Z si 

* A propriedade da aditividade finita de funcoes de conjunto na Equapao (13.1) exige 
% que A e B sejam disjuntos. Destas exigencias resulta o teorema seguinte: 
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TEOREMA 13.1. Sc f: si-* R e uma funfdo de conjunto fmitamente aditiva definida so- 
bre uma algebra de Boole si de conjuntos. entao para lodo o par de conjuntos A e B de 
si tem-se 

(13.2) f(A U B) = f(A) +f(B- A), 
e 

(13.3) f(A UB)= f(A) + f{B ) - f(A n B ) . 

Demonstrapao. Os conjuntos A e B - A sao disjuntos e a sua uniao 6 A u B. Logo, 
aplicando ( 1 3. 1 ) a /I e fl — A obtemos ( 1 3.2). 

Para demonstrar (13.3) observe-se que A nB ' e B sao conjuntos disjuntos cuja 
uniao e A <jB. Consequentemente, por (13.1) temos 

0 3.4) f{AVJB)= f(A n B') + f(B ) . 

Tambem A n B e A B sao conjuntos disjuntos cuja uniao e A, pelo que (13.1) nos 
da 

(13-5) f(A) = f(A n B') + f(A n B ) . 

Subtraindo (13.5) de (13.4) obtemos (13.3). 


13.3. Medidas finitamente aditivas 

As (undoes de conjunto que representam areas, comprimentos, e massas tern varias 
propriedades em comum. Por exemplo, sao todas funqoes de conjunto nao negativas. 
Quer dizer. 


f{A) ^ 0 

para todo A da classe si que se considera. 

DEFINICAO DE uma MEDIDA FINITAMENTE aditiva. Uma funpao de conjunto nao 
negativa f: si -* R que e finitamente aditiva diz-se que e uma medida finitamente aditiva, 
ou simplesmente uma medida. 

Aplicando o teorema 13.1 obtemos imediatamente as seguintes propriedades das 
medidas. 

TEOREMA 1 3.2. Se f. si Re' uma medida finitamente aditiva definida sobre uma alge- 
bra de Boole si , entao para todos os conjuntos A e B de si tem-se 

(a) f(A B) <, f(A) + f(B ) . 

(b) f(B-A)=f(B)-f(A) se As= B . 

(c) f(A) < f(B) se A c B. ( Propriedade monotona) 

(d) /(0) = 0. 
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Demonstrapao. A alinea (a) resuita de (13.3), e a alinea (b) de (13.2). A alinea (c) e 
consequencia de (b) e (d) obtem-se fazendo A = B = 0 em (b). 

EXEMPLO. 0 numero de elemenios de um conjunto finito. Seja S— a 2 , ..., a„) 
am conjunto formado por n elementos (distintos), e seja sd a classe de todos os sub- 
conjuntos de S Para cada A de sd„ seja v(A ) o numero de elementos distintos de A. 
E facil verificar que esta funcao e finitamente aditiva em sd . Com efeito, se A tern k 
elementos e B tern m elementos, entao v\A) = k e v{B) = m. Se A e B sao disjuntos e 
evidente que a uniao A U B e um subconjunto de S' com k + m elementos, pelo que 

v(A U B) = k + m = v(A ) -f- v(B) . 


Esta funcao de conjunto particular e nao negativa, pelo que v e uma medida. 

13.4. Exereicios 

1. Seja sJ a classe de todos os subconjuntos de um dado conjunto fundamental e sejam A e 
B conjuntos arbitrarios de sd. Provar que: 

(a) A n B'e B sao disjuntos. 

(b) A u B — (A C> Bj(J B. (Esta igualdade exprime A U B como a uniao de conjuntos dis- 
juntos). 

(c) A n B e A n B sao disjuntos. 

(d) ( A n B) <J (A Cs Bj = A . (Esta igualdade exprime A como uma uniao de dois conjuntos 
disjuntos.) 

2. O Exercicio 1 (b) evidencia a possibilidade de exprimir a uniao dc dois conjuntos como uma 
uniao de dois conjuntos disjuntos. Exprimir de uma maneira analoga a uniao de tres con- 
juntos A, u A 2 U A, e, mais geralmente, de n conjuntos A , U A z u A,- • ■ U/!„. llustrar com 
um diagrama para o caso em que n — 3. 

3. A analise de um conjunto S formado por 1000 licenciadosjuniversitarios dez anos depois da 
licenciatura revelou que os “bem sucedidos" formavam um subconjunto A de 400 elemen- 
tos, os licenciados por Caltech formavam um subconjunto B de 300 elementos, e que a 
intersecqao A n B era formada por 200 elementos. 

(a) Empregando a notaqao da teoria dos conjuntos, recorrendo as unifies e intersectpoes 
de A e B e dos seus complementos A' e B' relativamente a 5, descrever os conjuntos de 
pessoas de S que gozam da propriedade seguinte: 

(i) Nem “bem sucedidos", nem licenciados por Caltech. 

(ii) “Bem sucedidos”, nias nao licenciados por Caltech. 

(iii) “Beni sucedidos”, ou licenciados por Caltech, ou ambas as coisas. 

(iv) Ou “bem sucedidos”, ou licenciados por Caltech, mas nao as duas coisas. 

(v) Pertencentes a nao mais do que um dos subconjuntos A ou B. 

(b) Determinar o numero exacto de individuos de cada um dos cinco subconjuntos pre- 
cedentes. 

4. Seja/ uma funqao de conjunto finitamente aditiva definida numa classed de conjuntos. 

Sejam A A n n conjuntos de sd tais que A^A j= 0 se i=Pj. (Uma tal colecpao diz-se 

uma colecfdo disjunta de conjuntos.) Se a umao U A k pertence a st para todo min, de- 
monstrar por indupao que k ~ 1 
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f(UA k ) = i f(A k ). 

\fc=l / *=1 

Nos Exercicios 5, 6, 7 e 8, S representa um conjunto finito formado por n elementos dis- 
tintos, a saber 5 = {a,, a 2 , . . . , a I. n 

5. Seja A, = in,) o subconjunto formado unicamente pelo elemento a,. Provar que a classe 

SS, = {0, A„ A\, S] e a mais pequena algebra de Boole contendo A,. 

6. Seja A, = la,}, A 2 = |a 2 |. Descrever, de uma maneira semelhante a usada no Exercfcio 5, a 
menor algebra de Boole 38 2 contendo quer^,, quer A 2 . 

1. Resolver o exerclcio analogo ao anterior para os subconjuntos /!, = {«,}, A 1 ={a 1 ), c 
A } ={a,}. 

8. Se 38 k representar a menor algebra de Boole que contem os k subconjuntos A, = (a,}, 
A 2 = ifljh A k ={a k }, provar que 3$ k contem 2 t+I subconjuntos de S se k < n e 2" 
subconjuntos se k = n. 

9. Seja / uma fun?ao de conjunto finitamente aditiva, definida sobre a algebra de Boole de 
todos os subconjuntos de um conjunto fundamental dado S. Admita-se que 

/(A n B) = f(A)f{B) 

para dois subconjuntos particulates A e B de S. Se/ (5) = 2, provar que 
f(A VB)~ f(A') + f(B') -/(A')f(B’). 

10. Sc A e B sao dois conjuntos, a sua diferenfa simetrica A A B e o conjunto definido pela 
equapao A A B = (A - B) n(B— A ). Provar cada uma das seguintes propriedades da dife- 
renpa simetrica. 

(a) A A B= BAA. 

<b) A A A = 0. 

(c) A & B <= (A A C) n (CA B). 

(d) A A B e disjunto com cada um dos conjuntos A e B. 

(e) {A A B)A C= AA{B A C). 

(f) S e/e uma fungao de conjunto finitamente aditiva sobre a algebra de Boole de todos 
os subconjuntos de um lado conjunto S, entao para todo o par leSemjjf tem-se 

f{A A B) =f(A ) +f(B) - If (A n B). 


13.5. A definipao de probabilidade para conjuntos fundamentais finitos 

Na linguagem das funpoes de conjunto, a probabilidade e um tipo especifico de 
medida (aqui representada por P) definida sobre uma algebra de Boole especifica^? 
de conjuntos. Os elementos de 3i sao subconjuntos de um conjunto universal S. Na 
teoria das probabilidades o conjunto universal 5 chama-se o conjunto fundamental, 
universo ou espaco amostra. Vamos analisar a definipao de probabilidade em primeiro 
lugar para conjuntos fundamentais finitos e mais tarde para espapos amostras infi- 
nitos. 

DEFINICAO DE PROBABILIDADE PARA CONJUNTOS FUNDAMENTAIS FINITOS. Seja 3d 
uma Algebra de Boole cujos elementos sao subconjuntos de um dado confunto finito S. 
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Uma futifao de conjunto P, definida sobre . diz-se uma medida de probabiiidade se 
verifica as seguintes condipdes: 

(a) P e finitamente aditiva. 

(b) P e nao negativa. 

(c) P(S)= 1. 

Por outras palavras, isto significa que para conjuntos fundamentals finitos a proba- 
bilidade e simplesmente uma medida que atribui o valor 1 a todo o conjunto. 

E importante ter presente que para uma descripao completa da medida de probabi- 
iidade devem precisar-se tres coisas: O espapo amostra (ou conjunto fundamental) S, 
a algebra de Boole 38 formada por certos subconjuntos de S, e a funpao de conjunto 
P. O terno ( S , 38 , P) designa-se frequentemente por espapo de probabiiidade. Em 
muitas das aplicapoes elementares a algebra de Boole t'A e tomada como sendo a fa- 
milia de todos os subconjuntos de 5. 

EXEMPLO. O jogo de lanpamento de uma moeda ao ar constitui uma aplicapao 
pratica da teoria das probabilidades. Para conjunto fundamental tomamos o conjunto 
de todos os resultados possiveis na experiencia de lanpamento da moeda ao ar. Neste 
caso, as hipoteses possiveis sao “cara” ou “cruz”, que designaremos respectivamente 
por h e t. Assim, o conjunto fundamental S e {. h , /}, o conjunto formado por h e t. 
Para algebra de Boole tomamos a coiecpao de todos os subconjuntos de S; sao qua- 
tro no total, 0 , S, H e T, onde H = '{/»} ef = {rl. Em seguida atribuimos probabilida- 
des a cada um destes subconjuntos. Para os subconjuntos 0 e S nao ha oppao para a 
escolha dos valores da probabiiidade. A propriedade (c) requer que P(S)= 1, e, uma 
vez que P e uma medida nao negativa, P(0)- 0. Todavia, ha alguma liberdade na 
atribuipao de probabilidades aos outros dois conjuntos, H e T. Visto que H e T sao 
disjuntos e que a sua uniao eS,a propriedade aditiva exige que 

P{H) + P{T) = P{S) = I . 

Para P(H) e P{T) podemos tomar valores quaisquer nao negativos, e tais que a soma 
seja igual a I. Se admitirmos que a moneda e imparcial nao hd a priori qualquer ra- 
zao para preferir cara ou cruz, pelo que parece natural atribuir os valores 

P(H) = P(T) = i. 


Se, porem, a moeda estiver “viciada”, poderemos atribuir valores diferentes aquelos 
duas probabilidades. Por exemplo, os valores P{H) = |c P(T) = f sao tao aceitaveis 
como P(//)= P(T) = j. Com efeito, para qualquer real p no intervalo 0Sp< 1 po- 
demos definir P{H)~ p e P(7')= 1 — p, e a funpao resultante P satisfara a todas as 
condipoes que se exigem para uma medida de probabiiidade. 

Para uma dada moeda. nao existe um metodo matematico para determinar qual a 
probabiiidade p que e a “real”. Se escolhermos p = { podemos deduzir consequencias 
logicas na hipotese de que a moeda' e perfeita ou imparcial. A teoria para moedas im- 
parciais pode entao ser usada para testar a perfeipao de uma outra moeda, efectuan- 
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do um grande numero de lanpamentos e comparando os resultados com as ; predipoes 
baseadas na teoria. O testar o acordo entre a teoria e a evidencia empirica pertence 
a um importante ramo das probabilidades aplicadas conhecido por inferencia estatis- 
tica, e nao sera estudado neste livro. 

O exemplo precedente constitui uma aplicapao ti'pica dos conceitos da teoria das 
probabilidades. As questoes probabilisticas tern muitas vezes lugar em situapdes de- 
signadas por “experiencias”. Nao tentaremos definir o que se entende por uma expe- 
rience; em vez disso, mencionaremos alguns exemplos correntes: lanpamento de uma 
ou. mais moedas, lanpamento de um par de dados, distribuir uma baralho de cartas, 
extrair uma bola de uma uma, contar o numero de alunas de um determinado curso, 
selecpao de um numero numa lista telefonica, registo da radiapao medida por um 
contador Geiger. 

Para discutir as questoes de probabilidade que estao ligadas a tais experiencias, a 
nossa primeira tarefa e definir um conjunto fundamental S que possa usar-se para 
representar todas as hipoteses possiveis resultantes da experience, como fizemos no 
lanpamento da moeda ao ar. Cada elemento de S representara um resultado possivel 
da experiencia e cada resultado devera corresponder a um e um so elemento de S. 
Em seguida, escolhemos uma algebra de Boole 34 de subconjuntos de S (habitual- 
mente todos os subconjuntos de S) e entao definimos uma medida de probabilidade P 
em 34 . A escolha do conjunto S, a escolha de '34 e a escolha de P dependerao da 
informapao conhecida acerca dos detathes da experiencia e das questoes a que pre- 
tendemos responder. O objectivo da teoria das probabilidades nao e discutir se o es- 
papo de probabilidade (S, 34 , P) foi bem escolhido. Isto pertence a teoria dos jogos 
de azar, e apenas a expressao pode sugerir se sim ou nao a escolha foi bem feita. A 
teoria das probabilidades e o estudo das consequencias logicas que podem deduzir-se, uma 
vez definido o espa<x> de probabilidades. Fazer uma boa escolha do espapo de probabili- 
dade niio e, estrictamente, teoria de probabilidades-nem sequer e matematica; e, pelo 
contrario, uma parte da arte de aplicar a teoria das probabilidades ao mundo real. 
Nos aprofundaremos um pouco estas observapoes quando tratarmos com exemplos 
especificos nas secpoes que se seguem. 

Se S — {a,, a 2> .... a„), e se 34 e formada por todos os subconjuntos de S , a funpao 
probabilidade P fica completamente determinada se conhecermos os seus valores nos 
subconjuntos formados por um so elemento. 


Com efeito, cada subconjunto^ A de S e uma uniao disjunta dos conjuntos anteriores, 
e P(A ) fica determinada pela propriedade aditiva. Por exemplo, quando 

A - {aj U {a 2 } KJ ■■■ U {a k }, 

a propriedade aditiva exige que 

P(A) = ip({a t }). 

i=l 

Para simplificar a.notapao e a terminologia, escrevemos / > (a / ) em vez de Pda,}). Este 
numero chama-se tambem a probabilidade do ponto a,. Consequentemente, a atribui- 
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gao de probabilidade pontuais P(x) a cada elemento x de um conjunto finito S equi- 
vale a uma dcscrigao completa da fungao de. probabilidade P. 


13.6. Terminologia peculiar da teoria das probabilidades 

Ao falar-se de probabilidade escrevem-se muitas vezes frases como “dois aconteci- 
mientos sao igualmente provaveis", “um acontecimento e impossivel", ou “um acon- 
tecimento e certo’’. Expressoes desta natureza tem sentido intuitivo e e simuitanea- 
mente agradavel e util saber utilizar uma linguagem tao cheia de colorido nas discus- 
soes matematicas. Antes, porem, de o podermos fazer torna-se necessario explicar o 
significado desta linguagem fazendo uso dos conceitos fundamentals da teoria. 

Devido ao uso pratico do ramo das probabilidades, e convenicnte imaginar que cada 
espago de probabilidade (S, P) esta associado a uma experiencia real ou conceptual. 
O conjunto fundamental S pode entao considerar-se como o conjunto de todos os re- 
sultados possiveis da experiencia, tal como no exemplo do langamento de uma moeda 
ao ar, ja analisado na secgao anterior. Cada elemento de S diz-se um resultado e os 
subconjuntos de 5 intervindo na algebra booleana 34 dizem-se acontecimentos. As ra- 
zoes desta terminologia tornar-se-ao mais evidentes quando tratarmos com exemplos 
concretos. 

Suponhamos que temos um espago de probabilidade (S, 34 P) associado a uma de- 
terminada experiencia. Seja A um acontecimento e suponhamos a experiencia realizada 
e que o resultado e x. (Por outras palavras, seja x um elemento de S). Este resultado x 
pode ou nao pertencer ao conjunto A. Sc pertence, dizemos que ocorreu o aconteci- 
mento A. Caso contrario, dizemos que nao ocorreu o acontecimento A e entao x e A 
pelo que ocorreu o acontecimento complementar de A". Um acontecimiento A diz-se 
impossivel se A = 0 , porque neste caso nenhum resultado da experiencia podera per- 
tencer a A. O acontecimento A diz-se set o acontecimento certo se A — S, porque entao 
todo o resultado e automaticamente um elemento de A. 

Cada acontecimento A tern uma probabilidade P(A) que lhe e definida pelo valor 
da fungao de probabilidade P. [O valor de P(A) ou o modo segundo o qual P(A) e 
definida nao nos interessa por agoral. O numero P(A) chama-se tambem a probabili- 
dade de que o resultado de uma experiencia seja um dos elementos de A. Dizemos tambem 
que P{A) e a probabilidade de que o acontecimento A ocorra quando se realiza a ex- 
periencia. 

Ao acontecimento impossivel 0 deve atribuir-se a probabilidade zero porque P 
e uma medida finitamente aditiva. Todavia podem existir acontecimentos com pro- 
babilidade zero e que nao sao impossiveis. Quer dizer, a alguns dos subconjuntos nao 
vazios de S pode atribuir-se a probabilidade zero. Ao acontecimento certo 5 atribuiise 
a probabilidade t segundo a correcta definigao de probabilidade, mas podem existir 
outros subconjuntos aos quais seja atribuida a probabilidade 1. No Exemplo 1 daSec- 
gao 13.8 indicam-se subconjuntos nao vazios com probabilidade zero e subconjuntos 
proprios de S que tern probabilidade I . 

Dois acontecimentos A e B dizem-se igualmente provaveis se P(A) = P{B). O aconte- 
cimento A diz-se mais provavel que B se P(A ) > P(B), e pelo menos tao provavel como B 
se P{A) 5 P{B). A labua 13.1 e um glossario da linguagem habitual nas discussoesda 
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teoria das probabilidades. As letras Ae B representam acontecimentos, exo resultado 
de' uma experiencia associada ao conjunto fundamental S. Cada frase na coluna da 
esqucrda e uma afirmagao reiativa aos acontecimentos A e B e aexpressao correspon- 
dente na coluna da direita exprime a mesma afirmagao em termos da teoria dos con- 
juntos 


T abua 1 3. 1 . Glossario de expressoes usadas na teoria das probabilidades 


A \Jirmofdo 


Signijicado na teoria dos conjuntos 


Pelo mcnos um dos acontecimentos A ou B ocorre 
Ocorrem ambos os acontecimentos A e B 
Nem A nem B ocorrem 
A ocorre e B nao ocorre 

Ocorre precisamente um dos acontecimentos A ou B 
Nao ocorre mais do que um dos acontecimentos A ou B 
Se A ocorre, tambem ocorre B (A implica B) 

A e B excluem-se mutuamente 
Acontecimento A ou acontecimento B 
Acontecimento A e acontecimento B 


xg A v B 
xG A n B 
xeA' r\B' 
x G A n B' 

x6(/tni')u ( A ' n B) 
xe{A r\B)' 
A^B 
A r\B = 0 
AvB 
A B 


13.7. Exercicios 

Seja S um dado espago amostra e representem A, B e C acontecimentos arbitrarios (isto e, 
subconjuntos de S na correspondente algebra booleana 3$ ). Cada uma das afirmagoes dos 
Exercicios I a 12 exprime-se por uma proposicao verbal em termos de A, B e C. Exprimirestas 
proposiijoes em termos de reunioes e intersecgoes de/I, fiefe respectivos complementos. 

1 . Sc A ocorre, entao nao ocorre B. 

2. Nenhum dos acontecimentos A, B e C ocorre. 

3. Ocorre unicamente/l. 

4. Pelo.menos um dos acontecimentos A, B e C ocorre. 

5. Ocorre precisamente um dos acontecimentos A, B e C. 

6. Nao ocorre mais do que um. 

7. Pelo menos dots dos acontecimentos A, B, C ocorrem. 

8. Ocorrem precisamente dois. 

9. Ocorrem nao mais do que dois. 

10. Ocorrem A e C, mas nao B. 

1 1 . Ocorrem os tres acontecimentos. 

12. Ocorrem nao mais de tres. 

13. A designa o acontecimento de obter uma soma de pontos impar ao langar dois dados, e B 
representa o acontecimento de obter pelo menos um seis. Exprimir, mediante uma propo- 
sicao verbal, cada um dos acontecimentos seguintes: 

(a )AuB, ( d)A’nB , 

(b ) AnB, ( e)A'r\B 

(c) A r\ B\ (f) A'vB. 
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14. Sejam Ac B dois acontecimentos. Provar que 

P(A n B) < P(A) < P(A u B) < P{A) + P(B). 

15. Sejam Ac B dois acontecimentos e designe-se a = P{A), b = P(B) e c— P(A n B). Calcular, 
era funcao de a, b e c as probabilidades dos seguintes acontecimentos: 

(a) A', (d) A' V B\ 

(b) B\ (e) A' \j B, 

(c) A B, (f) A nB'. 

16. Dados tres acontecimentos A, B e C provar que 

P(A uS u C) =P(A) + P(B) +P(C ) -P(A n B) - P(A n C) - P{B n C) + P{A nB nC). 


i3.8. Exemplos resolvidos 

Vamos mostrar como alguns conceitos das secedes precedentes podem ser usados 
para responder a questoes especificas da teoria das probabilidades. 

EXEMPLO 1. Qual e a probabilidade de que ocorra pelo menos uma vez “cara" em 
dois lan?amentos de uma moeda ao ar? 

Prhveira resnlucao. A experiencia neste caso consiste do lancamento de uma moeda 
ao ar duas vezes; o conjunto S de todos os resultados possivcis pode exprimir-se do 
modo seguinte ( h = cara, l — cruz). 

S = {hh, ht, th, tt) . 

Se aceitamos que estes resultados sao igualmente provaveis, atribuimos a probabili- 
dade pontual P(x) = j para cada x de S. O acontecimento “‘ocorre a face cara pelo 
merios uma vez” pode representar-se pelo subconjunto 

A = {hh, ht, th} . 

A probabilidade deste acontecimento e a soma das probabilidades pontuais dos seus 
elementos. Por conseguinte, P(A) = J- + { + i- = J : 

Segunda resolucao. Admitamos que se usa o mesmo espaco amostra, mas que atri- 
buimos a probabilidade pontual do modo seguintef : 

Fifth) = 1 , F{kt) = P{th) = /»(«) = 0 . 


Entao a probabilidade do acontecimento “ocorre pelo menos uma vez a face cara" e 


t Observe-se que para esta atribui^ao de probabilidades existem subconjuntos nao vazios de S com pro- 
babilidade zero e subconjuntos proprios com probabilidade I. 
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P(hh) + P{ht ) + P{th) = I + 0 + 0 = 1 . 


O facto de chegarmos a um resultado diferente do demonstrado no primeiro metodo 
de resoluqao nao deve alarmar o leitor. Partimos de um conjunto de premissas dife- 
rentes. Consideraqoes psicologicas podem levar-nos a acreditar que a atribuiqao das 
probabilidades na primeira soluqao e a mais natural. Na verdade, muita gente acredi- 
tara que e assim se a moeda for imparcial. Contudo, se a moeda estiver feita de modo 
que sempre saia cara, a atribuiqao de probabilidades na segunda solupao e mais na- 
tural. 

O exemplo precedente mostra que nao podemos esperar uma unica resposta para a 
pergunta feita. Para responder a uma tal questao de uma maneira adequada devemos 
especificar a escolha do conjunto fundamental e a atribuiqao das probabilidades pon- 
tuais. Uma vez que o conjunto fundamental e as probabilidades pontuais sejam con- 
hecidas, apenas uma probabilidade pode ser logicamente dcduzida para um dado 
acontecimento. Diferentes escolhas do espaqo amostra ou das probabilidades pontuais 
podem conduzir a diferentes respostas “correctas” para a mesma questao. 

Algumas vezes, a atribuiqao de probabilidades aos resultados particulares de uma 
experiencia e ditada pela linguagem usada para descrever a experiencia. Por exemplo, 
quando um objecto e escolhido “ao acaso” de um conjunto finito de rt elementos, 
deve entender-se que com tal se pretende significar que cada resultado e igualmente 
provavel e devera atribuir-se-lhe a probabilidade pontual i In. Analogamente, quando 
lanqamos uma moeda ou um dado, sc a priori nao temos qualquer razao para pensar 
que a moeda ou o dado estao viciados, supomos que todos os resultados sao igual- 
mente provaveis. Adaptar-se-a este convenio em todos os exercicios deste capitulo. 

exemplo 2. Se extrairmos ao acaso duas cartas, uma de cada baralho, qual e a pro- 
babilidade de que uma, pelo menos, seja o as de copas? 


Resolucao. A experiencia consiste na tiragcm de duas cartas a e b, uma de cada 
baralho. Suponhamos que representamos um resultado lipico por um par ordenado 
(a, b). O mimero de resultados possiveis, islo e, o numero total de pares distintos 
fa, b) no espaqo amostra S e 52 3 . Atribuimos a probabilidade 1/52 2 a cada tal par, 
O acontecimento no qual estamos interessudos que ocorra e o conjunto A dos pares 
(a, b), nos quais ou a, ou /?, e um as de copas. Em A existem 52 + 51 elementos. Logo, 
em face destas hipoteses concluimos que 


P(A) = 


52_-j-_51 

52 2 


J_ _ J_ 
26 52 2 ' 


EXEMPLO 3. Se de um baralho se extraem duas cartas ao acaso, qual e a probabili- 
dade de que uma delas seja o as de copas? 


Resolupao. Como no Exemplo 2, recorremos aos pares ordenados (a, b) para re- 
presentar os elementos do espaqo amostra. Neste caso o conjunto fundamental tern 
52-51 elementos e o conjunto A tern 51 + 51 elementos. Se atribuimos a probabilidade 
pontual 1/(52-51) a cada resultado, obtemos 
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P(A) = 


2 ■ 51 
52-51 


_j_ 

26' 


EXEMPLO 4. Na lan^amento de tres dados qual e a probabilidade de obter uma 
soma de pontos igual ou inferior a 6? 


Resolufdo. Representamos todo o resultado possivel da experiencia por umtemo 
de inteiros (a, b , c), onde a, b, c podem tomar os valores de 1 ate 6. Deste modo o eon- 
junto fundamental e formado por 6’ elementos e atribuimos a probabilidade 1/6 3 a 
cada resultado. O acontecimento A em questao e o conjunto de todos os ternos veri- 
ficando a desigualdade 3 < a + b + c < 6. Se A„ representa o conjunto de (a, b, c) para 
o qual a + b + c — n, temos 


A = A 3 V Ai U A s U A 6 . 

Urn calculo directo mostra que os conjuntos A„, com n= 3, 4, 5 e 6 contem 1, 3, 6 e 10 
elementos, respectivamente. Por exemplo, o conjunto A t e dado por 

A, - {(1 , 2, 3), (1 , 3, 2), (1 , 1 , 4), (1, 4, 1), (2, 1 , 3), 

(2, 3, 1), (2, 2, 2), (3, 1, 2), (3, 2, 1), (4, 1, I)}. 


Deste modo A tern 20 elementos e 



5 _ 

54' 


EXEMPLO 5. Lanca-se um dado uma vez. Qual e a probabilidade de que o numero 
de pontos obtido seja par ou multiplo de 3? 

Resolufao. Escolhemos o espago amostra S = {1, 2, 3, 4, 5, 6), formado por seis 
elementos a cada um dos quais atribuimos a probabilidade 1/6. O acontecimento “par” 
e o conjunto A = {2, 4, 6}, o acontecimento “multiplo de 3“ e B = {3, 61. Interessa-nos 
a reuniao destes conjuntos, a qual e o conjunto A u B — (2, 3, 4, 6}. Uma vez que este 
conjunto contem quatro elementos temos P(A u B) — 4/6. 

Este exemplo pode resolver-se doutro modo, recorrendo-a formula 

P(A ui) = P(A) + P(B) -P(A r\B) = l+i-i. 


13.9. Exercicios 

1. Seja S um espa^o amostra fmito formado por rj elementos. Admita-se que se atribui igual 
probabilidade a cada elemento de S. Seja A um subconjunto de 5 formado por k elemen- 
tos. Provar que P(A) — kin. 
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Em cada um dos Exercicios 2 a 8, descrever a escolha do espaco amostra e dizer como se 
atribuem as probabilidades pontuais. Nas questocs associadas com jogos de cartas, supor 
que todos os cartas tern a mesma probabilidade de serem dadas extraidas do baralho. 

2. Misturam-sc cinco moedas I'alsas com nove moedas verdadeiras. 

(a) Tira-se uma moeda ao acaso. Calcular a probabilidade de obter uma moeda falsa? 
Tiram-se duas moedas ao acaso; calcular a probabilidade de que: 

(b) uma seja verdadeira e outra falsa. 

(c) ambas sejam falsas. 

(d) ambas sejam verdadeiras. 

3. Calcular as probabilidades de cada um dos acontecimentos descritos no Exercicio 13 da 
Seccao 13.7. Atribuir probabilidades iguais a cada um dos 36 elementos do conjunto fun- 
damental. 

4. Qual a probabilidade de obter pelo menos uma das somas de pontos 7, 1 1 ou 12 no langa- 
mento de dois dados? 

5. Um jogador de poquer tern quatro copas e uma espada. Rejeita a espada e toma outra 
carta da parte restante do baralho. Calcular a probabilidade de tirar outra copa? 

6. No poquer uma sequencia e uma sucessao de cinco cartas, nao necessariamente do mesmo 
naipe. Se um jogador de poquer possui quatro cartas em sucessao (mas nao A234 ou 
JQKA) e uma quinta carta nao em sucessao com as outras, calcular a probabilidade de 
completar a sequencia. (O jogador desfaz-se da carta nao em sucessao e lira nova carta da 
parte restante do baralho). 

7. Um jogador de poquer tern quatro das cinco cartas em sucessao, mas com um salto no 
meio (como por exemplo, 5689) e uma quinta carta nao em sucessao. Desfaz-se desta 
quinta carta e toma nova carta do resto do baralho. Calcular a probabilidade de completar 
a sequencia. 

8. Uma urna contem A bolas brancas e B bolas pretas. Uma segunda uma content C bolas 
brancas e D bolas pretas. Tira-se uma bola ao acaso da primeira urna e introduz-se na 
outra. Tira-se depois ao acaso uma bola da segunda urna. Caicular a probabilidade de cada 
um dos seguintes acontecimentos. 

(a) A primeira bola e branca. 

(b) A primeira bola e preta. 

(c) A segunda bola e branca, sabendo que era branca a bola introduzida na urna. 

(d) A segunda bola e branca, sabendo que era preta a bola introduzida na urna. 

9. De uma urna extraem-se duas bolas com reposicao. A urna contem quatro bolas vermel- 
has e duas brancas. Calcular a probabilidade de cada um dos seguintes acontecimentos. 

(a) Ambas as bolas sao brancas. 

(b) Ambas as bolas sao vermelhas. 

(c) Ambas as bolas sao da mesma cor. 

(d) Pelo menos uma das bolas e vermelha. 

10. Seja P n a probabilidade de que ocorram exactamente n dos acontecimentos A c B, onde n 
torna os valores 0, 1,2. Exprimir cada um dos valores P 0 , P , e P 2 em fungao de P{A\ 
P(B), e P(A n B). 


Casos favoraveis. Alguns jogos de azar exprimem-se em termos de '‘casos favoraveis” em 
vez de probabilidades. Por exemplo, sc lancamos um dado, a probabilidade do aconlecimenlo 
“saida da face 3" e £. Uma vez que existem seis resultados possiveis, um dos quais e favoravcl 
e cinco desfavoraveis; muitas vezes exprimem-se tal facto dizendo que os casos a favor do 
aconlecimenlo (saida da face tres) estao como I par 5, ou que os casos contra o aconlecimenlo 
e de 5 para 1. Costuma entao relacionar-se isto com a probabilidade mediante a igualdade 
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l l 
6 = 1 + 5' 

Em geral, se A e um acontecimento de probabilidade P(A) e se a e b sao dois numeros reais 
tais que 

(13.6) P(A) = , 

a + o 

dizemos que a vantagem a favor de A e de a para b, ou que a vantagem contra A e de b para a. 
Visto que 1— a /(a + b) — b/(a + b), a sorte contra A e a mesma que a sorte a favor do aconte- 
cimento complementar A'. 

Os exercicios seguintes destinam-se a evidenciar outras propriedades deste conceito dos 
“casos favoraveis” e suas relapoes com as probabilidades. 

1 1. Se P(A) = 1, provar que (13.6) pode verificar-se somente quando f? = 0 e« ^ 0. Se P(A) # 1, 
provar que ha infinitas escoihas de a e b satisfazendo a (13.6), tendo porem todas elas o 
mesmo valor para o cociente alb. 

12. Calcular os casos favor&veis de cada um dos acontecimentos referidos no Exercicto 2. 

1 3. Dados dois acontecimentos A e B, se os casos contra sao de 2 para 1 e os a favor de A u B 
sao de 3 para 1, provar que 

A <,P(B)<,1- 

Dar um exemplo no qual P(B) = ^ e outro no qual P(B) = J. 

13.10. Alguns principios basicos de analise combinatoria 

Muitos problemas da teoria das probabilidades e de outros ramos da matematica 
podem reduzir-se a problemas de determinaqao do numero de elementos de um con- 
junto finito. Os metodos sistematicos para o estudo de tais problemas fazem parte de 
um ramo da matematica conhecido por analise combinatoria. Nesta Secqao vamos fazer 
uma breve digressao sobre este assunto para discutirmos alguns conceitos fundamen- 
tal que sao uteis na analise de alguns problemas mais complicados da teoria das pro- 
babilidades. 

Se todos os elementos de um conjunto finito sao exibidos perante nos, nao sera 
dificil a contagem do total dos seus elementos. Muitas vezes acontece, porem, que 
um conjunto se define de tal maneira que e dificil, senao mesmo imposstvel, repre- 
sentar todos os seus elementos. Por exemplo, podemos perguntar qual o numero total 
de conjuntos distintos de trezes cartas que um jogador pode receber, quando, por 
quatro jogadores, e repartido um baralho de 52 cartas. Esse numero supera os 635 mil 
milhoes, e e evidente que uma enumerapao directa de todos os casos possiveis nao 
seria a melhor maneira de atacar o problema; contudo, recorrendo a analise combi- 
natoria a sua resolucao e extremamente simples. 

Este exemplo e um caso particular do problema mais geral de determinacao do 
numero de subconjuntos distintos de k elementos que podem formar-se a partir de 
um conjunto dado de n elementosf, com n^k. Representemos esse numero por 
f(n, k). Ja se sabe que 


t Quando dizemos que um conjunto tern n elementos queremos significar que esses n elementos sao dis- 
tintos. 
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(13.7) /(«,fc) = ("), 

onde, como habitualmente, (”) representa o coeficiente binomial, 

”1 

W fc! (n - fc)! 

No exemplo apresentado atras temos /( 52, 13)= (Jj) = 635.013.559.600 maneiras di- 
ferentes de distribui^ao das cartas a um jogador. 

Conhecem-se varios metodos de demonstrapao de (13.7). O mais directo consiste 
em formar cada um dos subconjuntos de k elementos, pela escolha dos elementos um 
a um. Existem n possibilidades para a escolha do primeiro elemento, n - 1 possibili- 
dades para a escolha do segundo, e n — >(«-=fc - 1) possibilidades para a escolha do fc- 
enesimo. Fazendo todas as escolhas possiveis desta maneira obtemos um total de 

n(n - 1) ■ ■ ■ (n — fc + 1) = 

(w - fc)! 

suoconjuntos de fc elementos. £ evidente que estes conjuntos nao sao todos distintos; 
por exemplo, se fc = 3 os seis subconjuntos 

{a, b, c}, {b, c, a}, {c, a, b}, {a, c, b}, { c , b, a}, {b, a, c} 

sao todos iguais. Em geral, com este metodo cada subconjunto de fc elementos conta- 
se precisamente fc! vezes.t Deste modo torna-se necessario dividir o numero «!/(«— fc)! 
por fc! para obtermos /(«, fc). Temos pois que /(«, fc)= (JJ) como tinhamos afirmado. 

Este tipo de raciocinio e mais ou menos caracteristico da analise combinatoria, por 
isso parece natural comentar ainda que resumidamente os fundamentos em que se 
baseia esta analise. 

Muitas vezes pretendemos contar o numero de elementos do produto carte&iano de 
n conjuntos finitos A t , ..., A„. O produto cartesiano representa-se pelo simbolo 
A, X ••• X A n e define-se pela igualdade 

A,. X • • • X A n = {(a 1? . . . ,a„)\a 1 eA l , . . . ,a n eA n }. 

Quer dizer, o produto cartesiano e formado pelo conjunto de todos os «-tuplos orde- 
nados (a,, . . . , a n ) em que o elemento de ordem fc provem do fc-enesimo conjunto A^. 

Na figura 13.1 apresenta-se um exemplo com «= 2. Aqui A, = {1, 2, 4, 5} e A 2 = 

{ 1 , 3|, Existem 4 elementos em A„ e 2 elementos em A z , dando um total de 8 ele- 
mentos ho produto cartesiano A t xA 2 . Mais geralmente, se A, e formado por fc, 
elementos de A 2 formado por fc 2 elementos, entao A, X A 2 e formado por k,k 2 ele- 


t A razSo de tal facto sera esclarecida no exemplo 3 da pag. 543, onde se apresenta uma demonstracao 
mais pormenorizada de (13.7). 
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mentos. Por indugao em n, resulta que se A r e formado de k r elementos, entao o produ- 
to cartesiano A , X • • • X A „ e formado por k x --k„ elementos. 

Para se exprimir este resultado na terminologia das fungocs de conjunto, represen- 
tamos por S' a classe de todos os conjuntos finitos e por v a fungao de conjunto 
definida sobre S' do modo seguinte: Se A eS r , v(A) e o numero de elementos distin- 
tos de A. (Para o conjunto vazio definimos v( 0 )= 0). Entao e facil verificar que v e 
uma fungao de conjunto fmitamente aditiva, pelo que se pode escrever 



se {5,, S 2 , . . . , S„] e uma colecgao de conjuntos finitos disjuntos (isto e, se S, n Sj = 0 , 
sempre que / =£ j). O numero de elementos de um produto cartesiano pode exprimir-se 
em fungao de v do modo seguinte: 

v(A 2 x A 2 x ■ • • X A n ) = v(Ai)v(A 2 ) ■ • • v(A n ). 

Uma formula parecida diz-nos como contar o numero de elementos de qualquer 
conjunto T dos n-tuplos se soubermos o numero das escolhas possiveis para cada 
uma das sucessivas c.omponentes. Por exemplo, suponbamos que existem k , escolhas 
possiveis para a primeira componente Seja k 2 o numero das escolhas possiveis 
para a segunda componente x 2 , uma vez escolhido jc,. Analogamente seja k r o nu- 
mero das escolhas possiveis para a componente x r , uma vez escolhidos x x , x 2 , 
jc r _|. Entao o numero dos n-tuplos que podem formar-se com estas escolhas e 

v(T) = k 2 k 2 • • • k n . 


a* 


3 

A t = {1,3} 2- 

1 _ 





r 

> - -d 


1 



> 

t ' 1 


1 

A, 

- ' i i 

> 3 4 5 

- 0,2, 4, 5} 


Fig. 13.1. Um exemplo ilustrando o produto cartesiano de dois conjuntos. Os pon- 
tos marcados representam A, X A 2 . 
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Esta formula designa-se muitas vezes por regra da contagem sucessiva. Pode ser de- 
monstrada por induqao em n. Em muitas uplicaqoes o conjunto das escolhas para x r 
pode nao ser facil de descrever, pois que nao pode ser determinado senao depois de 
ter sido feita a escolha dos elemenlos anteriores. Felizmente, para aplicar a regra da 
contagem sucessiva nao necessitamos conhecer o conjunto actual das escolhas para 
x„ mas unicamente o numero das escolhas possiveis para x r . 

A propriedade aditiva na formula (13.8) e a regra da contagem sucessiva propor- 
cionam-nos a solu^ao de muitos problemas de calculo. Nos exemplos seguintes vamos 
analisar o modo de os aplicar. 

EXEMPLO I. Tiragens com reposipao. Dado urn conjunto S formado por n elemen- 
tos, se k & 1 quantos /c-tuplos ordenados podem formar-se se cada componente pode 
ser um elemento qualquer de SI 

Noia: Pode ser util imaginar S como uma urna contendo n bolus numeradas de 
1 ate n. Tiramos uma bola e consideramos o seu numero como o primeiro elemen- 
to do nosso /c-tuplo. Colocamos de novo a bola na urna, e escolhemos de novo 
uma bola e anotamos o seu numero como segunda componente e assim sucessiva- 
mente, ale que tenhamos feito k tiragens. Uma vez que a tiragem de cada bola e 
feita com reposifao, o mesmo numero pode aparecer em diferentes componentes 
do nosso fc-tuplo. 

Resolupdo. Cada /c-tuplo e um elemento do produto cartesiano 

T = Si x - • • x S k , 

onde cada S, = S. Reciprocamente, cada elemento de T e um dos /c-tuplos em ques- 
tao. Logo o numero dos A-tuplos formados deste modo e 

v(T) = v(S l )---v(S k ) = n k . 

EXEMPLO 2. Tiragens sem reposipao. Dado um conjunto S formado por n elemen- 
Cos, se k S n, quantos /c-tuplos ordenados se podem formar se as componentes sao es- 
colhidas de S sem reposi^ao, quer dizer, se nenhnum elemento de 5 pode aparecer 
repetindo um mesmo fc-tuplo? 

Resolupao. Consideremos qualquer A:-tuplo (*,, x 2 , ... , x *) formado a partir dos 
elemenlos de S sem reposipao. Para o primeiro elemento x, temos n possibilidades de 
escolha (os n elementos de S). Uma vez escolhido x,, restam n— 1 maneiras de es- 
colher x 2 . Com x 2 escolhido, restam n — 2 maneiras de escolher x 3 , e assim sucessiva- 
mente, sendo n — k + Las possibilidades de escolha de x*. Consequentemente, .pela 
regra da contagem sucessiva, o numero total dos /c-tuplos assim formados e 

n{n - l)(n - 2) • • • (n - k + 1) = ” ! — . 

(n - k)\ 
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> Em particular, quando k = n este resultado diz-nos que de urn conjunto de n elemen- 
tos se podem format n! n-tuplos distintos, sem que qualquer deles contenha elementos 
repetidos. 

EXEMPLO 3. O numero de subconjuntos de k elementos de um conjunto de n elementos. 
S e fc £ n, quantos subconjuntos distintos de k elementos se podem formar com os n 
elementos do conjunto S“l 

Resolugdo. Seja r o numero de subconjuntos em questao e representemos esses 
subconjuntos por 

A \ , A 2 , . . . , A r . 

Estes conjuntos sao distintos, mas nao necessariamente disjuntos. Podemos determi- 
nar r em fun^ao d e n e fc por via indirecta. Com tal finalidade, representemos por B t 
a colecgao dos fc-tuplos que podem formar-se pela escolha dos componentes a partir 
dos elementos de A,- sem reposifao. Os conjuntos B,, B 2 , ..., B r sao disjuntos. Alem 
disso, se aplicarmos o resultado do Exemplo 2 com n = k temos 


I' Fafamos agora 


v(B t ) = A:! para todo i = 1, 2, . . . , r. 
T — B 2 u B 2 U • • • u B r . 


Entao T consta de todos os fc-tuplos que podem formar-se escolhendo as componen- 
tes em 5 sem reposi?ao. Do Exemplo 2 resulta 


v(T) = «!/(« - fc)! 


e pela aditividade temos tambem 


viT) = 2KBi)^k\r. 


Igualando as duas expressoes de v(T) obtemos 


fc! (n - fc)! 


Isto prova a formula (13.7), ja estabelecida atras nesta Secpao. 

Se usarmos o resultado do Exemplo 3 para calcular o numero total de subconjun- 
tos de um conjunto S formado por n elementos, obtemos 
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Uma vez que esta soma se obtem igualmente no desenvolvimento de (1 + l) n peia for- 
mula do binomio, o numero de subconjuntos de S e 2". 


13.11. Exercicios 

1. Seja A = {I, 2, 31. Representar em extensao o conjunto dos pares ordcnados (a, b) obtidos 
por escolha da primeira componente em A e a segunda componente entre os restantes ele- 
mentos de A. Pode este conjunto de pares ordenados exprimir-se na forma de urn produto 
cartesiano? 

2. De um baralho de 52 cartas podem tirar-se duas cartas de 52-51 = 2652 maneiras. Deter- 
minar o numero dos pares dislinios de cartas e expor o raciocinio. 

3. Um comite do senado norte americano formado por 6 democratas e 4 republicanos tern que 
eleger um presidente e um vice presidente. De quantas maneiras se pode escolher este par 
de dirigientes se o presidente dever ser um democrata? 

4. Um jogo consiste no lancamento ao ar de uma moeda duas vezes, seguido do lancamento 
de um dado. Descrever o resultado desle jogo como um terno ordenado (a, b, c), em que 
a e b podem ser ou “cara" ( H ) ou “cruz" (T) ere o numero de pontos marcados no dado. 
Por exemplo (H, H, 3) significa que em ambos os lanqamentos da moeda se obteve a face 
cara e o dado marcou tres pontos. Exprimir o conjunto de todos os resultados possiveis 
por um produto cartesiano e determinar o numero de resultados possiveis. 

5. De quantas maneiras possiveis pode distribuir-se por quatro jogadores um baralho de 
52 cartas, ficando cada um con 13 cartas? Explicar o raciocinio efectuado. 

6. Lanpam-se simultaneamente dois dados, um vermelho e outro preto. Representar o resul- 
tado por um par ordenado («, 6), em que a representa o numero de pontos do dado ver- 
melho e b os do dado preto. Quantos pares ordenados (a, b) sao possiveis? Quantos exis- 
tem para os quais a soma a + b e: 

(a) par? (b) divisivel por 3? (c) ou par ou divisivel por 3? 

7 Uma mao de poquer e formada por 5 cartas extraidas de um baralho de 52. Quantas maos 
distintas podem formar-se contendo: 

(a) dois pares (por exemplo, 2 reis, 2 duques e 1 terno)? 

(b) cinco cartas do mesrno naipe? 

(c) cinco cartas do mesrno naipe consecutivas, nao incluindo o dez, valele, dama, rei e as? 

(d) dez, valete, dama, rei e as do mesrno naipe? 

8. Considerar o Exercicio 7. Calcular a probabilidade para que uma mao de poquer seja: 

(a) cinco cartas do mesrno naipe. 

(b) cinco cartas do mesrno naipe seguidas (nao incluindo o dez, valete, dama, rei e as). 

(c) dez, valele, dama. rei e as do mesrno naipe. 

9. Quantos comites de 50 senadores se podem formar de modo a eonterem: 

(a) precisamente um so senador do Alasca? 

(b) ambos os senadores do Alasca? 

10. Escolhe-se ao acaso um comile de 50 senadores. Calcular a probabilidade de que a ele per- 
lenpam os dois senadores do Alasca? 

11. Forma-se um codigo com quatro simbolos em linha, sendo cada simbolo ou um ponto ou 
um trapo. Quantos grupos distinlos do codigo podem formar-se? 

12. Quantas palavras de k letras se podem formar com um alfabeto de n letras? 
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13. Provar que 



14. Supor urn conjunto de pares ordenados (a, b) construido pelu escolha da primeira compo- 
nente entre os k elementos de um conjunto, por exemplo {a,, . . . , c a segunda compo- 
nente entre os m elementos do conjunto 16,, ..., b m ). Existem m pares com a primeira 

componente a,, nomeadamente, (a,, 6,), (a,, b 2 ) (a,, b m ). Analogamente existem m 

pares (a,, b,), . . . , (a,-, b m ) tendo por primeira componente o elemento a ; . Portanto o numero 
total de pares ordenados (a, b) e m + m + ■ ■ • + m {k vezes). Esta soma vale km, o que prova 
a regra de contagem sucessiva para conjuntos de pares ordenados. Utilizar o metodo de 
inducao para provar essa regra para conjuntos den-tuplos ordenados. 

13.12. Probabilidade condicionada 

Lanqa-se um dado perfeito e sabe-se que o numero de pontos e par. Qual a proba- 
bilidade de que esse numero seja divisivel por 3? Qual a probabilidade de uma crianqa 
seja daltonica, sabendo que c um rapaz? Estas questoes podem formular-se do modo 
seguinte: Sejam A e B acontecimentos de um conjunto fundamental S. Qual e a proba- 
bilidade de que A ocorra, sabido que B ocorreu? lsto nao e necessariamente o mesmo 
que pedir a probabilidade do acontecimento A ° B. Com efeito, quando A = B a ques- 
tao poe-se do modo seguinte: Se A ocorre, qual e a probabilidade de que A ocorra? A 
resposta deve ser evidentemente I e esta pode ser, ou nao, a probabilidade de A ^ B. 
Para analisarmos tais problemas em geral, voltamos ao caso do dado ja referido. 

Quando tratamos de questoes de probabilidades relativas ao lanqamento de um 
dado imparcial, consideramos geralmente como conjunto fundamental o conjunto 
S= (1, 2, 3, 4, 5, 6} e atribuimos a probabilidade J a cada elemento de S. O aconte- 
cimento “divisivel por 3’’ e o subconjunto A — (3, 6} e o acontecimento “par" e o 
subconjunto B = {2, 4, 6|. Pretendemos a probabilidade de que um elemento esteja 
em A, sabendo que pertence a B. Visto que estamos unicamente interessados em 
resultados nos quais o numero e par, pomos de parte os resultados 1 , 3, 5 e usamos 
como conjunto fundamental em vez de S, o conjunto B — {2, 4, 6). O acontecimento 
no qual estamos agora interessados e unicamente o conjunto de um elemento, (6}, 
sendo este o unico elemento do conjunto fundamental que e divisivel por 3. Se todos 
os resultados de B sao igualmente provaveis, devemos atribuir a probabilidade j a 
cada um deles; por isso, em particular, a probabilidade de {6} e tambem 

Observe-se que resolvemos o problema com recurso a uma ideia muito elementar. 
Muito simplesmente mudamos o espa<;o amostra de S para B e procedemos a uma 
nova atribuicao de probabilidades. lsto sugere-nos a maneira de generalizar o pro- 
cesso. 

Seja (5, 0) , P) um dado espaqo de probabilidade. Sejam A e B dois acontecimen- 
tos e consideremos a questao: “Qual e a probabilidade de que A ocorra, sabido que 
B ocorreu”? Como no exemplo acabado de considerar, podemos mudar o conjunto 
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fundamental de S para 8 e proceder a nova atribuipao de probabilidades. Temos a 
liberdade de fazer isto de qualquer maneira consistente com a definipao de medidas 
de probabilidade. Para B nao temos escolha, excepto para atribuir a probabitidade 1. 
Uma vez que estamos interessados naqueles eiementos de A que pertencen ao novo 
conjunto fundamental 8, o problema e o de calcular a probabilidade do aconteci- 
mento A n B, de acordo com a nova distribuipao de probabilidades. Quer dizer, se 
P' representa a funpao de probabilidade associada com o novo espapo amostra 8, 
entao temos que calcular P\A n 8). 

Demonstraremos agora que se 8(8) 40 podemos sempre definir uma funpao pro- 
babilidade 8'e uma algebra de Boole, 38 ' , de subconjuntos de 8, de maneira que 
C (8, 38 ' , P~) seja um espapo de probabilidade. Para a algebra de Boole ^'to- 
mamos a familia de todos os conjuntos fng em que T e um conjunto que pertence 
a algebra de Boole original 38 . £ facil verificar que 38 ' , assim definida, e na verda- 
de uma algebra de Boole. Uma maneira de definir uma funpao de probabilidade P' 
sobre ^'consiste em dividir cada uma das primitivas probabilidades por P(B). Quer 
dizer, se C € 38' temos 


no 


P(C) 

P(B)‘ 


(Isto evidentemente na hipotese de 8(8) 4 0.) O que se fez foi unicamente uma mu- 
danpa de escala, com todas as probabilidades multiplicadas por um factor 1/8(8). 
£ facil verificar que esta definipao de 8' nos da uma bona fide medida de probabili- 
dade. £ evidentemente nao negativa e atribui a probabilidade 1 a 8. A propriedade 
aditiva resulta, por sua vez, da correspondente propriedade aditiva de 8. 

Visto cada C em 38’ ser da forma A n 8, em que A e um acontecimento no espapo 
amostra original S, podemos de novo escrever a definipao de 8' na forma: 


P’(A n B) = 


P(A n 8) 

8 ( 8 ) 


Esta^ discussao sugere que o cociente P(A n B)IP(B) proporciona uma medida de 
probabilidade conveniente de que A ocorra, sabido que 8 ocorreu. A definipao que 
apresentamos seguir e dada tendo em mente o que se acabou de expor: 


DEFINICAO DE PROBABILIDADE CONDICIONADA. Sejam ( S , 38 , 8) um espafo de 
probabilidade e B um acontecimento tal que 8(8) 4- 0. A probabilidade condicionada de 
que um acontecimento A ocorra. na hipotese de que B ocorreu, representa-se pelo simbolo 
P{A | 8) (le-se: “ a probabilidade de A, suposto realizado B ")e dejine-se pela igualdade 


P(A B) = 


P(A n 8) 

8 ( 8 ) 


A probabilidade condicionada P{A | 8 ) nao fica definida se 8(8) = 0. 


Os exemplos que se seguem ilustram o uso deste conceito de probabilidade condi- 
cionada. 
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EXEMPLO I. Considere-sc, uma vez mais, o problema poslo no inicio desta Secgao: 
Langa-se um dado e sabe-se que o numero de pontos obtido e par. Qual a probabi- 
lidade de que seja divisivel por 3? Como problema de probabilidade condicionada, 
podemos tomar para conjunto fundamental o conjunto S = {1, 2, 3, 4, 5, 6) e atribuir 
a cada elemento a probabilidade £. O acontecimento ‘'par" e o conjunto B - {2, 4, 6) 
e o acontecimento "divisivel por 3" e o conjunto A = (3, 6}. Deste modo temos 


P(A | B) 


P(A n b ) 
P(B) 


1/6 1 

3/6 _ 3 


o que esta, evidentemente, de acordo com a anterior solugao na qual consideramos 
B como espago amostra e atribuimos a probabilidade a a cada um dos seus elementos. 


EXEMPLO 2. Trata-se de um exemplo tipico usado no Departamento de Biologia 
de Caltech para prevenir contra os erros de estatisticas superficiais. Para “provar" 
estatisticamente que a populagao dos Estados Unidos da America contem mais rapa- 
zes do que raparigas, pede-se a cada estudante para indicar o numero de rapazes e 
raparigas da sua familia. Invariavelmente, o numero total de rapazes excede o nume- 
ro total de raparigas. As estatisticas neste caso estao viciadas porque todos os estu- 
dantes de Caltech sao rapazes. Consequentemente, a questao que aqui se considera 
nao esta relacionada com a probabilidade de que uma individuo seja um rapaz; antes 
pelo contrario, esta relacionada com a probabilidade condicionada de que um indi- 
viduo seja rapaz, sabido que pertence a uma familia onde existe pelo menos um rapaz. 

Para se calcularem as probabilidades num exemplo deste tipo considera-se uma 
amostra de 4 n familias, cada uma con dois filhos. Admita-se que n familias tern 2 rapa- 
zes e 2 n familias tern um rapaz e uma rapariga, e n familias 2 raparigas. Seja o espago 
amostra S o conjunto de todos os 8/i filhos destas An familias e atribua-se a probabilida- 
de P(x)= i/(8n) a cada x de S. Represente A o acontecimento “o individuo e um 
rapaz” e B o acontecimento "o individuo procede de uma familia com pelo menos um 
rapaz”. A probabilidade P(A) e evidentemente Analogamente P(B)= §, uma vez 
que 3 n das 4n familias tern pelo menos um rapaz. Portanto a probabilidade de que o 
individuo seja um rapaz, sabido que e oriundo de uma familia com pelo menos um 
rapaz, e a probabilidade condicionada. 


P(AnB) P(A) 1/2 2 

P(B ) “ P(B) ~ 3/4 ~ 3 ' 

13.13. Independence aleatoria 

Um conceito importante relacionado com a probabilidade condicionada e o de 

i independencia de acontecimentos, que se pode definir do modo seguinte: 

DEFINICAO DE INDEPENDENCIA ALEATORIA. Dois acontecimentos A e B dizem-se 
independentes (ou aleatoriamente independentes) se e so se 
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(13.9) P(A nB) = P(A)P(B). 


Se A e B sao independentes, entao P(A j B) = P(A) se P(B) ^ 0, isto e, a probabi- 
lidade condicionada de A, dado B, e a mesma que a probabilidade “absoluta” d cA. 
Esta rela<?ao poe em evidencia o significado de independencia. O conhecimiento deque 
B ocorreu nao influencia a probabilidade de que A ocorra. 

EXEMPLO l. Faz-se uma tiragem a sorte de uma carta de um baralho de 52 cartas. 
Todas as cartas tern a mesma probabilidade de serem escolhidas. Demonstrar que os 
dois acontecimentos “tirar um as” e “tirar uma copa” sao independentes. 

Resolufdo, Definimos um conjunto fundamental 5 de 52 elementos e atribuimos 
a cada elemento a probabilidade 6 \. O acontecimento A “tirar um as” tern a probabili- 
dade P(A) — 5"^ — i"3 . O acontecimento /?, tirar uma copa tern a probabilidade P(Z?) — 
=i|-| . O acontecimento A n B significa “tirar o as de copas”, o qual tern a probabi- 
lidade s \. Uma vez que P{A n B) = P(A)- P{B), a igualdade (13.9) garante-nos que os 
acontecimentos A e B sao independentes. 

EXEMPLO 2. Lan<;am-se independentemente tres dados “perfeitos”, de modo que 
toda a combinacao de pontos seja igualmente provavel. Seja A o acontecimento “soma 
dos pontos obtidos igual a 6 e B o acontecimento “os pontos indicados pelos tres 
dados sao diferentes”. Determinar se sim ou nao estes dois acontecimentos sao inde- 
pendentes. 

Resolufdo. Para conjunto fundamental 5 tomamos todos os ternos de valores (a, b , 
c), podendo a, b e c tomarem os valores 1 , 2, 3, 4, 5. 6. 5 contem 6- 1 elementos e porque 
sao igualmente provaveis tera cada um a probabilidade l/6\ O acontecimento Ac o 
conjunto de todos os termos (a, b, c) para os quais a + b+ c= 6. Uma enumerapao 
directa desses casos mostra que eles sao em numero de dez, a saber: 

(1,2,3), (1,3,2), (1,1,4), (1,4, 1), 

(2, 1,3), (2,3, 1), (2,2,2), 

(3,1,2), (3,2, 1),. 

(4,1,1). 

O acontecimento B consiste de todos os ternos (a, b , c) para os quais a±b, b±cc a c. 
Existem 6-5-4 = 120 elementos em B. Precisamente 6 destes elementos pertencem ao 
conjunto A, pelo que A n B tem seis elementos. Deste modo 

P (A nB) = £, P(A) = f, c P(B) = ™. 

Neste caso P{A n B) 4- P(A) P(B ); portanto os acontecimentos A e B nao sao inde- 
pendentes. 
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A independence para mais do que dois acontecimentos define-se do modo seguinte: 
uma famiiia sf de um numero finito n de acontecimentos diz-se sere independente 
sc os acontecimentos verificam a propriedade 

( m v m 

fUJ - TT P(A k ) 

4=1 / 4=1 

para todo o subconjunto \A,, A 2 , . . . , Aj„\, com m a tomar os valores m = 2, 3 , . . . , n 
e os conjuntos A { peftencentes a a/. 

Quando sd e precisamente formado por tres acontecimentos A, B e C, a conditpao de 
independencia (13.10) requer que 

(13.11) P(A n B) «= P( A)P(B) , P(A AC) = P(A)P(C) , P(B n C) = P{B)P{C) , 
e 

(13. 12) P{AnBr\C) = P(A)P(B)P(C) . 

Pode pensar-se que as tres equapoes (13.11) sao suficientes para que se verifique 

(13.12) ou, por outras palavras, que a independencia de tres acontecimentos e uma 
consequencia da independencia desses acontecimentos, considerados dois a dois. Isto 
porem, nao e verdadeiro, como se pode ver atraves do exemplo seguinte: 

Quatro cartoes marcados com a, b. c e abc , colocam-se dentro de uma caixa. Tira-se 
um cartao ao acaso, e o conjunto fundamental representa-se por 

S = {a, b, c, abc} . 

Dcfinem-se os acontecimentos A, B, C do modo seguinte: 

A = {a, abc}, B — { b , abc}, C = {c, abc}. 

Quer dizer, o acontecimento X significa que o cartao extraido contem a letra x. 
E faci! verificar que cada uma das tres igualdades (13.1 1) e satisfeita, pelo que os tres 
acontecimentos A, B, C sao independentes dois a dois. Contudo (13. 12) nao se vcrifica 
e por conseguinte os ires acontecimentos nao sao independentes. Os calculos sao sim- 
ples e deixam-se ao leitor como exercicio. 

13. 14 Exercicios 

1. Sejam A e B dois acontecimentos com P(A) # 0, P(B) * 0, Provar que 

(13.13) P{A r\ B) = P(B)P(A | B) = P(A)P(B | A ) . 

Algumas vezes e mais ficil calcular as probabilidades P(A ) e P(B | A) directamente, do que 
P(A ci B). Quando tal acontece, a equacao (13.13) da-nos um modo conveniente de calcular 
P(A n B). O exercicio que se segue e disso exemplo. 
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2. Lima urna contem sete bolas brancas e tres pretas. Lima segunda urna contem cinco bolas 
brancas e cinco pretas. Extrai-se uma bola ao acaso da primeira urna e introduz-se na 
segunda. Extrai-se em seguida uma bola ao acaso da segunda urna. Seja/1 o acontecimento 
“bola preta na primeira extracgao’’ e B o acontecimento “bola preta na segunda extracgao”: 

(a) Calcular as probabilidades P(A) e P(B \ A ) directamente, por enumeragao dos casos 
possiveis. Recorrer a (13. 13) para calcular P(A n B). 

(b) Calcular P(A O B) directamente por enumeragao de todos os pares de extragoes .possi- 
veis. 

3. (a) Sejam A,, A 2 eA 3 tres acontecimentos tais que P(A, O/t 2 )^0. Provar que 

P(A X nA 2 n A 3 ) = P(A 1 )P(A % \ A,)P(A 3 \ A x A 2 ) . 

(b) Utilizar o metodo de indugao para generalizar este resultado do modo seguinte: Se A , , 
A 2 , . .., A„ sao n (n > 2) acontecimentos tais que Pi ... 0, entao 

P(A 2 n A 2 n • • ■ o A n ) = PiAJPiA,, \ AJPiA 3 1 A l n A z ) ■ ■ • P(A„ j A 2 n A 2 n ■ n A^) . 

4. Escolhe-se ao acaso um comite de 50 senadores. Determinar a probabilidade dequeambos 
os senadores do Alasca estejam incluidos entre eles, sabido que pelo menos um deles o esta. 

5. Uma urna contem cinco boias douradas e sete bolas azuis. Extraem-se ao acaso duas bolas 
(sem reposigao). Se a primeira for dourada, calcular a probabilidade de que a segunda 
o seja tambem. 

6. Um baralho de 52 cartas e repartido por quatro jogadores em partes iguais. Se um deles 
tern sete espadas, qual e a probabilidade de que um outro determinado jogador tenha 

(a) pelo menos uma espada? (b) pelo menos duas espadas? (c) um naipe completo? 

7. Provar que P(A w B \ Q = P(A \ Q + P(B \ Q - P(A n B \ Q. 

8. Sejam A,, A 2 , . . . , A „n acontecimentos disjuntos cuja reuniao e o espago amostra S. Para 
cada acontecimento E tem-se a equagao 

n n 

E = E n S = E n (J A, = U (E r\ A t ) . 

»=1 •=! 

Esta equagao estabelece que E pode ocorrer unicamente em comjungao com algum A ,. 
Demonstrar que 

(a) = 

«=1 

t=l 

Esta formula e util quando as probabilidades condicionadas P(E\A^) sao mais faceis de 
calcular directamente do que P(E). 

9. Uma moeda “imparcial” langa-se ao ar fepetidas vezes. 

Nos seis primeiros langamentos sai sempre a face cara. Qual a probabilidade de que sai cara 
no langamento seguinte? 

0. Sao dados dois acontecimentos independentes A e B cujas probabilidades de ocorrencia 
nao sao nem 0, nem l. Demonstrar que A 'e fl'sao independentes. O mesmo sera verdadeiro 
caso A ou B tenham probabilidades 0 ou 1? 
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1 1. A e B sao dois acontecimentos independentes. Provar as alineas seguintes ou, se foro caso, 
provar que sao falsas. 

(a) A 'e B sao independentes. 

(b) A U B e A n B sao independentes. 

(c) P{A U8) = i - P(A') P(B). 

\2i Se A , , A z , . . . , A „ sao acontecimentos independentes, provar que 

+ fl>K) = 1. 

\i=l / t=l 

1 3. Se tres acontecimentos A , B e C sao independentes, provar que /( UgeC sao independentes. 

I Sugestao: Utilizar o resultado do Exercicio 7 para provar que P(A u B \ C) = P(A uB)j. 

14. Sejam A e 8 dois acontecimentos, nenhum deles com probabilidade 0, Provar as alineas 
seguintes ou, se for o caso, provar que sao falsas: 

(a) Se A e B sao disjuntos, A e B sao independentes. 

(b) Se A e B sao independentes, A e B sao disjuntos. 

15. Langa-se um dado duas vezes. sendo o conjunto fundamental formado pelos 36 pares 
posstveis de resultados (a, b), cada um dos quais com probabilidade Sejam A, B e Cos 
seguintes acontecimentos: 

A = {(a, b) | ac imp}, B = {(a, b) | b e imp) , C = {(a, b) \ a + b e imp} . 

(a) Calcular P(A \ P{B ), P(C), P(A O fl), p(A n O, P{B O Q e P(A O «n Q. 

(b) Provar que A, B e C sao independentes dois a dois. 

(c) Provar que /l,8cC nao sao independentes. 

13.15 Experiencias compostas 

Voltamos de novo a nossa atengao para o problemade de Mere referido na introdu- 
qao-se sera ou nao conveniente apostar a mesma importancia a favor ou contra a ob- 
tengao de pelo menos um “duplo seis” em 24 langamentos de um par de dados. Vamos 
analisar o probldma de uma forma geral: qual a probabilidade de obter um “duplo 
seis", pelo menos uma vez em n langamentos de um par de dados? Sera esta probabi- 
lidade superior ou inferior a 1/2 quando n = 24? 

Consideremos em primeiro lugar a experiencia que consisle no langamento de um 
par de dados numa so vez. Os resultados posstveis podem esquematizar-se por pares 
ordenados (a, b), nos quais a c b tomam os valores 1,2,3, 4, 5, 6. O conjunto funda- 
mental S e formado por 36 pares desse tipo. Uma vez que os dados sao “perfeitos” 
atribut'mos a probabilidade a cada elemento de S. 

Suponhamos agora que efectuamos n langamentos. A sucessao das n experiencias 
definira uma experiencia composta que desjamos descrever matematicqmente. Para 
o conseguirmos necessitamos definir um novo conjunto fundamental e a corresponden- 
te medida de probabilidade. Consideramos os resultados do novo jogo com rc-tuplos 
ordenados (jq, jc 2 , . . . , x„) onde cada componente x, e um dos resultados do espago 
amostra inicial S. Por outras palavras, o espago amostra para a experiencia composta 
e o produto cartesiano Sx ... X S que representamos por S n . O conjunto S n tern 36" 
elementos, e a cada elemento atribut'mos a probabilidade 
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P(x) = — se x e S" . 

36" 

Estamos interessados na realizaqSo do acontecimento “pelo menos uma vez um du- 
plo seis em n lanpamentos”. Representamos este acontecimento por A. Neste caso e 
mais facil caicular a probabilidade do acontecimento complementar A 'que significa 
“nenhum dupio seis 'em n lanpamentos”. Cada elemento de A 'e um n-tuplo cujas com- 
ponentes podem ser qualquer elemento de S excepto (6, 6). Deste modo existem 35 va- 
lores possiveis para cadacomponente e portanto(35)" n-tuplos ao todo em A'. Visto que 
cada elemento de A' tern probabilidade (yg) n , a soma de todas as probabilidades em 
A' e (§£)". Assim temos 

P(A) = 1 - PCX') = 1 - (ff)". 


Para responder a questao de de Mere temos que verificar se P(A) e maior ou menor 

que £ quando n - 24. A desigualdade P(A )>|e equivalente a 1 — (§|) " > j ou (ff)" < 
Tomando logaritmos obtemos 

n log 35 — n log 36 < —log 2, ou n> — ! — rr = 24.6+ . 

log 36 — log 35 

Por conseguinte P(A) < i quando n = 24 e P(A) > ) quando n > 25. Nao e, pois, vanta- 
josa uma aposta de determinada importancia a favor do aparecimento de um dupio 
seis, pelo menos uma vez, em 24 tancamentos de do is dados, em relaeao a aposta de 
uma mesma importancia contraria a esse aparecimento. 

A discussao que acabamos de efectuar sugere um metodo geral para tratar proble- 
mas de experiencias aleatorias repetidas. Se numa dada experiencia aleatoria se repete 
duas ou mais vezes, o resultado pode considerar-se uma experiencia composta. Mais 
geralmente, uma experiencia composta pode considerarse o resultado da realizaeao 
sucessiva de duas ou mais experiencias aleatorias distintas. Cada uma das experiencias 
simples pode estar relacionada com cada uma das restantes ou podem ser aleatoria- 
mente independentes, no sentido de que a probabilidade do resultado de qualquer uma 
delas nao depende dos resultados das outras. Por uma questao de simplicidade, discuti- 
remos como se podem combinar duas experiencias independentes numa experiencia 
composta. A generalizacao a mais do que duas experiencias sera evidente. 

Para associar um espapo de probabilidade bona fide com uma experiencia composta, 
devemos explicar como definir o novo conjunto fundamental S, a correspondente 
algebra de Boole SS de subconjuntos de S, e a medida de probabilidade P definida em 
3S . Como no exemplo anterior recorreremos ao conceito de produto cartesiano. 

Sejam (5,, 38 ,, P, ), (S 2 , 88 z , P 2 ) dois espa?os de probabilidade associados a duas 
experiencias aleatorias £, e E 2 . Representemos por E a experiencia composta para 
a qual o espa^o amostra e 5, X S 2 . Um resultado de E e um par (x, y) de S, com a pri- 
meira componente x um resultado de £, e a segunda componentey um resultado de E 2 . 
Se S, tern n elementos e S 2 tern m, entao S, X S 2 tern nm elementos. 

Como nova algebra de Boole 8% tomamos a colecgao de todos os subconjuntos de 
S. A seguir definimos a fun<;ao de probabilidade P. Uma vez que S e finito podemos 
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definir P(x, y ) para cada ponto ( x , .y) de S' e utilizar depois a aditividade para definir P 
para os subconjuntos de S. As probabilidades P(x, y) podem definir-se de varias ma- 
neiras. Todavia, se as duas experiences £j e E 2 sao aleatoriamente independents, defi- 
nimos P pela formula 

(13.14) P(x,y) = P\(x)P?.{y) para todo (x,y) eraS. 

A justificacao para esta definigao e a seguinte. Consideremos dois acontecimentos 
particulares A e B do novo espaijo S, 


A = {fo, >0, (x l3 y 2 ), . . . , (xt./J} 
e 

B = {(Xi, jh), (x 2 , 7 ,), . . . , (x„,y 1 )}. 


isto e, A e o conjunto de todos os pares de 5, X S 2 nos quais o primeiro elemento e x„ 
efieo conjunto de todos os pares cujos segundo elemento cy,. A intersecpao dos dois 
conjuntos A e B e o conjunto t(x,, >>,)}. Se pensamos que o primeiro resultado, x„ nao 
deve ter influence no segundo, _y,, parece razoavel exigir que A e B sejam independen- 
tes. Isto significa que teremos que definir a nova fun^ao de probabilidade P de tal 
modo que 

(13.15) P(A C\ B) = PU)P(B). 

Se decidirmos da forma como devemos atribuir as probabilidades P(A) e P(B), a equa- 
?ao (13.15) dir-nos-a como definir a probabilidade P(A nB), ou seja a probabilidade 
P(x,, ^i)- O acontecimento A ocorre se e so se o resultado da primeira experiencia 
e x,. Uma vez que P,(x,) e a sua probabilidade, parece natural atribuir o valor P, (x,) 
tambem a P(A). Analogamente, atribuimos a P(B) o valor P 2 (y,). A formula (13.15) 
da-nos entao 

^*(^1 » yi) = •PiCxij-f^O']) . 


Tudo isto e, naturalmente, uma mera justifica^ao para a atribuicao de probabilida- 
des em (13.14). O unico modo de decidir se sim ou nao (13.14) e uma distribuigao acei- 
tavel de probabilidades pontuais e analisar se sao verificadas as propriedades funda- 
mentais das medidas de probabilidade. Cada numero P(x, y) e nao negativo, e a soma 
de todas as probabilidades pontuais e igual a 1, uma vez que se tern 


2 P(x,y) = I f\(x) • I P 2 (y) = 11 = 1. 

(z.i/)eS xeS i veSi 


Quando dizemos que numa experiencia composta E e determinada por duas expe- 
riencias aleatoriamente independentes E t e E 2 , queremos significar que o espa^o de 
probabilidade IS, , P) e definido da maneira que acabamos de referir, ficando tal 
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‘independencia" reflectida no facto de que P(x, >’) e igual ao produto P, (x)-P 2 (y). 
Pode demonstrar-se que a atribuicao de probabilidades em (13.14) implica a formula 

(13.16) P(U x V) = P 1 (U)P 2 (V) 

para todo o par de subconjuntos U de ^,e Kde S3 2 . (Para um esboqo de demonstra- 
cao ver o Exercicio 12 da Secqao 12.23). Vamos deduzir algumas consequencias impor- 
tantes desta formula. 

Seja A um acontecimento (na experiencia composta E) da forma 

A = C 2 x S 2 , 


com C, S S3 ,, Cada resultado A e um par ordenado (x, em que x e restringido a ser 
um resultado de C, (na primeira experiencia £,), masj pode ser qualquer resultado de 
S 2 (na segunda experiencia E 2 ). Se aplicarmos (13.16) encontramos: 

P(A) = P(C t X S 2 ) = P^CMSJ = i\(C a ), 

uma vez que P 2 (S 2 ) = 1. Deste modo a definicao de P atribui a A a mesma probabili- 
dade que P, atribui a C,. Por este motivo, um tal acontecimento A diz-se ser determi- 
nado pela primeira experiencia E,. De modo analogo, se B e um acontecimento de E da 
forma 


B — S 2 x C 2 , 

com C 2 G S3 2 , temos 

P(B) = P(S 2 x C 2 ) = Pi(S L )P 2 (C 2 ) = P 2 (C 2 ) 

e B diz-se ser determinado pela segunda experiema E 2 . Vamos agora provar, utilizando 

(13.16) , que dois tais acontecimentos A e B sao independente's, isto e, que se tern 

(13.17) P(A nB)=P(A)P(B). 

Observe-se primeiramente que 

A n B — {(x,y) | (x, y) e C 2 x S 2 c (x,y)eS l x CJ 
= {(x, 7 )|.xeC! e y e CJ 
= Cj x C 2 . 


Logo, devido a (13.16), temos 


P(/( 0 5) = P(Ci X C 2 ) = P l (C l )P 2 (C 2 ). 


(13.18) 
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Ja que P l (C,)= P(A) e P 2 {C 2 )= P(B), obtemos (13.17). Observe-se que a equagao 

(13.18) mostra tambem que podemos calcular a probabilidade P(A nfi) como um 
produto das probabilidades em cada um dos espagos amostras 5, e S 2 , logo nao sao 
necessarios quaisquer calculos com probabilidades ha experiencia composta. 

A generalizagao a experiencias compostas, definidas por n experiencias £,, E lr ... , 
E„ procede-se do mesmo modb. Os pontos neste novo espago amostra sao n-tuplos 
(x„ x 2 , .. ., x„) e as probabilidades pontuais definem-se como produto das probabili- 
dades dos resultados particulares 

(13.19) P(x i, x 2 , ... ,x n )= i > 1 (x 1 )/ , 2 (x 2 ) - • ■ P n (x„). 

Quando se adopta esta definigao de P dizemos que E e determinada por n experiencias 
aleatorias independentes E„ E 2 , ..., E„. No caso particular em que todas as experiencias 
estao associadas com o mesmo espago de probabilidade, a experiencia composta E 
diz-se constituir um exemplo d e provas independentes repetidas sob idinticas condifoes. 
Na Secgao seguinte analisamos um tal exemplo. 


13.16 Esquema de Bernoulli 

Um exemplo importante de uma experiencia composta foi exaustivamente estudado 
por Jacob Bernoulli e e actualmente conhecido por esquema de Bernoulli. Este consiste 
nuraa sucessao de experiencias identicas, realizadas nas mesmas condigoes, sendo cada 
resultado aleatoriamente independente dos restantes. Em cada experiencia sao possi- 
veis dois tipos de resultado, eorrentemente designados por acontecimento favoravel e 
acontecimento contrario; a probabilidade do acontecimento favoravel representa-se por 
p e a do acontecimento contrario por q. Evidentemente que q = 1 — p. O principal 
resultado associado com o esquema de Bernoulli e o seguinte: 

TEOREMA 13.3. FORMULA DE BERNOULLI. A probabilidade de ocorrencia do aconte- 
amento favoravel k vezes em n experiencias realizadas num esquema de-Bernoulli e 

(13.20) (£)pV-*, 

com o coeficiente binomial. 

Demonstragdo. Representemos o acontecimento favoravel por S e o acontecimento 
contrario por F e consideremos uma sucessao particular de n resultados. Isto pode 
representar-se por um n-tuplo 


«! 


k\ ( n - k)l 


(x 2 , x 2 , . . . , x„) , 


onde cada x, e ou um S ou F. O acontecimento A no qual estamos interessados e uma 
colecgao de todos os n-tuplos que contem precisamente k vezes o S e n — k vezes o F. 
Calculemos a probabilidade pontual de um n-tuplo particular de A. A probabilidade de 
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cada S e p e a de cada F e q. Por conseguinte, por (13.19), a probabilidade de cada 
n-tuplo particular de A e o produto de k factores iguais a p por n — k factores iguais 
a < 7 , isto e, 


P(x lt x 2 , . ... , x„) se (x^x*, . . . ,x n )eA. 

Deste modo, para calcularmos P(A) necessitamos unicamente determinar o numero de 
elementos de A e multiplicar este numero por p k q n ~ k . Mas o numero de elementos de 
A e muito simplesmente o numero de maneiras distintas de colocar k vezes o 5 em 
todas as n possiveis posi^oes do n-tuplo. Este numero e o mesmo que dos subconjuntos 
de k elementos que podem formar-se a partir do conjunto de n elementos; sabemos ja 
que tal numero e dado por (”). Deste modo, se adicionamos as probabilidades pontuais 
para todos os elementos de A obtemos 

P(A) = $P k q n - k - 

EXEMPLO 1. Lanpa-se ao ar 50 vezes uma moeda imparcial. Calcular a probabili- 
dade de obter precisamente 25 vezes a face cara. 

Resolucao. Interpretamos este problema como um esquema de Bernoulli no qual se 
realizam n experiencias e onde o acontecimento favoravel e a obtencao da face “cara”. 
Uma vez que a moeda e “perfeita” atribuimos as probabilidades p— q- | e a formula 
(13.20 da-nos ( 5 ^) (j) 5B para a probabilidade de obter exactamente k caras em 50 langa- 
mentos. Em particular, quando k = 25 obtemos 

/50W1\ M 50! /1\ 50 

VVW 25.' 25! w * 


Para exprimir este numero na forma decimal e preferivel usar logaritmos, visto que 
sao correntes as tabuas de logaritmos de factorials. Se representamos o numero em 
questao por P , uma tabua de logaritmos decimals da-nos 

log p = log 50! — 2 log 25 ! — 50 log 2 - 

= 64.483 - 50.381 - 15.052 = -0.950 = 0.05 - 1.00 
. = log 1.12 - log 10 = log 0.112, 
pelo que/ 1 = 0,1 12. 

EXEMPLO 2. Qual a probabilidade de obter pelo menos r vezes o acontecimento 
favoravel em n experiencias num esquema de Bernoulli? 
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Resolugdo. Representemos por A k o acontecimento “precisamente k vezes o aconte- 
cimento favoravel em n experiencias”. Entao o acontecimento E no qual estamos inte- 
ressados e a uniao 

E = A r \JA T+l V--- VA n . 

Uma vez que A k sao disjuntos, encontramos 

n n 

k=T k*=T ' - ' 

| Porque 

= (p. + ?)"=!. 

a probabilidade do acontecimento contrario f'pode calcular-se por: 

\ P(E ') - 1 - P(E) =2(fc)pV"** 

A ultima soma da-nos a probabilidade da ocorrencia de, quando muito, r— 1 aconte- 
| cimentos favoraveis em n experiencias. 

13.17. O numero mais favoravel de ocorrencias do acontecimento favoravel em n expe- 
riencias dum esquema de Bernoulli 

Lan<?a-se urn par de dados 28 vezes. Qual e o numero mais provavel de vezes em que 
se obtera uma soma de pontos igual a sete? Para resolver o. problema designemos por 
f{k) a probabilidade de obter precisamente k vezes a soma de pontos 7 em 28 lan^a- 
mentos. A probabilidade de obter urn sete num lanqamento e A formula de Ber- 
noulli diz-nos que 



j 

| Queremos determinar qual o valor (ou valores) de k, na sucessao k — 0, 1 , 2, .... 28 que 
\ tomam f{k) maximo. O teorema que se segue da uma resposta a esta questao para 
I qualquer sucessao de experiencias num esquema de. Bernoulli. 

i 

f TEOREMA 13.4. Dados um inteiro n g 1 e um real p,0<p< 1, considerem-se o con- 
i junto de numeros 



f(k) = (JV(1 - p ) n ~ k . P ara fc = 0, 1, 
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(a) Se In + t )p mo e inteiro, o valor maximo dejlk ) ocorre para, precisamente, um valor 
de k: 

k = [(« + I)/*], o maior inteiro < (n + l)p. 

(b) Se (n + i )p e inteiro, o valor maximo dejlk j tern lugar para, precisamente, dois valores 

de k: ~ 


k = ( n '+ 1 )p e . k = (n + l)p — 1 . 


Demonstrapdo. Para estudarmos o comportamento de/(A) consideremos o cociente 

■ r(k)= m _ k + i i — p 

f(k + 1) n-k p 

para k — 0, I , . . . , n - 1 . A fungao r(k) e estrictamente crescente pelo que se tcm 
' 0 < r(0) < r(l) < — < r(n - 1). 

Consideremos seis casos, representados na figura 13.2: Nos tres primeiros casos mos- ■ 
tra-se que /(A) toma o valor maximo precisamente para um so valor de A. Nos restantes 
casos /(A) toma o seu valor maximo para dois valores consecutivos de A. 

CASO I. r( 0) > 1. Neste caso r(A) > 1 para todo o A pelo que se tern 


/( 0 ) >/(!)> • • > /(»). 



01 s rt 0 1 « 012 r. 

- ‘ ' *\ 

I .Hi. it. 2 . Calculo do mimero mais provavcl de ocorrcneias do acontecimienlo 


• I'avorabel cm it cxpericncias nfrm esquema de Bernoulli. 
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r 

1 Deste modo o maior valor de f{k) ocorre unicamente para k= 0. Tambem, r(0) = 

I = (1 - p)l{np) > 1, pelo que 1 - p > np, (n + 1 )p < l, logo [(n + l)p] = 0. 

: CASO 2. r{n - 1) < 1. Neste caso r(k) < 1 para todo k pelo que /(0) < /( 1) < < /(«) 

i e o maximo valor de f(k) ocorre unicamente para k= n. Uma vez que r(n - 1) = 
= n(l — p)lp < 1, temos n- np < p, logo n < (n + \)p <n + 1, onde [(n + l)pl — n. 

CASO 3. r( 0) < 1, r{n - 1) > 1 , e r(k) =£ l para todo k. Neste caso existe uma unico 
inteiro s, 0 < s < n, tal que r(s — 1) < 1 e r(.s) > 1. A funcao f(k) cresce no intervalo 
0 < k< s e decrescente no intervalo s < k< n. Portanto f(k) tern um unico maximo em 
k-s. Visto que r(s— 1) = s(l — p)!(np — sp + p) < I temos s < (n + l)p. A desigual- 
dade r(s) > 1 mostra que (n + \)p < s + 1, logo l(« + \)p\ = s. 

Observe-se que em cada um dos tres primeiros casos o valor maximo de f(k) ocorre 
quando k = [(« + !)/>]; tambem (n + l)p nao e inteiro em qualquer destes casos. 

CASO 4. r(0) < 1, r(n — I) > 1, e r(j — 1) = I para algum s, 2 < s < n. Neste caso 
f(k) cresce para 0 < k < s - 1 e decresce para s < k < n. O maximo de f{k) ocorre duas 
vezes, quando k = s — 1 c k = s. A equapao r(s — 1 ) = I implica (n + 1 )p = s. 

CASO 5. r(« — 1) = 1. Neste caso r(k) < 1 para k < n — 2, pelo que f(k) cresce no 
intervalo 0 < k < n — 1, e /(« — 1) = /(«). Logo o maximo de f(k) ocorre duas vezes, 
quando k — n — 1 e quando k= n. A igualdade r(n — 1 ) = 1 implica que (n + 1 )p = n. 

CASO 6. /( 0) = 1. Neste caso r(k) > 1 para & > 1 , pelo que f(k) decresce no inter- 
valo 1 < k s n. O valor maximo de f(k) ocorre duas vezes, quando k = 0 e k = 1 . A 
igualdade r{ 0) =■ 1 implica que (« + 1) p = 1 . 

Em cada um dos tres ultimos casos o valor maximo de f(k) ocorre para k = (n+ l)/> 
e k= (n + \)p — 1. Esta, pois, completada a demonstracao. 

EXEMPLO l. Lan^a-se um par de dados 28 vezes. Qual e o numero de ocorrencias 
mais provavet da obtencao de uma soma de pontos igual a 7? 

Resolufao. Aplicamos o teoria 13.4 com n = 28, p — 1/6 e (« + 1 )p= 29/6. Este valor 
e nao inteiro, pelo que o maior valor de f(k) ocorre quando k — 129/61 = 4. 

Observafao. Se os dados forem lanpados 29 vezes existem duas'soluipoes k = 4 e k = 5. 

EXEMPLO 2. Determinar o menor n tal que, lanpando um par de dados n vezes, a 
probabilidade de obter precisamente 4 vezes um total de pontos igual a sete seja pelo 
menos tao grande como a probabilidade de obter qualquer outro numero de setes. 

Resolufdo. Fezemos p = 5 no teorema 13.4. Pretendemos que o maximo valor de 
f{k) ocorra quando /c=4.’ Isto exige ou que l(n+ l)p| = 4, (n+ l)/?=4, ou que 
(n + l)p — 1 = 4. O menor valor de n satisfazendo a qualquer destas relates e n = 23. 
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13.18. Exercicios 

1. Lanca-se uma moeda duas vezes ao ar, sendo p, a probabilidade de saida da face cara(H) 
no primeiro langamento e p 2 no segundo. Consideremos esta como uma experiencia com- 
posta determinada por duas experiencias aleatoriamente independentes, e seja o conjunto 
fundamental 

5 = {(H, H), (H, T), (T, H), (7\ T)} . 

(a) Calcular a probabilidade de cada elemento de S. 

(b) Podem atribuir-se as probabilidades p, e p 2 de modo que 

P(H, H)=i, P(H,T)=P(T,H) =%, P(T, T) = f? 

(c) Podem atribuir-se as probabilidades p, e p 2 de modo que 

P{H, H) = P(T, T) = i, P(H , T) = P(T, H) = £? 

(d) Considerar os quatro acontecimentos seguintes (subconjuntos de S ): 

//,: “cara" no primeiro langamento, 

H i- “cara” no segunda langamento, 

F,: “cruz” no primeiro iangamento, 

T 2 : “cruz” no segundo lanvamento. 

Determinar destes quatro acontecimentos quais os pares que sao independentes. 

Em cada urn dos Exercicios 2 a 12 definir o conjunto fundamental, a atribui?ao de probabi- 
lidades e o acontecimento cuja probabilidade se caicula. 

2. Urn estudante tern que responder a urn teste de 10 questoes com as respostas verdadeiro c 
falso. Como nao esta preparado para dar resposta as perguntas resolve responder-lhes ao 
acaso. Para isso lan^a uma moeda ao ar e serve-se do resultado para decidir da sua resposta. 

(a) Calcular a probabilidade de que responda correctamente pelo menos cinco vezes. 

(b) Calcular a probabilidade de que responda correctamente pelo menos nove vezes. 

(c) Qual sera o menor n tai que a probabilidade de acertar pelo menos n respostas seja 
menor que i? 

3. Lancam-se simultaneamente dez dados perfeitos. Qual a probabilidade de obter precisa- 
mente tres senas. 

4. Lan<:a-se ao ar cinco vezes uma moeda imparcial. Qual e a probabilidade de obter (a) tres 
vezes a face “cara”? (b) pelo menos tres vezes a face “cara”? (c) quando muito uma vez face 

. “cara”? . 

5. Um homem afirmava ter uma vara com a qual localizava jazigos de petroleo. O laboratorio 
de Geojogia de Caltech realiza a seguinte experiencia para por a prova a sua afirmacao. 
Colocam-no numa sala onde havia 10 barris fechados. Dizem-lhe que cinco deles contem 
petroleo e, outros cinco contem agua. O seu trabalho consiste em identificar os que contem 
petroleo e os que contem igua. 

(a) Qual a probabilidade de que, apenas devido ao acaso, ele localize correctamente os cinco 
bams de petroleo? 

(b) Qual a probabilidade de que, apenas devido ao acaso, localize unicamente tres dos 
barris de petroleo. 
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6. Uma velha senhora de Pasadena afirma que provando uma chavena de cha com leite pode 
dizer qual foi o que se colocou primeiro na chavena: se o leite, se o cha. Tal afirmapao e 
posta a prova obrigando-a a provar e classificar 10 pares de chavenas de cha, cada par con- 
tendo uma chavena com a mislura feita dos dois modos possiveis. Seja p a sua probabilidade 
“verdadeira” de classificar urn par de chavenas corrcctamente. (Se ela e habil, p e substan- 
cialmente maior que |;seo nao e, p < j). Supoe-se que os 10 pares de taqas sao classificadas 
sob condiqSes ideticas e independcntes. 

(a) Calcular, em funqao de p , a probabilidade de que ela classifique correctamente pelo 
menos oito dos dez pares de tapas. 

(b) Calcular esta probabilidade quando p = {. 

7. (Outro problema do Cavaleiro de Mere). Determinar se e outiao vantajoso jogar, apostando 
iguais importancias, a que saia pelo menos uma vez a face 6 em quatro lancamentos de urn 
dado imparcial. 1 Sugestao: Mostrar que a probabilidade de obter pelo menos uma vez a 
face 6 em n lancamentos e 1 — (£)«]. 

8. Uma urna content b bolas brancas e p bolas pretas. Se k < n, calcular a probabilidade de 
extrair k bolas brancas em n tiragens, com reposicao, de cada vez, da bola extraida. 

9. Lancam-se dois dados simultaneamente oito vezes. Calcular a probabilidade de obter preci- 
samente trcs vezes uma soma de pontos igual all. 

10. Lanca-se uma moeda 10 vezes ou 10 moedas simultaneamente uma vez e conta-se o numero. 
de vezes que se obteve “caras”. Determinar a probabilidade de que tal numero seja pelo 
menos seis. 

11. Depois de uma longa serie de testes referentes a urn dado tipo de foguetao concluiu-se que 
em cerca de 5 % dos lancamentos se produzia um mau funcionamento que seria causa do 
fracasso do lanqamento. Calcular a probabilidade de, em 10 lancamentos, existir pelo menos 
um insucesso. 

12. Lanpa-se uma moeda repetidamente ao ar. Calcular a probabilidade de que o numero total 
de “caras” seja pelo menos seis antes que o numero total de “cruzes” seja 5. 

13. O Exercicio 12 pode generalizar-se do modo seguinte: mostrar que a probabilidade de que 
ocorram pelo menos m acontecimentos favoraveis, antes que ocorram n acontecimentos 
contrarios, numa sucessao de experiencias de Bernoulli, e 

2 rrv— . 

k=m ' ' 

14. Determinar todos os valores de n com a seguinte propriedade: Se um par de dados perfeitos 
e lanpado n vezes, a probabilidade de obter exactamente 10 setes e, pelo menos, tao grande 
como a probabilidade de obter qualquer outro numero de setes. 

15. Uma maquina binaria de moedas tern tres rodas ideticas e independentes. Quando se joga 
com a maquina os resultados possiveis sao ternos ordenados (x,y, z)em que cada let ra x,y, 
ou z pode ser 0 ou 1 . Em cada roda a probabilidade de 0 e p e a probabilidade de 1 e 1 — p, 
com 0 < p < 1. A maquina paga 60 i 00 se o resultado e (I, 1, 1) ou (0,0,0); paga 30$00se 
o resultado for (1,1, 0); nos restantes casos nao paga nada. Seja f(p) a probabilidade de que 
a maquina pague 30J00 ou mais quando se joga uma vez. 

(a) Calcular/(p) ^ 

(b) Definir o “pago total” pela soma 2. xtS g(x)P(x), em que Seo conjunto fundamental, 
P(x) e a probabilidade do resultado x e g(x) o numero de vezes 30 1 00 pagos pelo resultado x. 
Calcular o valor de p para o qual o “pago total” seja minimo. 
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13. 19. Conjuntos numeraveis e nao numeraveis 

Ate aqui consideramos unicamente a teoria das probabilidades para conjuntos fun- 
damentals Finitos. Pretendemos agora generalizar a teoria para conjuntos infinitos. 
Com estas finalidade e necessario distinguir entre dois tipos de conjuntos infinitos, os 
numeraveis e ou nao numeraveis. Vamos passar a analisar estes dois conceitos. 

Para contar os elementos de um conjunto finito poe-se em correspondencia o con- 
junto, elemento a elemento, com o conjunto dos mimeros naturais {1, 2, ...,«}. A com- 
parapao dos “tamanhos” de dois conjuntos mediante a correspondencia entre eles, 
elemento a elemento, substitui a contagem dos elementos quando se trata de conjuntos 
infinitos. A este processo pode dar-se uma clara formuiapao matematica empregando o 
conceito de funpao: 

DEFINICAO: Dois conjuntos A e B dizem-se em correspondencia biunivoca se existir 
uma funyao f com as seguintes propriedades: 

(a) O dominio de f e A e o eontradominio e B. 

(b) Se x e y sao elementos distintos de A , entao f(x) e f{y) sdo elementos distintos de B, 
isto e, para todo o x e y de A. 

(13.21) x^y implica fix) ¥^fiy). 


Uma funpao que satisfapa a propriedade (13.21) diz-se biunivoca sobre A. Dois con- 
juntos A e B em correspondencia biunivoca dizem-se tambem equivalentes, e exprimi- 
mos esta propriedade pelo simbolo A ~ B. E evidente que todo o conjunto A e equi- 
valente a si proprio, uma vez que podemos fazer fix) = x para todo xem^. 

Um conjunto pode ser equivalente a um subconjunto proprio dele mesmo. Por exem- 
plo, o conjunto P— {1, 2, 3, ...} formado pelos inteiros positivos, e equivalente ao 
subconjunto proprio Q = { 2, 4, 6, ... } formado pelos inteiros pares. Neste caso a fum 
?ao biunivoca que os faz equivalentes e dada por f(x) = 2x para todo x de P. 

S e A ~ B e facil de provar que B~ A. Com efeito, s e/e biunivoca sobre A e se o 
contra-dominio de / e B, entao para cada b em B existe precisamente um aem^ tal 
que /(«)= b. Deste modo podemos definir uma funpao inversa g em B do modo se- 
guinte: Se b& B, g(b) = a, onde <ieo unico elemento de A tal que f(a) = b. Esta fun- 
pao g e biunivoca sobre B, e o seu contradoinio e A ; logo B ~ A. Esta propriedade da 
equivalencia e conhecida por simetria. 


(13.22) A~B implica B~A. 

E igualmente facil de demonstrar que a equivalencia goza da seguinte propriedade, 
conhecida por propriedade transitiva: 

A~B e implica A~C. 


(13.23) 



s Fungoes de conjunto e probabilidade elementar 

; No Exercicio 2 da Secqao 13.20 pede-se a demonstragao desta propriedade. 
; Um conjunto S chama-se fmito, e diz-se conter n elementos, se 

1 ‘ . 


’{ 1,2 «}. 


I O conjunto vazio considera-se tambem finito. Conjuntos que nao sao finitos dizem-se 
I injinitos. Um conjunto 5 chama-se infinito numerdvel se e equivalente ao conjunto dos 
| numeros naturals, isto e, se 

! 

s 

j (13.24) S~{1,2,3,...}. 

i 

I 

4 

i Neste caso existe uma fun?ao / a qual estabelece uma correspondence biunivoca entre 
I os inteiros positivos e os elementos de S, por isso o conjunto 5 pode exprimir-se na 
I forma 

i S = {/(l),/(2),/(3),...}. 

Recorremos muitas vezes aos subindices e representamos/(A:) pora^. (ou por outra no- 
tapao semelhante) e escrevemos S = {a, , a 2 , a } , ...}. O importante aqui e que a corres- 
pondencia (13.24) permite-nos usar os numeros naturais como “marcas” dos elemen- 
! tos de S. 

1 Um conjunto diz-se numerdvel, no sentido lato, se for finito ou infinito numeravel. 

Um conjunto que nao seja numeravel diz-se nao numerdvel. Muitas operagoes com 
| conjuntos numeraveis produzem conjuntos numeraveis. Por exemplo, temos as seguin- 
; : tes propriedades: 

(a) Cada subconjunto de um conjunto numeravel e numeravel. 

(b) A intersecqao de qualquer familia de conjuntos numeraveis e numeravel. 

(c) A uniao de uma familia numeravel de conjuntos numeraveis e numeravel. 

(d) O produto cartesiano de um numero finito de conjuntos numeraveis e numeravel. 
Uma vez que pouco utilizaremos, neste livro, os conjuntos infinitos numeraveis, nao 
apresentamos a demonstraqao detalhada destas propriedades t. Em seu lugar apresen- 
taremos um certo numero de exemplos para mostrarmos como estas propriedades 
podem utilizar-se para construir novos conjuntos numeraveis a partir de conjuntos 
| dados. 

L EXEMPLO I. O conjunto S de todos os inteiros (positivos, negativos e zero) e nu- 
$ meravel. 


t As demonstravocs estao delineadas nos Exercicios 3 a 8 da Secpao 1 3.20. 
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Demonstracao. Se n £ S, f{n) = 2 n sendo n positivo, e f(n) — 2n + \ sendo n negativo 
ou zero. O dominio de/e £ e o seu contradominioe o conjunto dos enteiros positivos. 
Visto que/e biunivoco em S, consequentemente S e numeravel. 

EXEMPLO 2. O conjunto R de todos os numeros racionais e numeravel. 

Demonstracao. Para todo o enteiro n > 1 fixo, seja S„ o conjunto de numeros racio- 
nais da forma xln, onde xpertenceao conjunto .S do exemplo 1. Cada S',, e equivalente 
a 5 (facer /(r) = nt se 1 6 S„], consequentemente cada S„ e numeravel. Visto que R e a 
uniao de todos os S„ pela propriedade (c), R e numeravel. 

Now. Se {A„ A v A 3 , ...} e uraa familia numeravel de conjuntos, e a uniao deles se 

exprime com o simbolo. 

oo 

U ou A x \JA z vA 3 u---.. 

*=i 


EXEMPLO 3. Seja A um conjunto infinito numeravel, por exemplo ,4 = {a„a ly a 3 ,.. . (. 
Para todo o inteiro n > 1, seja ^ n ,a familia dos subconjuntos de A com n elementos, 
isto e, seja 


= {S | >S £ A e S tern n elementos}. 

Entao cada & e numeravel. 

Demonstracao. Sc S e um subconjunto de A com n elementos, podemos escrever 

S = , Ofc, > • ■ • > o k J , 

com k, < k 2 < -- - < k„. Seja f(S)= (a kl , a . . . , a^), isto e, seja / uma fungao que 
associa a S o n-tuplo ordenado (a* , a ki , . . . , a kn ). O dominio de/e !F n e o seu contra- 
dominio, que representamos por T n , e um subconjunto do produto cartesiano 
C„= A X A X X A (n vezes). Ja que A e numeravel, o mesmo se verifica com C„ 
[propriedade (d)] e por isso T n e-o tambem [propriedade (a)]. Mas T„~ J^porque/e 
biunivoca. Isto prova que e numeravel. 

exemplo 4. A familia de todos os subconjuntos finitos de um conjunto numeravel e 
numeravel. 

Demonstracao. O resultado e evidente se o subconjunto dado e finito.Suponhamos, 
entao, que o conjunto dado (o conjunto A ) e infinito numeravel, e seja jF a familia de 
todos os subconjuntos finitos de A . 
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n • 

K 3F — {5 1 5 c A e S e finito}. 

I ’ 

I; Entao SF e a uniao de todas as familias do Exemplo 3; logo, pela propriedade (c), 
e numeravel. 

1 

fe EXEMPLO 5. A familia de todos os subconjuntos de um conjunto infinito numeravel 
e nao numeravel. 

I 

¥ 

Demonstrapao. Seja A o conjunto numeravel dado e sF a familia de todos os sub- 

II conjuntos de A. Suporemos que srf e numeravel e chegaremos a um absurdo. Se^e 
I; numeravel, entao sf ~ A e por conseguinte existe uma Funpao biunivoca / cujo do- 
| minio e^eo contradominio e a/. Assim para cada aem^.o valor da funpao f(a) e 
I um subconjunto de A. Este subconjunto pode ou nao conter o elemento a. Represen- 
| tamos por B o conjunto de elementos a tais que a <£ f(a). Assim, 

| B = {a | a e A uma a 

| Sendo B um subconjunto de A, deve pertencer a familia sf . Isto significa que B = f(b) 
| para algum b de A . Existem agora duas possibilidades: (i) b E B, ou (ii) b ^ B. Se b B B, 

I entao pela definipao de B temos b ^ fib), o que esta em contradipao visto que f{b) — B. 

I Portanto (i) e impossivel. No caso (ii), b B, o que significa b ^ fib). Isto contradiz a 
| definipao de B, pelo que a hipotese (ii) e tambem impossivel. Deste modo a afirmapao 
f de que A e numeravel conduz-nos a uma contradipao e portanto temos que concluir 
| que S'F e nao numeravel. 

I . . • 

j Apresentamos a seguir um exemplo de conjunto nao numeravel que e mais simples 
“> do que o Exemplo 5. 

I' 

• EXEMPLO 6. O conjunto dos niimeros reais x tais que 0 < x < 1 e nao numeravel. 

; Demonstrapao. Mais uma vez, supomos que o conjunto e numeravel e chegamos a 
ii uma contradipao. Se o conjunto e numeravel podemos dispor os seus elementos do 

I modo seguinte: {x„ x 2 , }. Construiremos agora um numero real y satisfazendo a 

0 <y < 1 e que nao estara nesta lista. Com esse objectivo escrevemos cada elemento 
: x„ na forma decimal 


X n ■ t^n,2 ^n.S • • • , 

onde cada a„ VI - e um dos inteiros do conjunto {0, 1,2,..., 9}. Seja_y o numero real cujo 
desenvolvimento decimal e: 

y = ja • • • > 


1 se a n ,„ ^ 1 , 

2 se u n , n — ■ 1 * 
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Entao nenhum elemento do conjunto {x,, x 2 , x } , ... ,} pode ser igual a y, porque y di- 
fere de x, na primeira casa decimal, difere de x 2 na segunda e, em geral, difere de x k 
na Jt-enesima casa decimal. (Uma situa^ao tal como x„= 0,249999 - cy- 0,25000- ■- 
nao pode verificar-se aqui devido ao modo como e escolhido y„. Visto que y satisfaz a 
0 < y < 1, temos uma contradiqao e por conseguinte o conjunto dos numeros reais no 
intervalo aberto (0,1) nao e numeravel. 


13.20. Exercicios 

1. Seja P— U, 2, 3, . . .) o conjunto dos numeros naturais. Para cada urn dos seguintes con- 
juntos, dar uma fun^So biunivoca / cujo dominio seja P e o contradominio o conjunto que 
se indica: 

(a) A = {2, 4, 6, . . o conjunto dos inteiros positivos pares. 

(b) B = {3, 3 2 , 3 3 , . . .}, o conjunto das potencias de 3. 

(c) C= (2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .}, o conjunto dos numeros primos. [Nota: uma parte da de- 
monstracao consiste em provar que C e um conjunto infinito], 

(d) P X P, o produto cartesiano de P por si proprio. 

(e) O conjunto dos inteiros da forma 2 m 3" com men inteiros e positivos. 

2. Demonstrar a propriedade transitiva da equivalence de conjuntos 

Se A ~B e B~C, entao 4~C. 

I Sugestao: Se/faz A equivalente a B e se g faz B equivalente a C, provar que a 
fun?ao composta h = goffazA equivalente a CJ. 

Os Exercicios 3 a 8 sSo destinados k demonst racao das propriedades (a), (b), (c), (d) dos con- 
juntos numeraveis apresentados na Seceao 13.19. 

3. Provar que todo o subconjunto de um conjunto numeravel e numeravel. [Sugestao: Su- 

ponhamos que S e um conjunto infinito numeravel, por exemplo S = ix„ x 2 , x s , . . .}, e seja A 
um subconjunto infinito de S. Seja fc(l) o menor inteiro positivo m tal quex m G/l. Supostos 
definidos k{ 1), k( 2), . . . , k(n - 1), seja k(n) o menor inteiro positivo m > k(n - 1) tal que 
x m €A. Seja f(n) — Mostrar que / e uma funpao biunivoca cujo dominio e o conjunto 

dos inteiros positivos e o contra dominio e A . Isto demonstra a proposicao na hipotese de 
que S e infinito numeravel. Construir outra demonstracao para S finitol. 

4. Provar que a interseccao de qualquer familia de conjuntos numer&veise numeravel. (Suger- 
tao: Usar o resultado do Exercicio 31. 

5. Seja P~ (1, 2, 3, . . .} o conjunto dos numeros naturais: 

(a) Demonstrar que o produto cartesiano Px P e numeravel. [Sugestao: Seja Q o conjunto 
dos inteiros e positivos da forma 2 '"3", com nem inteiros positivos, Entao Q s P, pelo que Q 
e numeravel (pelo Exercicio 3). Se (m, n)ePx P, seja f(m, n) — 2"i3" e usemos esta funpao 
para mostrar que Px P ~ 0.1 

(b) Deduzir da alinea (a) que o produto cartesiano de dois conjuntos numeraveis e numera- 
vel. Usar depois o metodo de induce para generalizar o resultado a n conjuntos nume- 
raveis. 

6. Seja 3$ = {B,, B v . . .1 uma familia numeravel de conjuntos disjuntos (fi;n8 ; = 0 se 

• oo 

i* j) tal que cada B„e numeravel, Demonstrar que a reuniao (J B k e tambem numeravel. 

OO ,t=l 

[Sugestao: Seja B n = (6, „, b 2 „, b ) n , , . .1 e S = U &k Se x £5, entao x = b m „ para algum 
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unico par (m, «) e podemos definir /(.v) = (m, n). Utilizar esta / para demonstrar que S e 
equivalente a um subconjunto dePxPe deduzir (em virtude do Exercicio 5) que S e nume- 
ravel]. 

7. Sejasfi*' = \A„ A 2 , A„ A a , . . . } uma familia numeravel de conjuntos, e seja& = {S,, 8 2 , B 3 ,...l 
definido do modo seguinte: 5, = A , e, para n > 1, 

K = A n -U A k . 

it-i 

isto e, B n consta dos elementos de A n que nao pertencem aos conjuntos prCcedentes 

A A n _ |. Provar que '&$ e uma familia de conjuntos disjuntos (B, .n = 0 quando 

i j) e que 

co oo 

Isto permite-nos exprimir a uniao de qualquer familia numeravel de conjuntos com a uniao 
de uma familia numeravel de conjuntos disjuntos. 

8. Se & e uma familia numeravel de conjuntos numeraveis, provar que a uniao de todos os 
conjuntos de e numeravel. [Sugestao: Utiliar os Exercicios 6 e 71. 

9. Provar que os seguintes conjuntos sao numeraveis: 

(a) O conjunto de todos os intervalos de eixo real cujos extremos sao numeros racionais. 

(b) O conjunto de todos os circulos no piano com raios racionais c os centros com coorde- 
nadas racionais. 

(c) Qualquer conjunto de intervalos disjuntos de comprimento positivoi 

10. Provar que os conjuntos seguintes sao nao numeraveis: 

(a) O conjunto dos numeros irracionais do intervalo (0, 1). 

(b) O conjunto de todos os intervalos de compriento positivo. 

(c) O conjunto de todas as sucessoes cujos termos sao os inteiros 0 e 1. (Recorde-sc que 
uma sucessao e uma funqao cujo dominio e o conjunto dos inteiros positivos). 

13.21. Definicao de probabilidade para conjuntos fundamentals infinitos numeraveis 

i Trata-se aqui de generalizar a definicao de probabilidade para conjuntos funda- 
i mentais infinitos numeraveis. Seja S um tal cOnjuiito infinite rtUffieravel t 8S a algebra 
i tie Boole de subconjuiitos de S. Definimds uma ttiedida de probabilidade P em SS como 
: fizemos para o caso finito, eXcepto em que se exigira a aditividade numeravel alem da 
aditividade finita. Quer dizer, para cada famiiia irtfinita numeravel {A ,, A 2 , . . . } de ele- 
1 mentos de 3d, exigimoS que 


( 13 . 25 ) 

\*-l / fc=l 


Aj = 0 sertipre que i j ■ 


Fungoes de conjunto finitamente aditivas que verificam (13.25) dizem-se de aditividade 
numeravel (ou completamente aditivas). Naturalmente, esta propriedade pressupoe 
tambem que a uniao numeravel A,U A, U A,U estd em 8$ quando cada zipper- 
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cenpa a 38 . Nem todas as algebras de Boole gozam desta propriedade. Aquelas que a 
possuem dizem-se as <r-algebras de Boole. Um exemplo e a algebra de Boole de todos 
os subconjuntos de 5. 

DEF1N1CAO DE PROBABILIDADE PARA CONJUNTOS FUNDAMENTAL INFIN1TOS NUME- 
rAveis. Seja 0) uma u-dlgebra de Boole cujos elementos sao subconjuntos de um dado 
conjunlo infmito numeravel S. Uma funpao P chama-se uma medida de probabilidade em 
38 se e nao negativa, completamente aditiva, e satisfaz a P(S) — 1 . 

Quando 38 i a algebra de Boole de todos os subconjuntos de S, fica completamente 
definida uma fumpao de probabilidade mediante os scus valores em todos so subcon- 
juntos de um so elemento (valores esses que habitualmente se designam por probabi- 
lidades pontuais). Todo o subconjunto A de 5 e finito ou infinilo numeravel, e a pro- 
babilidade de A calcula-se pela adipao das probabilidades pontuais para todos ele- 
mentos de A , 


P(A) = ZP(x). 

X€A 

A soma no segundo membro e ou uma soma tinita, ou uma serie infinita absolutamente 
convergente. 

O exemplo que se segue ilustra uma experiencia com conjunto fundamental infinilo 
numeravel. 

EXEMPLO: Lan<pa-se_ ao ar repetidamente uma moeda ate que o primeiro resultado 
obtido ocorra numa segunda vez; quando tal se verificar termina o jogo. 

Para conjunto fundamental tomamos a familia de todas as hipoteses de jogos que 
podem ocorrer. Este conjunto pode exprimir-se como a uniao de dois conjuntos infi- 
nitos numeraveis A e B, onde 


A = { TT, THT, THHT, THHHT, . . .} e B = {HH, HTH, HTTH, HTTTH , . . .} 

Representamos os elementos do conjunto A (na ordem apresentada) por a 0 , a„a 2 ,... 
e os do conjunto B por b 0 , b t , b z , . . . . Podemos atribuir arbitrariamente probabilidades 
pontuais nao negativas P(a n ) e P(b„), desde que 

ZP(a n ) + ZP(b n ) = 1. 

n— 0 n— 0 

Por exemplo suponhamos que a moeda tern a probabilidade p de sair a face “cara” 
(H) e probabilidade q = 1 — p de sair a face “cruz" ( T ), com 0 < p < I . Entao seria na- 
tural a atribuicao de probabilidades pontuais 

(13.26) j P( a „)=^« e P{b„) = p>q\ 

Tal atribui<pao e aceitavel porque temos 
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,) + Jp<>n) = + p 2 % n = r^ 2 - + 7^ = 9 + P = 1. 

Suponhamos agora que queremos saber a probabilidade de que o jogo termine 
exactamente ao fim de n+ 2 larujamentos. Este e o acontecimento («„} O (/>„}, e a sua 
probabilidade e 

P(a n ) + P(b n ) = q*p* + p*q\ 

A probabilidade de que termine o jogo quando muito ao fim de n + 2 langamentos c 

]>/(«*) +2)w = « 2 1 1 ~ — + P 2 1 = 1 - 9P n+1 - pq n+l - 

K=0 *=0 1 - P 1 - 9 




13.22 Exercicios 

Os exercicios desta secqao referem-se ao exemplo da Secpao 13.21. 

1. Usando as probabilidades pontuais atribuidas naequaqao (13.26), seja/„(/>) a probabilidade 
de que o jogo termine exactamente depois de n + 2 lancamentos. Calcular os valores maximo 
e minimo absolutos de f„(p ) no intervalo 0 < p < 1 para cada um dos valores n- 0, I, 2, 3. 

2. Mostrar que e aceitavel cada unta das seguintcs definiqoes de probabilidades pontuais 

(a) P(a n ) = P(b n ) = para n = 0, 1 , 2 

(b) P(a n ) = P{b n ) = (n+2 l {n+3) para « = 0, 1 , 2 

3. Calcular a probabilidade de que termine o jogo antes do quinto lan?amento, utilizando: 

(a) as probabilidades pontuais (13.26) 

(b) as probabilidades pontuais do Exercicio 2(a). 

(c) as probabilidades pontuais do Exercicio 2(b). 

4. Calcular a probabilidade de que seja necessario um numero imparde lancamentos para ter- 
minar o jogo, utilizando: 

(a) as probabilidades pontuais (13.26). 

(b) as probabilidades pontuais do Exercicio 2(a). 

(c) as probabilidades pontuais do Exercicio 2(b). 


13.23 Exercicios variados sobre probabilidades 

1. Qual a probabilidade de obter uma soma de pontosigual a dez no lanpamentodedois dados 
perfeitos? 

2. Dez homens e as respectivas esposas estao sentados ao acaso num banquete. Calcular a pro- 
babilidade de que um determinado homem esteja sentado junto a sua esposa se: (a) estao 
sentados a uma mesa redonda: (b) estao sentados em fila. 
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3. Uma caixa tem duas gavetas. A gaveta numero 1 contem quatro moedas de ouro e duas de 
prata. A gaveta niimero 2 content tres moedas de ouro e tres de prata. Abre-se uma gaveta 
ao acaso e dela extrai-se ao acaso uma moeda. Calcular a probabilidade de cada urn dos 
seguintes acontecimentos: 

(a) Que seja aberta a gaveta niimero 2 e dela se extraia uma moeda de prata. 

(b) Que seja' extraido uma moeda de ouro da gaveta aberta. 

4. De um baralho de 52 cartas extraem-se sucessivamente 2 cartas, tendo todas as cartas igual 
probabilidade de serem escolhidas. 

(a) Qua) a probabilidade de obter pelo menos uma carta de espadas. 

Sem examinar as cartas extraidas, langam-se num saco. Extrai-se do saco uma das cartas 
e verifica-se que nao e espadas. 

(b) Qual e agora a probabilidade de obter pelo menos uma espada? 

A carta previamente extraida do saco e ai colocada de novo e misturam-se as duas cartas. 
Extrai-se de novo uma carta a qual se examina. N2o se faz qualquer comparagao para ver 
se a carta e a mesma que antes de extraiu. A carta e de novo colocada no saco e misturam- 
se. Repete-se esta operagao tres vezes, incluindo a da alinea (b) e de cada vez a carta exami- 
nada verifica-se nao ser uma espada. 

(c) Qual e o conjunto fundamental e a fungao de probabilidade para esta experience? Qual 
e a probabilidade de que uma das duas cartas originais seja uma espada? 

5. Um homem tem dez moedas de escudo, nove delas normais e uma com duas faces “cara". 
Tira uma moeda ao acaso, langa-a ao ar seis vezes e obtem sempre a face cara. Calcular a 
probabilidade de que a moeda escolhida seja a que tem dupla face cara. 

6. Provar que e impossive! “viciar” um par de dados de maneira que todo o resultado de ob- 
tengao de soma de pontos de dois a doze tenha a mesma probabilidade de ocorrtheia. 

7. Um estudante do segundo ano de Caltech tem um relogio despertadorquedespertara a hora 
indicada com uma probabilidade de 0,7. Se desperta, o estudante tera uma probabilidade 
de 0,8 para chegar a tempo a sua aula de matematica. Se nao desperta, a probabilidade de 
chegar a tempo a sua aula e de 0,3. Calcular a probabilidade dc que o estudante chegue 
a tempo a sua aula de matematica. 

8. Tres cavalos A, B e C estao numa corida. O acontecimento “A vence B" sera simbolica- 
mente representado por AB. O acontecimento “ A vence B, o qual vence C" sera representado 
por ABC, etc. Admitamos que se sabe que 

P(AB) = | , P(AC) = |, P(BC) = i , 

e que 

P(ABC) = P(ACIi) , P(BAC) = P(BCA ) , P(CAB) = P(CBA ) . 

(a) Calcular a probabilidade de que A venga. 

(b) Calcular a probabilidade de que B venga. 

(c) Calcular a probabilidade de que C venga. 

(d) Serao independentes os acontecimentos AB, ACe CB1 

9. A fase final de um extenso calculo exige a adigao de tres inteirosa,, a 2 , a 3 . Suponhamosque: 
(a) os calculos de rr,, o 2 e a, sao aleatoriamente independentes; (b) no calculo de cada 
existe uma mesma probabilidade/? deque seja correcto e a probabilidade de cometer um erro 
igual a + 1 e a mesma de cometer uma erro igual a — 1 ; (c) nao se pode cometer um erro 
maior que + 1 ou menor que — I. Tendo presente a possibilidade de compensagao dos erros, 
e calcular a probabilidade de que a soma a, + a 2 + a, esteja correcta. 

10. O jogo de homem desirmanado fora. Suponhamos n pessoas langando moedas identicas si- 
multaneamente e independentemente, com n > 3. Admitamos que e p a probabilidade de 
obter a face “cara" com cada uma das moedas. Calcular a probabilidade deque, num dado 
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lan?amento, ocorra um “homen desirmanado”, isto e, uma persoa cuja moeda nao apresente 
o mesmo resultado de todas as restantes. 

11. Suponhamos que n pessoas jogam ao “homem desirmanado fora” com moedas perfeitas 
(como se referiu no Exercicio 10). Para um dado inteiro m calcular a probabilidade de que 
sejam necessarios precisamente m jogadas para concluir o jogo (isto e que seja na m-esima 
jogada que apareca pela primeira vez um homem desirmanado). 

12. Suponhamos que uma experiencia composta (S, 88 P) e determinada por duas experiences 
estocasticamente independentes (S,, 88 „ P,) e (S 2 , 83 2 , P 2 ), onde S = S, X S 2 e 

P{x,y) =P 1 {x)P 2 (y) 

para cada (x, y) de S. A finalidade deste exercicio e estabelecer a formula 
(13.27) P(U x V) = P8U)P8y) 

para todo o par de subconjuntos U de 88 , e V de 88 2 . Os espacos amostra S, e S } supoem- 
se finitos. 

(a) Verificar que a equa?ao (13.27) e verdadeira quando U e V sao conjuntos singulares 
e tambem quando' pelo menos um dos conjuntos U e V e vazio. 

Suponhamos agora que 

U = . . . , </*} e V = {«!, v 2 , . ... , v m }. 

Entao U X V consiste de km pares («,-, vj). Para cada i = 1,2,..., ^designe^o conjunto de 
m pares de V X V cujo primeiro elemento e « f . 

(b) Demonstrar que os /4,-sao conjuntos disjuntos cuja uniao e U X V. 

(c) Provar que 

m 

p ( A i) = 2 p (“i' v i> = p 8 u i)P8y)- 

7 = 1 

(d) De (b) e (c) deduzir que 

nu x V) = X p (A.) = P l {U)P 2 (V). 

i—1 
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CALCULO DAS PROBABILIDADES 


14.1 A definipao de probabilidade para conjuntos fundamentals nao numeraveis 

Divide-se um segmento de recta cm duas partes, com o ponto de divisao escoihido 
ao acaso. Qual a probabilidade de que as duas partes tenham o mesmo comprimento? 
Qual a probabilidade de que a parte maior seja exactamente o dobro da outra? Qual 
a probabilidade de que a parte maior tenha pelo menos o dobro do comprimento da 
parte menor? Estes sao exemplos de problemasde probabilidades nos quais o conjunto 
fundamental e nao numeravel, uma vez que e formado por todos os pontos do segmen- 
to de recta. Esta secpao estende a definipao de probabilidade a conjuntos fundamentals 
nao numeraveis. 

Se seguissemos o mesmo processo que para os conjuntos fundamentals numeraveis 
teriamos que partir com um conjunto nao numeravel S qualquer c uma u-algebra de 
Boole 3$ de subconjuntos de S, e definir uma medida de probabilidade que fosse uma 
funpao de conjunto P, nao negativa, completamente aditiva, definida sobre 3 $ , com 
P(S) = 1. Tal procedimento conduz a certas dificuldades tecnicas que nao aparecem 
quando S e numeravel. Pretender descrever essas dificuldades levar-nos-ia demasiado 
longe. Vamos contorna-las impondo restripoes iniciais ao conjunto Sea algebra de 
Boole 3$. 

Em primeiro lugar, restringimos S a ser um subconjunto de recta real R, ou do espa- 
po n-dimensionai R". Para a algebra de Boole 38 empregamos subconjuntos especiais 
de S que, na moderna teoria da integrapao, sao designados por subconjuntos mensurd- 
veis de S. Nao tentaremos descrever o significado exacto de um COnjunto mensuravel; 
em vez disso, mencionaremos algumas das propriedades que possui a classe dos con- 
juntos mensuraveis. 

Consideremos, em primeiro lugar, subconjuntos de R. Os conjuntos mensuraveis 
gozam das seguintes propriedades: 
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1. Se A e mensuravel, tambem o e R — A, o complemento de A. 

2. Se {A,, A 2 , A„ } e uma familia numeravel de conjuntos mensuraveis, entao a 
uniao A, UA 2 kjA 3 vj . . . e tambem mensuravel. 

3. Todo o intervalo (aberto, fechado, semi-aberto, finito ou infinito) e mensuravel. 

Assim, os conjuntos mensuraveis de R formam uma a-algebra de Boole que content 
os intervalos. Existe umatr-algebrade Boole minima, a qual goza desta propriedade; 
os seus elementos dizem-se conjuntos de Borel, em atenqao ao matematico frances 
Emile Borel (1871-1956). 

Analogamente, no espaqo bidimensional existe uma n-algebra de Boole minima a 
qual content todos os produtos cartesianos de pares de intervalos; os seus elementos 
sao os conjuntos de Borel a duas dimensoes. Os conjuntos de Borel, no espaqo n-di- 
mensional, definem-se de uma maneira analoga. 

De aqui em adiante, sempre que usemos urn conjunto S de numeros reais como 
conjunto fundamental, ou, mais geralmente, sempre que usemos uni conjunto S' do 
espaqo n-dimensional como conjunto fundamental, suporemos que este e um conjunto 
de Borel. Os subconjuntos de Borel de S formam eles proprios uma n-algebra de Boole. 
Estes subconjuntos sao suficientemente genericos para incluirem todos os aconteci- 
mentos que ocorrem nas aplicacdes correntes da teoria das probabilidades. 

DEFINICAO DE PROBABIL1DADE PARA CONJUNTOS FUNDAMENTAIS NAO NUMERAVEIS. 
Seja S um subconjunto de R" e 3ft a a-algebra de Boole de subconjuntos de Borel de S. 
Uma Juncao de conjunto P nao negativa . completamente adiliva, dejtnida em Of com 
P(S) = 1 chama-se uma medida de probabilidade. O terno (S, SS . P) chama-se um espaco 
de probabilidade. 

14.2 Numerabilidade de conjuntos de pontos com probabilidade positiva 

Para conjuntos fundamentals numeraveis a probabilidade de um acontecimento A 
calcula-se muitas vezes somando as probabilidades pontuais P(x:) para todo xdeA. 
Este metodo nao e vantajoso para conjuntos fundamentais nao numeraveis porque. 
como mostra o teorema seguinte, a maior parte das probabilidades pontuais sao nutas 

TEOREMA 14.1. Se (S. . P) e um espago de probabilidade e se T representa o con 

junto de todos os x de S para os quais P(x ) > 0, entao T e numeravel. 

Demonstracao. Para cada n = 1, 2, 3, ... , seja T„ o seguinte subconjunto de 5: 


?; = {* 

Se P{ x) > 0, entao x € T„ para algum n. Reciprocamente, se x G T„ para algum n entao 
x € T. Logo T = 7j U Tj u .... Agora T„ contem quando muito n pontos, porque se 
contivesse'n + 1 ou mais pontos a soma das respectivas probabilidades pontuais exce- 
deria I. Portanto T e numeravel, visto ser uma uniao numeravel de conjuntos finitos. 


- J - < PM < - 

n + ] n 
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O teorema 14.1 diz-nos que podem atribuir-se probabilidades positivas quando mui- 
to a um subconjunto numeravel de S. Os restantes pontos de S terao probabilidade 
zero. Em particular, se todos os resultados de S sao igualmente provaveis, entao a todo 
o ponto de 5 deve prescrever-se a probabilidade zero. 

Nota: Ao teorema 1 4. 1 pode dar-se uma interpretapfio fisica em termos de dis- 
tribuipao de massa probabilistica, o que nos permitira ilustrar o seu significado. 
Imaginemos que dispomos de uma massa total igual a 1. (Isto corresponde a 
P(S) = I). Admitamos que podemos distribuir esta massa da maneira que se pre- 
tenda ao longo do eixo real, quer de modo uniforme ou variavel, ou entao colocando 
porpoes discretas de massa em certos pontos, ou de ambos os modos. (Interpreta- 
os uma quantidade positiva de massa como uma porpiio discreta). Podemos colocar 
toda a massa num ponto. Podemos dividir a massa em porpoes discretas iguais ou 
desiguais entre dois pontos, dez pontos, um milhao de pontos, ou entre um conjunto 
infinito numeravel de pontos. Por exemplo, podemos por j em 1 , J em 2, J em 3, etc., 
ou seja por a massa (J)" era cada inteiro n S 1. Ou podemos distribuir toda a massa 
de uma maneira continua. Ou ainda podemos distribuir continuamente parte dela 
e dividir o resto em porpoes discretas. O teorema 14.1 diz-nos que, quando muito, 
podemos atribuir quantidades discretas de massa a um conjunto numeravel de pon- 
tos. 

Posto que a maior parte (se nao todas) das probabilidades pontuais para um con- 
junto fundamental nao numeravel serao zero, o conhecimento das probabilidades 
pontuais por si so nao basta para o calculo das probabilidades de acontccimentos 
aleatorios. E necessaria mais informapao; a descripao e mais completa utilizando dois 
novosconceitos, as variaveis aleatorias e as /undoes de repartipdo , (ou distribuipdo), a que 
nos vamos referir a seguir. Os referidos cbnceitos tornam possivel o uso do calculo 
integral em muitos problemas cujo conjunto fundamental e nao numeravel. A integra- 
pao substitui, entao, a adipao na determinapao das probabilidades! 

14.3 Variaveis aleatorias 

Em muitas experiencias estamos interessados em numeros associados com os resul- 
tados da experiencia. Por exemplo, lanpa-se ao ar n moedas simultaneamente e preten- 
demos saber qual o numero de vezes que se obtese faces “cara”. Lanpa-se um par de 
dados e pede-se a soma dos pontos obtidos. Aponta-se uma flecha num alvo circular 
e pretendemos saber a sua dist&ncia ao centro do alvo. Sempre que associamos um 
numero real a cada resultado de uma experiencia estamos a considerar uma fungao 
cujo dominio e o conjunto dos resultados possiveis e o contradominio e o conjunto dos 
numeros reais em questao. Uma tal funpao diz-se uma variavel aleatoria. Apresentamos 
a seguir uma definipao formal; 

DEFlNigAo DE VARIAVEL ALEATORIA. Seja S o conjunto fundamental. Uma funpao real 
defmida em S chama-se uma variavel aleatoria unidimensional. Se os valores da funpao 
sao pares ordenados de numeros reais (isto e, vectores no espapo bidimensional), a funpao 
diz-se ser uma variavel aleatoria bidimensional. Mais geralmente, uma variavel aleatoria n 
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dimensional e simplesmente uma funpao cujo dominio e o conjunto fundamental S e cujo 
contradomlnio e uma familia de n-tuplos de numeros reals (vectores num n espapo }. 

Assim, uma variavel aleatoria nao e mais do que uma funqao vectorial definida num 
conjunto. O termo “aleatoria” e usado unicamente para recordar que o conjunto em 
questao e urn conjunto fundamental. t 

Devido a generalidade da definiqao anterior, e possivel ter variaveis aleatorias distin- 
tas associadas a uma mesma experiencia. Em cada caso particular o experimentador 
deve decidir quais as variaveis aleatorias que lhe interessam. Em geral, procuramos 
trabalhar com variaveis aleatorias cujos valores reflictam, o mais simplesmente possi- 
vel, as propriedades dos resultados da experiencia que sao realmente essenciais. 

Notapdes: As letras maiuscutas tais como X, Y , Z sao habitualmente utilizadas para 
representar variaveis aleatorias unidimensionais. Urn resultado tipico da experiencia 
(isto e, um elemento generico do conjunto fundamental) representa-se habitualmente 
pela ietra.grega u. Assim, X(<*>) representa aquele numero real que a variavel aleatoria 
X associa com o resultado «. 

Apresentamos a seguir alguns exemplos de variaveis aleatorias. 

EXEMPLO 1. Uma experiencia consiste no lancamento de um dado e na leitura do 
numero de pontos obtidos. A variavel aleatoria X “mais natural” a considerar e o 
numero de pontos gravados pelo fabricante ho dado, a saber; 

X(a>) — a> para on— 1,2, 3, 4, 5,6. 

Se estamos interessados no caso em que o numero de pontos e par ou impar, entao 
podemos agora considerar outra variavel aleatoria Y, definida do modo seguinte; 

Y (co) = 0 s c we par, 

Y(co) =1 se to e impar. 

Os valores 0 e I nao sao essenciais-poderia em seu lugar usar-se qualquer par de 
numeros reais distintoS. Contudo 0 e 1 sugerem “par” ou “impar”, respectivamente, 
porque representam o resto que se obtem quando o resultado a> se divide por 2. 

exemplo 2. Aponta-se uma fiecha num alvo circular. O conjunto de todos os 
resultados possiveis e o conjunto de todos os pontos on do alvo. Se imagmamos um 
sistema de eixos coordenados com a origem no centre do alvo, podemos definir va- 
rias variaveis aleatorias para esta experiencia. Uma delas e a variavel aleatoria bidi- 


t A expressao “variavel estocastica” tambem se usa como sinonimo de “variavel aleatoria”. A palavra 
estocastica procede de uma raiz grega e significa “sorte” e segundo parcce foi introduzida por Bernoulli 
e e de uso frequente na teoria das probabilidades. 
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mensional que atribui ao ponto <o as suas coordenadas rectangulares (x, y). Outra e 
a que atribui a as coordenadas polares r e 6. Exemplos de variaveis aleatorias uni- 
dimensionais sao aquelas que atribuem a cada co precisamente uma das suas coorde- 
nadas, tais como por exemplo x ou r. Numa experiencia deste tipo pretendemos 
muitas vezes saber a probabilidade de que a flecha atinja determinada regiao do alvo, 
por exemplo o printeiro quadrante. Este acontecimento pode descrever-se muito sim- 
plesmente por intermedio da variavel aleatoria que atribui a cada ponto to a sua 
coordenada polar 0, de rnodo que X(o>) = 8; o acontecimento “a flecha no primeiro 
quadrante” e o conjunto de pontos co tais que 0 < Afm) S j7r. 

Abreviaturas. Evitamos notacoes embaraqosas recorrendo a abreviaturas especiais 
para descrever certos tipos de acontecimentos e as respectivas probabilidades. Por 
exemplo, sete urn numero real, o conjunto de todos os a>do conjunto fundamental 
tais que X(co) = t representa-se abreviadamente por 

X = t. 

A probabilidade deste acontecimento escreve-se P(X = /) em vez de P([co \ X(co) = r}). 
Simbolos tais como P(X= a ou X = b) e P(a < X < b) definem-se de uma maneira 
semelhante. Assim, o acontecimento “X = a ou X = b" e a uniao dos dois aconteci- 
mentos U X — a e X = b"\ o simbolo P(X — a ou b) representa a probabilidade des- 
ta uniao. O acontecimento “a < X < b" e o conjunto de todos os pontos co tais que 
X(co) pertence ao intervalo semi aberto (a, b ], e o simbolo P(a < X < b) representa a 
probabilidade desse acontecimento. 


14.4. Exercicios 

!. Seja X uma variavel aleatoria unidimensional. 

(a) Se a, < b, mostrar que os dois acontecimentos a<X<beX<a sao disjuntos. 

(b) Determinar a uniao dos dois acontecimentos na alinea (a). 

(c) Provar que P(a < X < b) = P(X < b) — P(X < a). 

2. Seja (X, Y) uma variavel aleatoria bidimensional definida sobre o conjunto fundamental S. 
Quer isto dizer que (A, V) e uma fumpao que atribui a cada to de S um par de numeros reais 
(*(*»). n ca)). Evidentemente, X e Y sao variaveis aleatorias unidimensionais definidas em S. 
A notacao 


X <,a, Y <,b 

representa o conjunto de todos os elementos to de S tais que X(to) < a e K(&>) < b. 

(a) S ea<bcc<d descrever, em fun<pao dos elementos de S, o signiftcado da seguinte no- 
tacao: a < X < b, c < Y < d. 

(b) Mostrar que os dois acontecimentos “X < a, Y < c” e “X < a, c < Y < d" sao disjuntos. 
Interpretar estes acontecimentos geometricamente. 

(c) Determinar a uniao dos dois acontecimentos em (b). 

(d) Generalizar o Exercicio 1 (c) ao caso bidimensional. 
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3. Langam-se dois dados perfeitos, sendo o resultado de cada langamento expresso por um 
par ordenado (a, b), em que cada um dos valores a c b e um inteiro de I a 6. Seja X a va- 
riavel aleatoria que atribui o valor a 4- b ao resultado (a, b). 

(a) Descrever as hipoteses de realizagao dos acontecimentos “X = 7”, “ X = II”, “X = 7 ou 
X = 11”. 

(b) Calcular as probabilidades dos acontecimentos da alinea (a). 

4. Considere-se uma experiencia que consiste no langamento simultaneo de quatro moedas 
(ou no lanqamento de uma moeda quatro vezes). Para cada moeda definir uma variavel 
aleatoria que atribui o valor 1 a saida da face “cara” e o valor 0 a saida da face “cruz", e 
representem-se essas variaveis aleatorias por X ,, X 2 , X 2 , X t , atribuindo as probabilidades 
P(X, — I) = P(Xj = 0) = J para cada X,. Considerar uma nova variavel aleatoria Y que atribui 
a cada resultado o numero total de faces “cara” obtido nas quatro moedas. Exprimir Y em 
fungao de X„ X 2 , X 2 , X t e calcular as probabilidades P(Y = 0), P(Y = 1), e P(Y < I). 

5. Uma pequena empresa ferroviaria tern meios apenas para o transporte de 100 passageiros 
por dia entre duas cidades, a um prego fixo (para a companhia) de 7S00 por passageiro. 
Se um dia compram bilhetes mais de 100 passageiros a companhia e obrigada a proporcio- 
nar o transporte em autocarro aos passageiros que excedem a centena ao prego de I0$00 
por pessoa. Seja X a variavel aleatoria que representa o numero de passageiros que com- 
pram bilhetes num determinado dia. Os valores possiveis de X sao os inteiros 0, 1, 2, 3, ... , 
ate um certo maximo desconhecido. Se Y representa a variavel aleatoria que exprime o 
custo total diario (em’ escudos) para a companhia pelos passageiros transportados, exprimir 
Y em funcao de X. 

6. Uma fabrica dotada de linha de produgao em cadeia tern dois terminals A e B. Em A 
montam-se X unidades por hora; estas sao imediatamente transportadas para ft, onde sao 
inspeccionadas a razao de Y unidades por hora, sendo Y, < X. Os valores possiveis de X e Y 
sao os inteiros 8, 9 e 10. Seja Z a variavel aleatoria que representa o numero de unidades 
que saem da linha de produgao durante a primeira hora. 

(a) Exprimir Z em fungao de X e Y supondo que cada uma das variaveis X e Y e constante 
durante a primeira hora, 

(b) Descrever, de maneira analoga, a variavel aleatoria U que da conla do numero de uni- 
dades produzidas nas duas primeiras horas consecutivas de produgao. Cada uma das varia- 
veis X e Y e constante durante cada hora, mas os valores constantes durante a segunda hora 
nao coincidem necessariamente com os da primeira hora. 


14.5. Fungoes de rcpartigao 

Voltamos agora de novo ao problema do calculo de probabilidades de aconteci- 
mentos associados com uma dada variavel aleatoria. Seja X uma variavel aleatoria 
unidimensional definida num conjunto fundamental S, sendo S um conjunto de Borel 
num n-espago para n £ 1. Seja P uma medida de probabilidade definida nos subcon- 
juntos de Borel de S. Para cada a> de S, X{<o) e um numero real, e quando oy per- 
corre os elementos de 5 os mimeros A'(w) percorrem um conjunto de numeros reais 
(0 contra dominio de A"). Este conjunto pode ser finito, infinito numeravel, ou nao 
niimeravel. Para cada real l consideramos o seguinte subconjunto particular de S\ 


-4(0 = (<y | x(ai) <> t). 
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; Se f e menor que todos os mimeros do contradomi'nio de X, o conjunto A(t) sera va- 
zio; caso contrario, A(t) sera um subconjunto nao vazio de S. Admitamos que para 
cada t o conjunto A(t) e um acontecimento , isto e, um conjunto de Borel. De acordo 
com o estabelecido na final da Secgao 14.3, representamos este acontecimento peio 

’ simbolo X ^ t. 

Suponhamos conhecida a probabilidade P( X g t ) para todo o real t. Veremos que 
o conhecimento desta probabilidade permitir-nos-a calcular as probabilidades de 
muitos outros acontecimentos de interesse. Consegue-se isso usando as probabilida- 
des P(X S /) como base para a construgao de uma nova fungao F, chamada a fungao 
de distribuifao ou de repartigao de X, que se define da maneira seguinte: 

DEFINICAO DA FUNCAO DE REPARTICAO. Seja X uma variavel aleatoria unidimen- 
sional. A fungao F dejinida para todo o real t pela equagao 

F{t) = P(X < t) 


chama-se a fungao de repartigao da variavel aleatoria X. 

h 

1 Nota: Algumas vezes, utiliza-se a notagao F x para evidenciar o facto de que a 

i fungao de repartigao esta associada a uma certa variavel aleatoria X. O valor da 

fungao em t escreve-se entao F x {t). 

i 

y E importante ter presente que a fungao de repartigao F esta definida ao longo de 
todo o eixo real, muito embora o contradomi'nio de X possa ser unicamente uma 
parte limitada desse eixo real. Com efeito, se todos os numeros A"(a») estao num certo 
intervalo finito [a, b\, entao para t < a a probabilidade P(X < t) e zero (visto que para 
t < a o conjunto X < t e vazio) e para t > b a probabilidade P(X < t) e I (porque 
neste caso o conjunto X < t e todo o conjunto fundamental). Isto significa que para 
i- variaveis aleatorias X limitadas cujo contradominio e interior ao intervalo (a, b \ se 
v tern F(t) = 0 para todo t < ae Fit) — 1 para todo t > b. 

Passamos em seguida ao estabelecimento de um certo numero de propriedades 
?' comuns a todas as fungoes de repartigao. 

' TEOREMA 14.2. Se F e uma funqao de repartigao de uma variavel aleatoria unidimen- 
sional X. entao tem-se: 
f (a) 0 < Fit) < 1 para todo/. 

■ (b) P(a < X £b) = Fib) -Fia) se a <b. 

j (c) F(a) <, Fib) se a < b. 
f 

| Demonstrapao: A alinea (a) resulta imediatamente da definigao de F porque as 
| probabilidades estao sempre compreendidas entre 0 e 1. 

I Para demonstrar (b) observe-se que os acontecimentos “a < X < b" e “X < a" sao 
£ disjuntos. A sua uniao e o acontecimento “ X < b" . Usando a aditividade obtemos 
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P(a<X<b) + P(X < a) = P{X <, b), 
que tambem pode por-se na forma 

P(a < X ^ b) = P(X < b) - P(X <, a) = Fib) - F(a). 

A alinea (c) resulta de (b), uma vez que P(a < X < b) > 0. 

Nota: Usando a analogia da distribuipao de massa, podemos dizer que F(t) re- 
presenta a quantidade de massa total situada entre — oo e ( (incluindo o proprio 
ponto i). O total de massa localizada no intervalo semi-aberto (a, f>l e F(b) — F(a). 

F(i) F(i) 




Fig. 14.1. Funpao de repartipao de uma va- 
riavel aleatoria limitada. 


FIG. 14.2. Funpao de repartipao de uma 
variavel aleatoria nao limitada. 


A figura 14.1 mostra uma funpao de repartipao de uma variavel aleatoria X cujos 
valores A'(w) estao no intervalo (0, 1], Este exemplo particular e conhecido como 
uma distribuiQao uniforme. Aqui tem-se 

F(t) = 0 para / < 0, F(t) — t para 0 < / < l , F(t) = 1 para / > l . 

A figura 14.2 mostra um exemplo de uma funpao de repartipao correspondendo a 
uma variavel aleatoria nao limitada. Este exemplo e conhecido por distribuifao de 
Cauchy e os valores correspondentes sao dados por 

F(t) = - + — arctan t . 

2 n 

Mais adiante analisaremos casos praticos que conduzem a distribuipoes uniformes e 
de Cauchy. 

Nota: Recorrendo a analogia da distribuipao de massa, poderiamos dizer que 
na figura 14.1 nao foi distribuida qualquer quantidade de massa probabilistica a 
esquerda da origetp ou a direita do ponto l. Toda a massa foi distribuida no inter- 
valo 10, 11. O grafico de F, neste intervalo, e uma recta porque a massa foi distri- 
buida com uma densidade constantc. Na figura 14.2 a massa probabilistica foi 
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distribuida ao longo de todo o eixo. O grafico nao e Lima recta porque a dislribui- 
cao se fez coni densidade variavel. 

O teorema 14.2 (b) diz -nos como calcular (em funcao de F) a probabilidade de que 
X esteja num intervalo semi-aberto da forma (a, 61. O teorema que apresentamos a 
seguir refere-se a outros tipos de intervalos. 

TEOREMA 14.3. Seja F uma furtgao de repartit^ao de uma variavel aleatoria unidimen- 
sional X. Entao se a < b tem-se 

(a) P(a <X <b) = F{b) - F{a) + P{X=d). 

(b) P{a<X <b) = F(b) - F(a ) - P(X = b) . 

(c) P(a<X < 6) = F{b) - F(a) + P(X = a) - P(X = b). 


Demonstracao. Para demonstrar (a) observemos que os acontecimentos “o < X < b” 
e “X — a" sao disjuntos e a sua uniao e "a < X < b". Utilizando a aditividade e o teore- 
ma 14.2 (b) obtemos(a). As alineas (b) e (c) demonstram-se do mesmo modo. . 

Deve notar-se que os quatro acontecimentos 

a <. X <. b , a <, X <, b, a<X<b, e a <, X < b 

tem igual probabilidade se e so se P(X= a) = 0 e P{X — b) — 0. 

Os exemplos representados na figura 14.1 e 14.2 evidenciam-se com duas outras 
propriedades inerentes a todas as funqoes de reparticao, as quais se enunciam no teo- 
rema seguinte. 

TEOREMA 14.4. Se F e a funcao de repartifdo de uma variavel aleatoria unidimensional 
X entao tem-se 

(14.1) lim F(t) = 0 e lint F(f) = 1 . 

t-*—oo <-*+00 

Demonstracao. A existencia dos dois limites em (14.1) e o facto de que os dois limi- 
tes estao entre 0 e 1 e de conclusao imediata, visto que Fe uma fum;ao monotona cujos 
valores estao compreendidos entre 0 e 1 . 

Representamos os limites em (14.1) respectivamente por L , e L 2 , Para demonstrar- 
mos que L x = 0 e que L 2 — 1 recorreremos a propriedade da probabilidade ser com- 
pletamente aditiva. Para isso exprimimos todo o espafo S como uma uniao numeravel 
de acontecimentos disjuntos: 


S = U (-« < X < -n + 1) U U(n < X < n + 1). 

n=l 7i— 0 


Entao, pela aditividade, obtemos 
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P(S)'=2P(~n < X £ -n + 1) +JP(b < X < n + 1) 

n — 1 «=0 

M N 

= lira 2[F(-n + l)-F(-B)3+lim j [F(n + 1) - FOOl- 

M~* <X) n — 1 N~* oo tj = 0 

Varias parcelas do segundo membro anulam-se mutuamente, dando-nos 
P(S) = Jim [F(0) - F(~M)] + lim [F(N + 1) - F(0)] 

M-*oo N-*<x> 

= F( 0) — L x + L„ - F(0) = L 2 — L; . 

Porque F(5) = 1, a igualdade anterior significa que F 2 - L, = 1 ou seja que L 2 = 1 + L,+ 
Por outro lado, temos tambem que L 2 < 1 e L, > 0. Jsto implica que L 2 = 0 e F, = l- 
como se afirmara. 


14.6. Discontinuidades das funcoes de repartigao 


Urn exemplo de possibilidade de existencia de uma fun<;ao de reparti 9 ao com dis- 
continuidades e apresentada na figura 14.3. Recorrendo mais uma vez a analogia de 
distribuieao de massa poderiamos dizer que F tern uma discontinuidade (a que cor- 



sivel. degrau) de uma funeao de repartieao. 


responde um salto ou degrau) em cada ponto que content uma quantidade positiva 
de massa. Como o teorema seguinte mostra, o salto e igual ao total de massa proba- 
bilistica concentrada naquele ponto particular. 

TEOREMA 14.5. Se F e a funpao de repartipdo de uma variavel aleatoria unidimensio- 
nal X, entao para cada valor real t tem-se 

(14.2) lim F(t) = F(a) 


(14.3) 


limF(r) = F(n) - P(X = a). 
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Noia: O limite (14.2) diz-nos que Fe continua a direita de cada ponto a, porque 
Fit) - F{a ) quando t-a por valores a direita de a. Por outro lado (14.3) diz-nos 
que quando / — a por valores a esquerda de a, F(r) tendera para F(a) se e so se a 
probabilidade P(X — a) e zero. Quando P(X — a) nao e zero, o grafico de F apre- 
senta um salto em a do tipo representado na figura 14.4. 

Demonstracao. A existencia dos limites resulta imediatamente de F ser monotona 
V e limitada. Interessa agora provar que os limites tern os valores indicados. Para tal 
consideremos a alinea (b) do teorema 14.2. S et>a escrevemos 

i (14.4) F(r) = F(c) + P(a < X ^ 0 ; 

s e t < a escrevemos 


f : (14.5) 


F(t) = F(a) - F(t <X <a). 


I'; Fazendo/-*a+ em (14.4) encontramos 


lim F(/) = F(a) + limP(u < X < t), 

H<1+ 


?■ enquanto que s e(-fl- em (14.5) obtemps 


? limF(t) = F(a) — limP(f < X < a). 

ft t-'a— t-*a— 

V 

•i Portanto para demonstrar (14.2) e (14.3) devemos estabelecer duas igualdades: 


> (14.6) 


limP(a < X < t) = 0 


(14.7) lim P(t < X <, a) = P(X = a) . 

t~*a— 

Estas podem justificar-se intuitivamente do modo seguinte: quando t-*a + , o interva- 
lo semi-aberto (a, ri tende a confundir-se com o intervalo vazio, isto e, a intersecpao de 
todos os intervalos semi-abertos (a, t] para t > a, e vazia. Por outro lado, quando 
t-*a- o intervalo semi-aberto (/, a] tende a confundir-se com o ponto a. (A intersec- 
qao de todos os intervalos (f, a ] para t > a i o conjunto )a}.) Deste modo, se a proba- 
bilidade se comporta de maneira continuas as igualdades (14.6) e (14.7) devem ser 
validas. Para conduzir este raciocinio a uma demonstraqao rigorosa procedemos do 
modo seguinte: 

Para todo inteiro n > 1, seja 


(14.8) 


Pn = < X < a + 
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Par^ provar (14.6) basta demonstrar aqui que p „-> 0 quando oo. Representemos 
por S„ o acontecimento 

a + — — < X < a + 
n 4- 1 it 

Os conjuntos S„ sao disjuntos e a sua reuniao 5Vu 5 2 u5 3 u -e o acontecimento 
a < X < a + 1. Pela aditividade numeravel temos: 

(14.9) | P(S n ) = P(a < X < a + 1) = Pl . 

71-1 

Por outro lado, a equa?ao (14.8) implica que 

P rt Pn + 1 = P(Sn) > 
peio que de (14.9) obtemos a relapao 

(14-10) 2(Pn-Pn+l)=Pr- 

71=1 

A convergencia da serie e urna consequencia de(14.9). Mas a serie no primeiro mem- 
bro de (14.10) tem por soma 

Pi ~ I’m Pn- 

ft-* 1 (30 

Por conseguinte (14.10) implica que lim„^ O0 /i n = 0, o que prova (14.6). 

Uma ligeira modificacao deste raciocinio permite-nos demonstrar igualmente (14.7). 
Visto que 


P(t < X < a) = P(t < X < a) + P(X = a) 


necessitamos provar unicamente que 


limP(r < X < a) — 0. 

f-*a— 


Com tal finalidade introduzimos os numeros 


In = p(a - ± < X < aj 


e provamos que q„^0 quando n — oo. Neste caso consideremos os acontecimentos T, 
definidos por 
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1 . v . 1 
it n + 1 

para n= 1, 2, 3, Estes sao acontecimentos disjuntos e a respectiva uniao e o 

acontecimento a — 1 < X < a, pelo que se tern 

lP(T n ) = P(a-l<X<a) = qi . 

7i — 1 

Tendo presente que q„- <?„+,= P(T„), completamos a demonstrate como atras. 

O tipo mais geral de fun^ao de repartiqao e qualquer fungao real F gozando das 
propriedades seguintes: 

(a) Fe monotona crescente em todo o eixo real, 

(b) F e continua a direita de cada ponto, 

(c) lim^.^ F(t) = 0 e lim ( _ +ro F(t) = 1 . 

Com efeito pode demonstrar-se que, para cada tal fun^ao F, existe uma correspon- 
dente fum;ao de conjunto P, definida nos conjuntos de Borel do eixo real, tal que F 
e uma medida de probabilidade que atribui a probabilidade F(6).— F(a) a cada inter- 
valo senii-aberto (rr, b\. Para uma demonstracao desta propostao ver H. Cramer, 
Mathematical Methods of Statistics, Princeton University Press, Princeton, N.J.: 1946. 

Existem dois tipos especiais de distributees, chamados discretas e continuas , que 
assumem particular importancia na pratica. No caso discreto toda a massa esta con- 
cenlrada num numero finito, ou numa infinidade numeravel de pontos, enquantoque 
no caso continuo a massa e distribuida, com densidade constante ou variavel, ao longo 
de um intervalo (finito ou infinito). Estes dois tipos de distributees serao tratados 
em pormenor nas proximas seccoes. 

14.7. Distributees discretas. Fun^oes de massa probabilistica 

Seja X uma variavel aleatoria unidimensional e consideremos uma nova funeao p 
chamada a furicdo massa probabilistica de X. Os seus valores p(t) sao definidos, para 
cada numero real t, pela equaeao. 

p(t) = P(X=t). 

Quer dizer, p(t) e a probabilidade de que X tome o valor de t. Quanao pretendemos 
por em destaque que p esta associada com X escrevemos p x em vez de p e p x (t) em 
vez de p{t). 

O conjunto dos numeros reais t para os quais p(t) > 0 e finito ou numeravel; re- 
presentamo-lo por T e sera 

r ={t |/>(0 >o}. 

A variavel aleatoria X diz-se discreta se 
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I P( 0-1. 

t€T 

Por outras palavras, X e discreta se a unidade de massa probabilistica esta distribuida 
sobre o eixo real, concentrando-se uma massa positiva p{t ) em cada ponto t de um 
certo conjunto T, finito ou infinito numeravel, e nao existindo qualquer massa nos 
restantes pontos. Os pontos de T chamam-se os pontos de massa probabilistica de X. 

Para vari&veis aleatorias discretas o conhecimento da funpao de massa probabilis- 
tica permite-nos calcular as probabilidades de acontecimentos arbitrarios. Com cfei- 
to, existe o seguinte: 

TEOREMA 14.6. Se A e um subconjunto de Borel da recta real R, e se P(X EA) repre- 
sertta a probabilidade do conjunto de o> lal que X(to) E A, entao 

(14.11) P(XeA) = 2 P(x), 

xeA r\T 

onde T e o conjunto de pontos de massa probabilistica de X. 

Demonstracao. Uma vez que A e\T ^ A e T — A c. R — A, temos 

(14.12) 2 P( x ) < P(XeA) e 2 p(x)<P(X$A). 

xeA r\T xeT-A 

Mas A o T e T- A sao conjuntos disjuntos cuja uniao e T , pelo que a segunda desi- 
gualdade.em (14.12) e equivalente a 

1- I p(x) < 1 — P(X 6 A) ou 2 p(x)^P(XeA). 

xeAnT xeAr\T 

Combinando esta com a primeira desigualdade de (14.12) obtemos (14.11). 

Nota: Uma vez que p(x) = 0 quando x $ T, a soma do segundo membro de (14.1 1) 
pode escrever-se 2i€a p( x ) sem perigo de confusao. 

Quando A e o intervalo (— oo, /|, a soma do segundo membro de (14.1 1) da o valor 
da funpao de repartipad F(/), AsSim, temos 

Hi) - F(* < 0 - 2 p(x). 

x<t 

Se uma variavel aleatdria X 6 disCfeta, a corresponded te iutip&o de repartipad F diz^se 
tambern discreta. 

Na pratica ocorrem frequenterrtettte OS seguliites exctnplos de distribtlipdes dis- 
cretas. 

EXEMtM.O 1. Distribuicao binomial. Seja p um numero real dado satisfazendo a 
0 < p£ 1 e q = 1 — p. Suponhamos uma variavel aleatoria X que toma os valores 0, 
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1,2 com n um inteiro positivo fixo, e suponhamos que a probabilidade P(X — k) 
e dada por 



(a) A funcao massa probabilisiica (b) A funcao de repurtieao. 

FiG- 14,5. A funcao massa probabilisiica e a funcao derepurlicaode uma dislribuigao 
binomial com parametros n — 5 e p — ). 

Esta defini<pao de probabilidades puntuais esta correcta porque a soma de todas 
das e 

p*q"- k = (p + q)» = I- 

A corresponderUe funcao de reparti^ao F x diz-se ser uma dixlrjbuifdo binomial de 
parametros n e p. Os seus valores podem calculur-se pela formula 



As distribuicoes binomiais aprcsenlam-se, de modo natural, no easo de uma suces- 
sao de experiencias num esquema de Bernoulli, sendo p a probabilidade do "aconle- 
cimenlo favoravel" e q= 1 /> a probabilidade do “aconlecimenlo contrario”. Na 

verdade, quando a variavel alealoria X da conta do numero de aconteeimentos favo- 
raveis em n experiencias, P(X = k) c precisamente CJ)p k q"~ k em virtude da formula 
de Bernoulli. (Ver o teorema 13.3 da Seccao 13.16). A Figura 14.5 mostra ograficoda 
funcao massa probabilistica e a correspondenle funcao de reparticao para uma dislri- 
buigao binomial com os parametros n = 5e/) = |. 


2><x = 
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EXEMPLO 2. Distribuicao de Poisson. Seja A um numero real e positivo e X uma 

variavel aleatoria que toma os valores 0, 1, 2, 3, Se a probabilidade P(X = k) e 

dada por 

e ~ x X k 

P(X = k) = para k - 0, 1, 2, . . . , 

fc! 

a correspondente funpao de repartipao F x diz-se definir uma distribuifao de Poisson 
com o parametro A. E assim designada em homenagem ao matematico frances S. D. 
Poisson (1781-1840). E valida esta definipao de probabilidades porque 


^P(X = k) 




Os valores da funpao de repartipao calculam-se atraves das somas parciais 


F x (0 = e~ x J 

0<k<l 


k\ 


A. distribuipao de Poisson e aplicavel a muitos problemas relativos a acontecimen- 
tos aleatorios ocorrendo no tempo, tais como acidentes de trafego, ligapoes para mi- 
meros errados em comunicapoes telefonicas, e trocas de cromossomas em celulas 
provocadas por raios X. Nos livros de Feller e Parzen, citados no final deste capitulo, 
faz-se a analise de algumas aplicapoes especificas. 


14,8. Exercicios 

1. Lanpa-se um dado perfeito. Para variavel aleatoria X toma-se o numero de pontos obtidos. 
Desenhar o grafico da correspondente funpao de repartipao F x . 

2. Lanpam-se simultaneamente dois dados perfeitos. Seja X a variavel aleatoria definida pelo 
total de pontos obtidos. Construir uma tabela para os valores nao nulos de funpao massa 
probabilistica p x e trapar o grafico da correspondente funpao de repartipao F 

3. A funpao de repartipao Fde uma variavel aleatoria X define-se do modo seguinte: 

0 se f< -2, 

1 se -2^r<0, 

f se 0 .<, t < 2, 

1 se / Si 2 . 
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(a) tragar o grafico de F. 

(b) Descrever a fungao massa probabilistica p e tragar o respectivo grafico. 

(c) Calcular as seguintes probabilidades: P(X = I), P(X g I), P(X < i), P{X = 2), P(X g 2), 
P(0 < X < 2). P(0 < X < 2), F(l g X < 2). 

4, Considerar uma variavel aleatoria X cujos valores possiveis sao todos os numems racionais 

da forma — e n + com n = 1 . 2, 3, . . . .Sc 
n + I n 

P { X = nTl) “ P [ X = ~n~) = FT’ * 


verificar que e possivel esia defmigao de probabilidades e esbogar a forma geral do grafico 
da fungao de repartigao F x . 

5. A fungao massa probabilislica p de uma variavel aleatoria X e zero excepto nos pontos 
/ = 0, 1,2. Nesses pontos loma os valores 


p( 0) = 3c 3 , p(\) = 4c - 10c 3 , p(2) =5 c - L , 


para algum c > 0. 

(a) Determinar o valor de c. 

(b) Calcular as seguintes probabilidades: ( P(X < I), P(X < 2), /*(! < X S 2), P( 0 < X < 3). 

(c) Definir a fungao de repartigao Fe tragar o seu grafico. 

(d) Determinar o maior valor de i tal que F(i) < 

(e) Determinar o menor valor de f tal que F (/) > j. 


6. Uma variavel aleatoria X tern uma distribuigao binomial com parametros n = 4ep=f. 

(a) Definir a fungao massa probabilistica ,p,e tragar o seu grafico. 

(b) ; Definir a fungao de repartigao Ffe tragar o seu grafico. 

(c) Calcular as probabilidades P(l < X < 2) e P(l < X < 2). 

7. Supor que se langa sobre uma mesa uma brocha, a qua! cai ou com a ponta para cima ou 
numa posigao estavel com a ponta sobre a mesa. Supor que exisle uma probabilidade p de 
que fique com a ponta para cima: 

(a) Admitindo que se langam sobre a mesa duas brochas identicas, e supondo que os acon- 
tecimentos sao aleatoriamente independentes, provar que a probabilidade de que ambas 
fiquem com a ponta para cima e p 2 . 

(b) Continuando a alinea (a), seja X a variavel aleatoria definida pelo mimero de brochas 
que ficam com a ponta para cima (os valores possiveis de X sao 0, I e 2). Calcular as pro- 
babilidades P(X = 0) e P(X = 1). 

(c) Representar a fungao de repartigao F^quando p = j. 

8. Dada uma variavel aleatoria X cujos valores possiveis sao 1, 2, . . . , rt, supor que a proba- 
bilidade P(X = k) e proporcional a k. Determinar a constante de proporcionalidade, a 
fungao massa probabilistica p x , e a fung&o de repartigao F x , 

9. Dada a variavel aleatoria X cujos valores possiveis sao 0, 1, 2, 3, ... , supor que P(X — k) e 
proporcional a c k lk\ onde c e um mimero real fixo. Determinar a constante de proporciona- 
lidade e a fungao massa probabilistica p. 
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10. (a) Langa-se urn dado perfeito. O conjunto fundamental c S — 11, 2, 3, 4, 5, 6|. Se o numero 
de pontos obtidos for Impar urn jogador recebe um escudo; caso contrario pagara um es- 
cudo. Seja X a variavel aleatoria que define os ganhos do jogador em cada jogada {nu- 
mero de escudos). (Os valores possiveis de X sao + 1 e - 1.) Definir a fungao massa proba- 
bilistica p A e a fungao de repartigao F x . Tragar os respectivos graficos. 

(b) Langa-se uma moeda perfeita ao ar. O conjunto fundamental cS=|W, T (. Se o resul- 
tado e a face “cara” o jogador recebe um escudo; se sai a face "cruz” o jogador pagaum 
escudo. Seja V a variavel aleatoria que defmo o ganho do jogador (numero de escudos) em 
cada. jogada. Provar que a fungao massa probabilistica p Y e a fungao de repartigao F Y sao 
identicas as da alinea (a). Mostra este exemplo que diferentes variaveis aleatorias podem ter 
a mesma fungao de repartigao. Existem infinitas variaveis aleatorias tendo uma dada fungao 
de repartigao F. (Porque?) Tais variaveis aleatorias dizem-se estarem idenlicamenle distri- 
buidas. Todo o teorema relativo.a uma fungao de repartigao particular eaplicavel a qualquer 
das infinitas variaveis aleatorias possuindo essa fungao de repartigao. 

1 1. Sabe-se que o numero de minutos que uma pessoa tem que esperar por um comboio em 
certa estagao do metropolitan© e uma 'variavel aleatoria X com a seguinte fungao massa 
probabilistica; 

p(t) = 0 excepto para i ~ 3/r/lO se k = 0, 1, 2, . . . , 10. 

/>(*) = A se * = 0-3. 0.6, 0.9, 2. 1 , 2.4, 2.7, 3.0 . 

pit) = A se t = 1 . 2 , 1 . 5 , 1 . 8 . 

Tragar o grafico da correspondente funguo de repartigao F. Seja A o acontecimenlo que 
consiste em uma pessoa ter que esperar entre 0 e 2 minutos (incluindo 0 e 2), e seja B o 
aconlecimento de ter que esperar entre 1 e 3 minutos (incluindo 1 e 3). Calculur as proba- 
bilidades; PiA ), P{B), PiA n B), P{BuA), P{A US). 

1 2. (a) Se 0 < p < 1 e q = I — p, mostrar que 


sendo 



(b) Dado .3 > 0, seja p— Ain para n > .1. Demonslrar que Q „ - l quando n- oo e que 



X k 


— e~ l quando n 


oo. 


Este resultado sugere que, para grandes valores de n e pequenos valores de /r, a dislribui- 
gao binomial e aproximadamente a mesma que a distribuigao de Poisson, com tanto que o 
produto n p seja aproximadamente constante; este valor constante e o parametro .1 da 
distribuigao de Poisson. 
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I 14.9. Distributives continuas. Fungoes densidade 

I Seja X uma variavel aleatoria unidimensional e F a sua fun<pao de repartigao, de 
| modo que F(t) - P(X < t) para todo o real t. Se a probabilidade P(X = t) e zero para 
| todo t entao, peto teorema 14.5, Fe continua em todo o eixo real. Neste caso Fdiz-se 
I uma distribuipao continua e X chama-se uma variavel aleatoria continua. Se a derivada 
f F' existe e e continua num intervaio la, ri o segundo teorema fundamental do calculo 
| permite-nos escrever 

| (14.13) F(t) - F(a ) = jj(u) du, 

j 

) sendo / a derivada de F. A diferentja F(t)—F(a) e, naturalmente, a probabilidade 
f P(a < x <_ t), e a equagao (14.13) exprime esta probabilidade por intermedio de urn 
I integral. 

I Algumas vezes a fungao de repartigao Fpode exprimir-se por um integral da forma 
| (14.13), no qual o integrando /e integravel mas nao necessariamente contlnuo. Sem- 
[ pre que uma equa<;ao tal como (14.13) seja valida para todos os intervalos [a, /], o 
i integrando / chama-se a funqao densidade de probabilidade da variavel aleatoria A" (ou 
if da funcao de reparticao F), desde que /seja nao negativa. Por outras palavras, temos 
' a seguinte definigao: 

DEFINICAO DA FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE. Seja X uma variavel alea- 
toria unidimensional com uma funpao de repartifdo F, continua. Uma funpao nao nega- 
f tiva f diz-se uma funfao densidade de probabilidade de X (ou de F) se for integravel em 
l todo o intervaio [a. t\ e se 

i (14.14) F(t) — F(d) — £ /(u) du . 

Se em (14.14) fizermos a-> -oo, entao F(a)-> 0 e obtemos a importante formula 
(14.15) F(t) = P(X < 0 = J^f(u) du , 

valida para todo o real t. Se fizermos agora t-* + oo, e tivermos presente que F(f)-* t, 
obtemos 


( 14 . 16 ) 


/*+<» 

j f(u) du — 1. 

J — O0 


Para variaveis aleatorias discretas a soma de todas as probabilidades P(X = /) e igual 
a 1. A formula (14.16) e a propos'to analoga para o caso contlnuo. Existe igual- 
mente uma forte analogia entre as formulas (14.11) e (14.15). A fun<pao densidade 
desempenha o mesmo papel para as distributes continuas que a fun^Ao massa pro- 
babilistica p para as distributes discretas-a integra^ao substitui a soma no calculo 
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das probabilidades. Ha, contudo, lima importante diferenga. No caso discreto p(t) g 
a probabilidade de que X — t, mas no caso continuo/(r) nao e a probabilidade de que 
X = t. Com efeito, esta probabilidade e zero porque F c contmua para todo t. Natu- 
ralmente, isto significa tambem que para uma distribuigao continua se tern 

P{a < X < b) = P(a < X < b) = P(a < X ^ b) = P(a < X < b). 

Se F tern uma densidade / cada uma dessas probabilidades e igual a integral f* /(u) 
du. 

Nota: Uma dada distribuigao pode admitir mais do que uma fungao densidade, 
visto que o valor do integrando em (14.14) pode mudar-se num numero finito 
de pontos sem que por isso se altere o integral. Mas se / e continua em t entao 
f(t)= F'(t)\ neste caso o valor da fungao densidade em t fica completamente 
determinado por F. 

Visto / ser nao negativa, o segundo membro de (14.14) pode interpretar-se geome- 
tricamente como definindo a area da porgao do conjunto de ordenadas de /situado a 
esquerda da recta x — t. A area de todo o conjunto de ordenadas e igual a 1. A area 
da parte do conjunto de ordenadas correspondenle a um dado intervalo (seja aberto, 
fechado ou semi-aberto) define a probabilidade de que a variavel aleatoria X assuma 
un valor naquele intervalo. A figura 14.6 mostra um exeniplo de uma fungao de re- 
partigao continua F e a correspondenle fungao densidade /. A ordenada F(t), na fi- 
gura 14.6 (a), c igual a area da parte sombreada da figura 14.6 (b). 

Nas Secgoes seguintes vamos estudar alguns exemplos importantes de distribuigoes 
continuas. 


14.10. Distribuigao uniforme num intervalo 

Uma variavel aleatoria X , unidimensional, diz-se admitir uma fungao de repartigao 
uniforme Csobre um intervalo finito Ifl, 6| se F for definida do modo seguinte: 



u 


se t < a , 
se a < t < b, 
se t > b . 



(a) A fungao de repartigao F 


(b) A fungao densidade /. 


Fig. 14,6. Uma distribuigao uniforme sobre um intervalo I a . 61 e a corresponden- 

te fungao densidade. 
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[Esta e uma distribuisao continua cujo grafico esta representado na figura 14.6 (a). 

A derivada F\t) existe para todo o valor de t , excepto nos pontos a e b e podemos 

Jescrever 

F(0 = J* f(u)du, 

i'onde f i a fumjao densidade definida do modo seguinte: 

fl j{b — a) se a<t<b, 

m = L 

(0 para os restantes valores t. 

0 grafico de / esta tragado na figura 14.6(b). 

t O teorema que apresentamos a seguir caracteriza distribuipoes uniformes de outro 
modo. 

TEOREMA 14.7. Sejam X uma variavel aleatoria unidimensional com todos os seus 
va lores num intervalo finita [a, b\ y e F a funpao de reparticao de X. A funpao F e uniforme 
em la, b\ se e so se 

(14.17) P(Xel) = P(XeJ) 

para todo o par de subintervalos l e J de la, b 1 com a mesma amplitude, caso em que se tern 


P(X el) = 


com h a amplitude de /. 


b — a 


■ Demonstracao. Admitamos primeiramente que X tern uma distribuiqao uniforme 
; sobre. la, b\. Se jc, c + h] e qualquer subintervalo de [a, b\ de amplitude h temos 


P(c<X <c + h) = F(c + h) - F(c) = 


c + h — a 
b — a 


b — a b — a 


Isto prova que P(X 6 /) = P(X € J) - hl(b - a), para todo o par de subintervalos / e J 
de [a, b } de amplitude h. 

. Para demonstrar o reciproco, suponhamos que X satisfaz a (14.17). Observemos em 
primeiro lugar que F(t) = 0 se t < a e F(t) =1 se t > b, uma vez que X tern todos os 
seus valores em [a, 61. 

Introduzamos uma nova funpao g definida no intervalo (0, b - a 1 por 
(14.18) g(u) — P(a < X <; a + u) se 0 < u <, b — a. 


Recorrendo a aditividade e a propriedade (14.17) encontramos 
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g(u + v) = P(a <X<a + u + v) 

= P(a < X < a + u) + P(a + w<Jf<a+w + u) 

= g(u) + P(a < X < a v) = ^(«) + g(t>), 

desde que 0 < u + v< b — a, isto e, g satisfaz a equapao funcional 

g(u + v) = g(w) + £0) 

para todas as funpoes u e v tais que u > 0, v > 0, u + v< b — a. Esta e a chamada equa- 
qdo funcional de Cauchy. Demonstraremos um pouco mais adiante que toda a solupao 
nao negativa da equapao funcional de Cauchy e dada por 

g(u) = — - — g(b — a) para 0 < u < b — a . 
b — a 

Aplicando isto na equapao (14.18) encontramos que paraO < u < b — a se tem 

P(a < X <a + u) = — P(a < X <, b) — 

b — a b — a 

uma vez que P(a < X < b)= I. Por outras palavras, 

F(a 4- u) — F(o) = — — — se 0 < w <C — a. 

b ~ a 

Fazendo t = a + u, podemos escrever a igualdade anterior na forma 

F(<) — F(a) = — — se a < t <, b . 

b — a 

Mas F(a) — 0* uma vez que F e continua a direita. Logo 

se a<,t<,b, 

b — a 

o que prova que Fe uniforme em [a, b). 

TEOREMA 14.8. SOLUCAO DA EQUACAO FUNCIONAL DE CAUCHY. Seja g uma funfdo 
real defmida no intervalo semi-aberto (0, d e gozando das duas propriedades seguintes: 

(a) g(ti + ») = g(u) -f g{v) sempre que u,v e u+ v pertencem a (0; d. 

(b) g e nao negativa em (0, d. 

Entao g vein dada pela formula 

g(u) = ~ g(<0 para 0 < u <, c . 
c 
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j 

■ Oemonstrafdo. Por uma mudanga de escala podemos reduzir a demonstra^ao ao 
§caso particular cm que c— 1. Com efeito, seja 

ig, 1 ' 

|| G(x) — g(:x) para 0 < x <, 1 . 

j^Entao G e nao negativa e satisfaz a equaqao funcional de Cauchy 

| G(x + y) = G(x) + G(y) V 

jjsempre que x, y e x + y pertencem a (0, 1], Se provarmos que 

p I- 

|(14.19) G(x) = xG( 1) para 0 < x < 1 

jV resulta que g(cx) = xg(c), ou que g(u) = («/c)g(c) para 0 < u < c. 

I v Se x pertence ao intervaio (0, 11 entao xl 2 pertence igualmente ao mesmo intervalo 


:■?' e tem se 


0W - 6 © +c ©-“(! 


S' Por indupao, para cada ,v em (0, 1 ] tem-se 


(14.20) 


G(x) = nG 


para n = 1, 2, 3, . . . . 


Analogamente, se y e my pertencem a (0, 11 tem-se 

G(my ) = mG(y ) para m = 1, 2, 3 

, Fazendo y = xln e utilizando (14.20) obtemos 

i °(rK c “> 


se x e mxln pertencem a (0, l|. Por outras palavras, temos 


(14.21) 


G(rx) — rG(x ) 


para todo o niimero racional positivo r tal que x e rx pertencem a (0, 11. 

Consideremos agora uro x qualquer no intervalo aberto (0, 1) e sejam {r„l e ( /?„} 
duas sucessoes racionais em (0, 1 1 tais que 

limr„ = lim R„ 

»-*oo n~+ oo 


r n <x < R 


e 


= x. 
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A equaqao funcional de Cauchy e a propriedade de G ser nao negativa mostram qu e 
G( x + >>) > G(x), pelo que G e monotona crcscente em (0, 1 1. Por conseguinte 

G(r n )^G(x)<G(R n ). 

Aplicando (14.21) podemos escrever de novo 

r n G{\) < G{x) < R n G(V>- 

Fazendo n-*oo encontramos x(7(l) ^ G(jc) < jcG(I), pelo que G(.v) = .vG(l), o que 
prova (14.19). 

Nota: As distribuiqoes uniformes sao frequentes em experiencias cujos resulta- 
dos sao pontos escolhidos ao acaso num intervalo [a, 61, ou em experiencias que se 
referem a um intervalo la, b\ como um alvo onde e inrpossivel fazer pontaria. Os ter- 
mos “ao acaso” e “impossivel fazer pontaria” sao usualmente interpretados como 
significando que se /e qualquer subintervalode la, b ), entaoa probabilidade P(X G /) 
depende unicamenteda amplitude de / e nao da sua localizacao em la, b], O teorema 
14.7 mostra que as distributes uniformes sao as unicas distributes com estas 
propriedades. 

Voltemos agora a nossa atenpao para as questdes de probabilidades formuladas no 
nicio do capitulo. 

Exemplo. Divide-se um segmcnto de recta em duas partes, determinando ao acaso 
o ponto de divisao. Seja X a variavel aleatoria definida pelo cociente do comprimento 
da parte esquerda pelo comprimento da parte direita. Determinar a fun^ao de re- 
partiqao F x . 

Resolufao. Usemos o intervalo [0, 1 1 para representar o segmento de recta e expri- 
mamos o ponto de divisao pela variavel aleatoria F(o>) = to para cada em (0, 1). Uma 
vez que o ponto de divisao e escolhido ao acaso admitimos que a Y corresponde uma 
funqao de reparticao uniforme F Y sobre (0, l ). Logo 

F r (t) — t para 0 < / <^ 1 . 

Se o segmento se divide pelo ponto &>, entao ai/(1 -w)eo cociente do comprimento 
da parte esquerda pelo da parte direita. Deste modo ,V(<y)— <W(l — a>). 

Se t < 0 temos F x {t) = 0, uma vez que o cociente X(a>) nao pode ser negativo. Se 
t > 0 a desigualdade X(co) < t e equivalente a tu/( 1 — a>) < t, a qual e equivalente a 
io < z/( 1 + t). Portanto 

FA.) - F(X S o = f(y S , F r (^) - ^ 


visto que 0 < r/( 1 + t) < 1 . 
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I Podemos agora calcular diversas probabilidades. Por exemplo, a probabiiidade de 
|qiie as duas partes tenham igual comprimento e P(X = 1) = 0. Com efeito, porque F x 
| e uma fungao de repartigao continua, a probabiiidade de que A' tome um valor parti- 
I cular e zero. 

I A probabiiidade de que o segmento da esquerda tenha pelo menos o dobro do com- 
1 primento do segmento da direita e P(X > 2) = 1 - P{X < 2) = 1 - § = ±. Analogamente, 
fa probabiiidade de que o segmento da direita tenha pelo menos o dobro do compri- 
j| mento do segmento da esquerda e P(X < \) = f A probabiiidade de que o segmento 
imais comprido tenha pelo menos o dobro do comprimento do segmento mais curto 
ie P (X>2)+ P{X<\) = 1 

I 

1 14.11. Distribuigao de Cauchy 

* Uma variavel aleatoria X diz-se uma distribuigao de Cauchy F se 

h F(/) = arctan t 

■ 2 TT 



(a) A fungao de repartigao F (b) A fungao densidade /. 

FiO. 14.7 Fungao de repartigao de Cauchy e correspondente fungao densidade. 

para todo o real t. Esta fungao admite derivada continua para todo o valor de /; a 
correspondente fungao densidade, continua, e dada pela formula 


/O) = 


1 

7r(l + F) ' 


Os graftcos de Fe /estao representados nas figuras 14.7(a) e (b) respectivamente. 

A experiencia que vamos referir conduz a uma distribuigao de Cauchy. Uma agulha 
que pode girar em torno do ponto (- 1,0) e posta em movimento e deixa-se parar ao 
acaso. Um resultado da experiencia e 0, o angulo da agulha com o eixo OX, o qual se 
mede de modo que — n/2 < 9 < nil. Seja X a variabel aleatoria definida por X(6) = 0 
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que admite uma distribuigao uniforme no intervalo [-t/2,.t/2| com densidade /,(?) = 
= 1 /tt se — n!2 < t < 7 t/2 . 

Consideremos agora a variavel aleatoria K definida por. 

y(6) — tan 0 . 

Vamos provar que Y admite uma distribuicao de Cauchy F Y se X admitir uma distri- 
buiqrao uniforme em [— tt/2 , t/21 . 

Se a < / seja a- = arc tg a e 0 = arc tg /. Entao tem-se 

F Y (t) - F r (a) = P(a < Y < t) = P(« < * < 6) = / A -(u) du = ? . 

Ja TT 

Porque 'a -*■ — ni 2 quando o -* — oo obtemos 

F r (/) = - + -^ 7r = — arctan / + - . 

17 7T 2 

lsto prova que Y admite uma distribuicao de Cauchy. 


14.12. Exercicios 

1. Uma variavel aleatoria X tem uma funcao de reparlicao conti'nua F, definida do modo se- 
guinte 


(0 se t <, 0, 

F{t) ^{ct se 0 ^ / <£ 1 , 

1 se Ol. 


(a) Determinar a constante c e defmir a funcao densidade f 

(b) Calcular as probabilidades P(X = 3 ), P(X < 3 ), F{).vj < j). 

2. Seja f{t) = c|sen r|paraj/| < ntl e fit) — 0 para os restantes valores de t. Determinar o valor 
da constante c de modo que./ seja a funcao densidade de uma funcao de repartiqao continua 
F. Determinar tanibem F e trafar o respectivo grafico. 

3. Resolver o Exercicio 2 se fit) = c (4t — 2 1 2 ) para 0 < r < 2, c fit) — 0 para os restantes va- 
lores de t. 

4. O tempo em minutos que uma pessoa e obrigada a esperar por um autocarro e uma variavel 
aleatoria com a funcao densidade / definida por 

fit) = i para 0 < t < 1, fit) = \ para 2 < t <4, fit) = 0 j para os res- 
tantes valores de t. 

Calcular a probabilidade de que o tempo de espera dessa pessoa seja (a) superior a um m>- 
nuto; (b) superior a dois minutos; (c) superior a tres minutos. 
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I5. Uma variavel aleatoria X tem uma funpao de repartipao coritinua Ft a funpao densidade/ 
f A funpao densidade goza das seguintes propriedades: /(f) = 0 se f < ), f{\) = 1 ,/(() e linear se 
' j 5 / ^ ! . /( 1 - t) =f(t) para todo /. 

(a) Trapar o grafico de f 

\ (b) Dar um conjunto de formulas que definam Ft trapar o seu grafico. 

(c) Calcular as probabilidades seguintes: P{X < 1), P(X < j), P(X < 3), P(X < j), 

i />(*<*< §). 

6. Uma variavel aleatoria X tem uma distribuipao uniforme em [—3, 31. 

(a) Calcular P(X = 2), P(X < 2), /><] X | < 2), PQ A - 2| < 2). 

(b) Determinar f para o qual P( X > f) = j- 

1 7. A “Lethe Subway Company" tem em determinada estapao um comboio, na direcpao norte, 
cada 30 minutes. Um homem entra na estapao num instante ao acaso. Seja X a variavel 
aleatoria definida pelo niimero de minutos que o homem tem que esperar ate chegar o pri- 
meiro comboio. Suponhamos que X tem uma distribui^ao uniforme no intervalo 10, 301. (£ 
este o significado a atribuir a expressao “entra na estacao num instante ao acaso"). 

(a) Para cada k = 5, 10, 15, 20, 25, 30, calcular a probabilidade deque eletenhade esperar k 
minutos pelo primeiro comboio e chegar a estaeSo. 

(b) Uma empresa concorrente, a Styx Subway Company, esta autorizada a fazer passar na 
mesma estaeao e em direceao ao norte, um comboio cada 30 minutos, mas devendode- 
correr pelo menos 5 minutos entre as chegadas a estapao de dois comboios de empresa 
diferentes. Suponhamos que os passageiros entrant na estapao em instantes ao acaso e tomam 
sempre o primeiro comboio a chegar a estapao. Provar que a Styx Company pode organizar 
o seu horario de modo a que transporte cinco vezes mais passageiros que a outra empresa. 

8. Seja X uma variavel aleatoria com a funpao de repartipao F x no intervalo 10, II. Seja 
Y — aX + b, com a > 0. Determinar a funpao de repartipao F Y e trapar o respectivo grafico. 

9. Uma roda de roleta content os inteiros de 0 a 36, distribuidos por 37 arcos iguais. Poe-se a 
roda a girar e deixa-se parar ao acaso, registando-se o niimero da roda mais proximo de 
uma marca fixa. Considere-se este ponto de paragem como uma variavel aleatoria X com 
uma distribuipao uniforme. Calcular a probabilidade de que X esteja num arco contendo 
(a) o inteiro 0; (b) um inteiro n no intervalo 1 1 < n < 20; (c) um inteiro impar. 

10. Diz-se que uma variavel aleatoria tem uma distribuipao de Cauchy com parametros a e b, 
com a > 0, se a sua funpao densidade e definida por 


/(') = 


tt cF + (r 


Verificar que o integral de /de — 00 a + 00 e 1 , e determinar a funpao de repartipao F. 

11. Seja /,(/)= 1 para 0 < t < I, e seja/(/) = 0 para os restantes valores de t. Defina-seuma 
sucessao de funpoes { f H \ pela formula 

/naW “ \"jd x ~ OMOdl. 

(a) Provar que/„ +l (.r) = /*/„(/)<* 

(b) Trapar os graficos de/,/ 2 e /,. 

12. Considerar o Exercicio 1 1 . Provar que cada funpao f n e uma densidade de probabilidade. 


14.13. Distribuipoes exponenciais 

Seja A uma constante positiva. Uma variavel aleatoria unidimensional A 1 diz-se ter 
uma distribuipao exponencial Fde parametro A se 




(a) A fun?ao dc reparticao F. (b) A fun?ao densidade f 

Fig. 14.8 Uma distribuipao exponential e a correspondente funpao densidade. 


As distributes exponenciais gozam de uma propriedade caracteristica que sugere 
a sua aplicagao em certos problemas relativos a desintegraqao radioactiva, acidentes 
de trafego, e avarias em equipamentos electronicos tais como valvulas electronicas. 
Esta propriedade e analoga aquela que caracteriza as distributees uniformes e pode 
descrever-se do modo seguinte: 

Designamos por X o tempo decorrido ate que uma peta do equipamento avarie e 
por F a fun?ao de repartigao de X. Admitamos que F(t) = 0 para / < 0, nao se impondo 
de momento outras restriqoes a F. Se t > 0, entao X < t e o acontecimento “ocorre a 
avaria no intervalo de tempo [0, t]”. Logo X > t e o acontecimento complementar, 
“nao ocorre avaria no intervalo de tempo [0, /]”. 

Suponhamos que nao ocorre qualquer avaria no intervalo de tempo [0, f]. Qua! e 
a probabilidade de que o mesmo se verifique no intervalo de tempo [f, t + si? Este 
e um problema de probabilidades condicionadas. Pretendemos determinar 
P(X > r + j|*> r), a probabilidade de que nao ocorre qualquer avaria no interva- 
lo de tempo [0, i + j], sabendo que ela nao i ocorre de certeza no intervalo de tempo 
10, t). 
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y Segundo a definipao de probabilidade condicional temos 

P[(X > t + s) O (X > Q] P(X > t + s) 
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Cr (14.22) P(X > t + s | X > f) = 


P(X > 0 


P(X > t) 


> Suponhamos agora que F e uma distribuipao exponencial de parametro X > 0. 
Entao F(t) = 1 - <?->' para f > 0, e P(X> f) = I — P(X< f) = <»+•«' Logo (14.22) es- 

■crevc-se 

.-AU+s) 


P(X > f + s I X > f) 


e"-* 5 = f*(X > 5 ). 


Por outras palavras, se a pepa do equipamento sobrevive no intervalo de tempo [0, fl, 
■entao a probabilidade de assim continuar no intervalo [f, f + s]'e igual a probabilidade 
de sobrevivencia no intervalo (0, .v! com a mesma amplitude. Quer isto dizer que a 
probabilidade de sobrevivencia depende unicamente da amplitude do intervalo de 
tempo e nao da idade do equipamento. Expressa em termos da funpao de repartipao 
- F, esta propriedade estabelece que 


(14.23) 


1 - F(t + 5 ) 

1 - P(f) 


= 1 ~ F(s) para todo t > 0 e s > 0 . 


O teorema seguinte mostra que as distribuipoes exponenciais sao as unicas gozando 
desta propriedade. 


TEOREMA 14.9. Se F e uma furuyao de repartipao de probabilidade satisfazendo a 
equapao funcional (14.23), com F(t) < 1 para /> 0, entao existe uma constante positiva 
A > 0 tal que 

F(t) = 1 — e u para todo t > 0. 


Demonstrapao. Seja g(t) — — log [1 — F(f)l para f > 0. Entao 1 — F(r) ^ e-db, de 
modo que para demonstrar o teorema basta demonstrar que g(t) = At para algum 
A > 0. 

Agora g c nao negativa e satisfaz a equapao funcional de Cauchy 


g(t + s) = g(t) + g(s) 

para todo t > 0 e s > 0. Deste modo, aplicando o teorema 14.8 com c— 1, deduzimos 
que g(f) = fg(l) para 0 < f < 1. Seja A = g(l). Entao A = - log [I - F(I)1 > 0- e por 
conseguinte g{t) = At para 0 < t < 1. 

Para demonstrar que g(r) = At para todo t > 0, fapamos (7(f) = g(t) - At. A funpao 
G satisfaz tambem a equapao funcional de Cauchy. Alem disso, G e periodica de perio- 
do 1 porque G(t + 1) = (7(f) + (7(1) e (7(1) = 0. Uma vez que G e identicamente nula 
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em [0, 1] a periocidadc mostra que G(t) — 0 para todo t > 0. Por outras palavras, 
g(t) = At para todo t > 0, o que completa a demonstrapao. 

EXEMPLO 1. Seja X uma variavel aleatoria que mede o tempo de vida (em horas) 
de um certo tipo de valvula electronica. Admitamos que X tem uma distribuipao ex- 
ponenciai com parametro A = 0,001. O fabricante desejagarantiras valvulas para uma 
durapao de T horas. Determinar T de modo que P( X > T)- 0,95. 

Resolucao. A funpao de repartipao e dada por F(t) = I — e~ M para t > 0, com 
A = 0,001. Uma vez que P(X > T)= 1 - F(T) = e~ XT , escolhemos T de modo que 
e -xT= o,95. Logo T= - (log 0,95)/A = - 1000 log 0,95 = 51,25+ . 


exemplo 2. Consideremos a variavel aleatoria do Exemplo 1, mas com o valor de 
A nao especificado. O raciocinio seguinte sugere um processo razoave! de determi- 
naqao de A. Partimos com um numero inicial de valvulas electronicas no instante 
t = 0, e representamos por g(t) o numero de valvulas ainda a funcionarem ao fim de t 
horas. O cociente [g(0) — g(t)Ug(0) e a fracgao do numero original que avariaram no 
tempo /. Porque a probabilidade de que certa valvula avarie no tempo t e 
I _ g -Ar, parece razoave! espera que a equapao 


(14.24) 


m - g(o , ~xt 

=1 — e 

g( 0) 


seja uma boa aproximapao da realidade. Se aceitamos (14.24), obtemos 


g(t) = g(Q)e~ xt . 


Por outras palavras, sob as hipoteses (14.24), o numero g(/) obedece a uma lei expo- 
nencial de deteriorapao com a constante de deteriorapao A. A constante A pode cal- 
cular-se em termos da vida media. Se t x e a vida media entao j = g(t { )/g( 0) = e~ M <, pelo 
que A = (log 2 )/!,. Por exemplo, se a vida media de uma grande amostra de valvulas 
e conhecida e igual a 693 horas, obtemos A = (log 2)/693 = 0,001. 

14.14. Distribuipoes normals 

Sejam mes numeros reais fixos, com a > 0. Uma variavel aleatoria X diz-se ter uma 
distribuifdo normal de media m e variancia <P se a funpao densidade /e definida pela 
formula 

^ c — [{(— 2 

para todo o real t. A correspondente funpao de repartipao F c, naturalmente, o integral 


JX0 - - 4= f du . 

(TV 2*77 



Tabua 14.1 Valores da fungao de repartigao da variavel normal reduzida 


m 


yjlrr l-co ^ 


t/2 du. 


t 

0,00 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,05 

0,06 

0,07 

0,08 

0,09 

0,0 

0,5000 

0,5040 

0,5080 

0,5120 

0,5160 

0,5199 

0,5239 

0,5279 

0,5319 

0,5359 

0,1 

0,5398 

0,5438 

0,5478 

0,5517 

0,5557 

0,5596 

0,5636 

0,5675 

0,5714 

0,5753 

0,2 

0,5793 

0,5832 

0,5871 

0,5910 

0,5948 

0,5987 

0,6026 

0,6064 

0,6103 

0,6141 

0,3 

0,6179 

0,6217 

0,6255 

0,6293 

0,6331 

0,6368 

0,6406 

0,6443 

0,6480 

0,6517 

0,4 

0,6554 

0,6591 

0,6628 

0,6664 

0,6700 

0,6736 

0,6772 

0,6808 

0,6844 

0,6879 

0,5 

0,6915 

0,6950 

0,6985 

0,7019 

0,7054 

0,7088 

0,7123 

0,7157 

0,7190 

0,7224 

0,6 

0,7257 

0,7291 

0,7324 

0,7357 

0,7389 

0,7422 

0,7454 

0,7486 

0,7517 

0,7549 

0,7 

0,7580 

0,7611 

0,7642 

0,7673 

0,7704 

0,7734 

0,7764 

0,7794 

0,7823 

0,7852 

0,8 

0,7881 

0,7910 

0,7939 

0,7967 

0,7995 

0,8023 

0,8051 

0,8078 

0,8106 

0,8133 

0,9 

0,8159 

0,8186 

0,8212 

0,8238 

0,8264 

0,8289 

0,8315 

0,8340 

0,8365 

0,8389 

1,0 

0,8413 

0,8438 

0,8461 

0,8485 

0,8508 

0,8531 

0,8554 

0,8577 

0,8599 

0,8621 

1,1 

0,8643 

0,8665 

0,8686 

0,8708 

0,8729 

0,8749^ 

6,8770 

0,8790 

0,8810 

0,8830 

1,2 

0,8849 

0,8869 

0,8888 

0,8907 

0,8925 

0,8944 

08962 

0,8980 

0,8997 

0,9015 

1,3 

0,9032 

0,9049 

0,9066 

0,9082 

0,9099 

0,9115 

/ 0,9131 

0,9147 

0,9162 

0,9177 

1,4 

0,9192 

0,9207 

0,9222 

0,9236 

0,9251 

0,9265 

0,9279 

0,9292 

0,9306 

0,9319 

1,5 

0,9332 

0,9345 

0,9357 

0,9370 

0,9382 

0,9394 

0,9406 

0,9418 

0,9429 

0,9441 

1,6 

0,9452 

0,9463 

0,9474 

0,9484 

0,9495 

0,9505 . 

0,9515 

0,9525 

0,9535 

0,9545 

1,7 

0,9554 

0,9564 

0,9573 

0,9582 

0,9591 

0,9599 

0,9608 

0,9616 

0,9625 

0,9633 

1,8 

0,9641 

0,9649 

0,9656 

0,9664 

0,9671 

0,9678 

0,9686 

0,9693 

0,9699 

0,9706 

1,9 

0,9713 

0,9719 

0,9726 

0,9732 

0,9738 

7 0,9744 

0,9750 

0,9756 

0,9761 

0,9767 

2,0 

0,9772 

0,9778 

0,9783 

0,9788 

.0,9793 

0,9798 

0,9803 

0,9808 

0,9812 

0,9817 

2,1 

0,9821 

0,9826 

0,9830 

0,9834 

' C,9838 

0,9842 

0,9846 

0,9850 

0,9854 

0,9857 

2,2 

0,9861 

0,9864 

0.9868 

0,9871 

0,9875 

0,9878 

0,9881 

0,9884 

0,9887 

0,9890 

2,3 

0,9893 

0,9896 

0,9898 

0,9901 

0,9904 

0,9906 

0,9909 

0,9911 

0,9913 

0,9916 

2,4 

0,9918 

0,9920 

0,9922 

0,9925 

0,9927 

0,9929 

0,9931 

0,9932 

0,9934 

0,9936 

2,5 

0,9938 

0,9940 

0,9941 

0,9943 

0,9945 

0,9946 

0,9948 

0,9949 

0,9951 

0,9952 

2,6 

0,9953 

0,9955 

0,9956 

0,9957 

0,9959 

0,9960 

0,9961 

0,9962 

0,9963 

0,9964 

2,7 

0,9965 

0,9966 

0,9967 

0,9968 

0,9969 

0,9970 

0,9971 

0,9972 

0,9973 

0,9974 

2,8 

0 9974 

0,9975 

0,9976 

0,9977 

0,9977 

0,9978 

0,9979 

0,9979 

.0,9980 

0,9981 

2.9 

0,9981 

0,9982 

0,9982 

0,9983 

0,9984 

0,9984 

0,9985 

0,9985 

0,9986 

0,9986 

3,0 

0,9987 

0,9987 

0,9987 

0,9988 

0,9988 

0,9989 

0,9989 

0,9989 

0,9990 

0,9990 

3, a 

0,9990 

0,9991 

0,9991 

09991 

0,9992 

0,9992 

0,9992 

0,9992 

0,9993 

0,9993 

3,2 

0,9993 

0,9993 

0,9994 

0,9994 

0,9994 

0,9994 

0,9994 

0,9995 

0,9995 

0,9995 

3,3 

0,9995 

0,9995 

0,9995 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9996 

0,9997 

3,4 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9997 

0,9998 

3,5 

0,9998 

0,9998 

0,9998 

09998 

0,9998 

0,9998 

0,9998 

0,9998 

0,9998 

0,9998 

3,6 

0,9998 

0,9998 

0,9999 

0,9999 

0,9999 

0,9999 

0,9999 

0,9999 

0,9999 

0,9999 
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Fig. 14.9 Funpao de repartipao da varia- 
vel normal reduzida (ou tipica): m= 0, 
<7=1. 



Fig. 14.10 A funpao densidade de uma 
distribuipao normal com media m e va- 
riancia ij 1 . 


£ evidente que esta funpao F e monotona crescente, continua para todo o valor de t 
e tende para 0 quando - oo. Tambem se pode provar que F(f)- 1 quando /-» + oo. 
(Ver Exercicio 7 da Secpao 14.16). 

O caso particular em que m = 0, a = I chama-se a djstribuip3o normal standard 
(ou padrao ). Neste caso a funpao de reparticao F representa-se habitualmente pela 
letra®. Assim, 

<F(f) = -L= f e-“ ,/2 du . 

\/2tt J-<*> 

O caso geral pode reduzir-se ao caso standard pela mudanga de variavel v — (u - >n)lo 
no integral de F. Isto conduz-nos a formula 

A tabua 14.1 e uma tabua de valores de <I>(r) com quatro casos decimals para valores 
de t espatpados em intervalos de amplitude 0,01 desde t — 0,000 ate t = 3,69. Na figura 
14.9 esta representado o grafico de^(f). O grafico da fun<pao densidade /e a famosa 
curva em “forma de sino” desenhada na figura 14. 10. G maximo da curva corresponde 
a media m. Para grandes valores de a a curva achata-se, e para o pequeno tem a forma 
de um cume como na figura 14.10. 

As distribuipoes normais estao entre os mais importantes de todas as distribuiipdes 
continuas. A muitas variaveis aleatorias que ocorrem na natureza correspondem fun- 
ipoes de repartipao normais, ou aproximadamente normais. Como exemplos citaremos 
a medida .da estatura dos individuos de uma grande populapao, certas medidas sobre 
grandes populates de seres vivos encontrados na Biologia e os erros de observapao 
cometidos ao fazer um grande numero de medidas. Na Fisica, a lei de Maxwell das 
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Fig. 14.11 A fungao densidude dc uma distribugao noi ,nal considerada com uma 
aproximapao da fungao massa probabilistica de uma distribugao binomial. 


velocidades implica que a fungao de repartigao das velocidades, em qualquer direcgao 
dada, de uma molecula de massa M de um gas, a temperatura absoluta T, e normal 
com media 0 e variancia M/(k^T) com k constante (a constante de Boltzmann). 

A distribuigao normal e igualmente de importancia teorica devido a poder usar-se 
de forma aproximada para as distribuigoes de muitos fenomenos aleatorios. Um 
exemplo e a distribuigao binomial com parametros n e p. Se X e uma variavcl aleatoria 
com distribuigao binomial de parametros n c p, a probabilidade P(a < X < b) e dada 
pela soma 



com q - 1-/7. Para grandes valores de n sao necessarios calculos laboriosos para de- 
terminar esta soma. Na pratica evitam-se estes calculos recorrendo a formula apro- 
ximada 


(14.25) 



pV - * 


0 / fc-«p_+£ \ _^/a -n P - 
V 'J npq I V \jnpq 




significando o simbolo ~ que os dois membros de (14.25) sao assintoticamente iguais, 
ou, por outras palavras, o cociente do primeiro membro pelo segundo tende parao 
limite l quando n-co. A relagao limite expressa em (14.25) e um caso particular do 
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chamado teorema li/nite central da teoria das probabilidades. Este teorema (discutido 
mais em pormenor na Secgao 14.30) justifica a importancia teorica das distributes 
normals. 

A figura 14.11 ilustra a formula aproximuda (14.25) e mostra que pode serexacta 
para um valor de n suficientemente grande. As linhas a tracejado sao as ordenadas 
da fungao massa probabilistica p de uma distribuigao binomial com os parametros n = 
= 10 e p=)j. Estas ordenadas sao calculadas pela formula 

P (t) = P(X = t ) = para i « 0, 1, 2, .... 10 . 


As ordenadas para t = 7, 8, 9 e 10 nao estao tragadas porque ai o valor de probabili- 
dade e praticamente zero. Por exemplo, /?(10) = (j) 10 = 2 ,<, /10 , ° = 0,0000001024. A 
curva regular e o graft da fungao densidade / de um distribuigao normal (com media 
m= np= 2 e variancia a 2 = npq= 1,6). Para calcular a probabilidade P(a < t < b) a 
partir da fungao massa probabilistica p, adicionamos os valores da fungao p(t) nos 
pontos em que esta concentrada a massa do intervalo a < t < b. Cada valor de p(t) 
pode ser interpretado como a area de um rectangulo de altura p(t) localizado sobre 
um intervalo de comprimento unitario centrado em t. (Como exemplo, temos na fi- 
gura 14.11 um rectangulo desses centrado em /= 3). A formula (14.25) resulta de se 
substituirem as areas desses rectangulos pela area do conjunto de ordenadas de / re- 
ferente ao intervalo [a — b + \], 


14.15. Indicagdes referentes a distribuigdes mais gerais 

Nas secgoes precedentes discutimos exemplos de distribuigdes discretas e conti- 
nuas. Os valores da probabilidade de uma distribuigao discreta calculam-se adicionan- 
do os valores da correspondence massa probabilistica. Esses valores numa distribuigao 
continua calculam-se por integragao da fungao densidade. Existent, todavia, distri- 
butes que nao sao nem discretas nem continuas. Entre estas estao as chamadas dis- 
tribuigoes de tipo “misto”, nas quais a distribuigao da massa probabilistica e parcial- 
mente discreta e parcialmente continua. (Na figura 14.3 mostra-se um exemplo). 

Uma fungao de repartigao F diz-se mista se pode exprimir-se por uma combinagao 
linear da forma 

(14.26) F(t) = c^it) + c 2 F 2 (t ) , 

sendo F , discreta e F 2 continua. As constantes c, e c 2 devem verificar as relagoes 

0 < cj < 1 , 0 < c 2 < 1 , -(- c 2 == I . 

As propriedades das distribuigdes mistas podem estabelecer-se estudando as que sao 
discretas ou continuas e recorrendo a linearidade expressa na igualdade (14.26). 
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Um tipo de integral, conhecido como integral de Riemann-Stieltjes, torna possivel o 
tratamento simultaneo dos casos discreto, continuo e mistot- Embora este integral 
unifique o estudo teorico das fungoes de repartigao, em cada problema especifico a 
determinagao das probabilidades reduz-se a soma e integragao ordinarias. Nesta ex- 
posigao introdutoria nao pretendemos fazer o estudo do integral de Riemann-Stieltjes. 
Por tal facto estudamos paralelamente a maior parte dos topicos para o caso discreto 
e para o caso continuo. Todavia, apresentamos os detalhes completos unicamente 
para um dos casos, deixando ao leitor o trabalho de os completar para outro caso. 

Ainda mesmo o integral de Riemann-Stieljes e inadequado para o tratamento de 
fungoes de repartigao mais gerais. Mas um conceito mais forte, o charnado integral 
de Lebesgue-Stieltjestt, permite-nos tratar satisfatoriamente todos os casos. O estudo 
da teoria das probabilidades sob um ponto de vista superior nao pode fazer-se sem 
um conhecimento perfeito do integral de Lebesgue-Stieltjes. 


14.16. Exercicios 

1. Seja X uma variavel aleatoria que mede o tempo de vidafem horasjde um certo tipo de val- 
vula electronica. Supor para X uma distribuigao exponencial com parametro A = 0,00 1 . De- 
terminar Tde maneira que P( X > T) seja: 

(a) 0,90; (b) 0,99. Pode utilizar-se nos calcuios a formula aproximada - log (1 - x) = x + x 2 /2. 

2. Um material radioactivo desintegra-se segundo uma lei exponencial, com o periodode vida 
media de 2 anos. Considerar o tempo de desintegragao X (em anos) de um atomo e supor 
que X e uma variavel aleatoria com uma distribuigao exponencial. Calcularaprobabilidade 
de que um atomo se desintegre: (a) no intervalo 1 < X < 2,; (b) no intervalo 2 < X < 3; 
(c) no intervalo 2 < X < 3, sabendo que nao se desintegrou no intervalo 0 < X < 2; (d) no 
intervalo 2 < X < 3, sabendo que nao se desintegrou no intervalo 1 < X < 2. 

3. Verificou : se que a duragao (em minutos) das chamadas interurbanas em determinada cidade, 
e um fenomeno aleatorio com a fungao densidade de probabilidade 


ce — </3 



para t > 0 , 
para / <. 0. 


Determinar o valor de c e calcular a probabilidade de que uma chamada interurbana dure: 
(a) menos que 3 minutos; (b) mais que 6 minutos; (c) entre 3 e 6 minutos; (d) mais do que 
9 minutos. 

4. Seja 


M-L 


se t ^c, 
se t <c. 


com c e .1 conhecidos. 


t No capitulo 9 do livro do autor. Mathematical Analysis, Addison-Wesley (1957) (tradugao espanhola 
Analisis Matemdtico, Editorial Reverie) encontra-se um estudo da teoria do integral de Riemann-Stieltjes. 
1 1 Ver qualquer livro sobre teoria da medida. 
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Verificar que \™ x f(t)dt = 1 e determinar a funcao de repartiqao F tendo / como funcao 
densidade. Esta e a distribuicao exponencial com dois parametros, um parametro de desinte- 
gracao c e um parametro de posigao .1. 

5. Estabelecer e demonstrar uma cxtensao do leorema 14.9 para dislribuicbes exponenciais 
com dois parametros .1 e c. 

6. IJma variavel aleatoria X tern uma distribuicao exponencial com dois parametros 4 e c. 
Seja Y = aX + b, com a > 0. Provar que Y tem tambem uma distribuicao exponencial com 
dois parametros I'ec'e determinar estes parametros em funqao de a, b, c e X. 

7. No Exercicio 16 da Secqao 1 1.28 provou-se que j^e-^dx = yCr/2. Ulilizar este resultado 
para demonstrar que, para a > 0, tem-se 


Tjzj-l “ p I" ;(V?1 


8. Uma variavel aleatoria X tem uma distribuicao normal standard <J>. Provarque: (a) <t>(— x) = 
I - 4)(.v);(b)P(|A'| < k) = 2 4>(k) - l;(c)P(|4T| > k) = .2(1 - <D(k)). 

9. Uma variavel aleatoria V tern uma distribuicao normal standard <f>. Ulilizar a tabua 14.1 
para calcular cada uma das seguintes probabilidades: (a) P(X > 0); (b) P(I < X < 2); (c) 
PiX< 3);(d)P(|*| > 2). 

10. Uma variavel aleatoria X tern uma distribuicao normal standard d>. Ulilizar a tabua 14.1 
para determinar c till que: (a) P 0 X | > e) = f ; (b) P(| X \ > e) = 0,98. 

1 1. Supor que X tem uma funcao de reparticiio normal Fcom media m e variancia <P, c seja 4> 
a distribuicao normal standard correspondente. 

(a) Provar que 

m - *( 4 =) . 

(b) Determinar um valor de c tal que Pfl X — m \ > c) = $. 

(c) Determinar um valor de c tal que P(] X — m \ > r) = 0,98. 

12. Uma variavel aleatoria X tem uma distribuicao normal com media m = I e variancia o 2 = 4. 
Calcular cada uma das seguintes probabilidades: (a) P(— 3 g 3); (b) P (— 5 S A r < 3). 

13. Um arquiteto desenha um portal de um edificio a ser utilizado por pessoas cuja altura esta 
distribuida normalmente, com media m = 1,8 metros e variancia r/ 2 , com a = 10 centime- 
tros. Qual a altura minima possivel para o portal de modo a que nao mais do que I r .i das 
pessoas toque com a cabeqa na parte superior do mesmo? 

14. Se X tem uma distribuicao normal standard, provar que a variavel aleatoria Y = aX + h e 
tambem normal se a 0. Determinar a media e a variancia de Y. 

15. Supor uma variavel aleatoria X com uma distribuicao normal standard, e seja Y = X 7 . 

2 r V7 

(a) Provar que F T (t) = —= e~ u *l 2 du se t >0: 

V2 TT Jo 

(b) Determinar F Y (t) quando 1 < 0 e descrever a funcao densidade / r . 


14.17. Distribuipoes de funedes dc variaveis aleatorias 

Se p e uma funcao real cujo dominio inclui o contradominio da variavel aleatoria 
X, podemos construir uma nova variavel Y pela equaqao 


Y=<p(X), 
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o que significa que K(w)= <p[ X{ oj)\ para cada u> do conjunto fundamental. Se conhe- 
cermos a funpao de repartipao F*de X, como poderemos determinara funpq.o de re- 
partipao F y de K? Comepamos por apresentar um caso particular importante. Supon- 
hamos que <p e continua e estrictamente crescente era todo o eixo real. Neste caso <p 
adniite uma funpao inversa <j>, continua e estrictamente crescente, tal que, para cada 
par x e y. 


y = y{x) se, e so se, x = tp{y). 

Pela definipao de F y temos 

F y (t) = P(Y < t) = P[<p(X) < t\. 

Uma vez que <p e estrictamente crescente e continua, os acontecimentos “<p(X) < t" e 
“X < sao identicos. Deste modo P\<p(X) < /] = P[X < ^(r)] = F x [tj>(t)}. Logo as 
distributes F y z F^estao relacionadas pelaequapao 

(14.27) Fy(t) = F x [rp{t)]. 

Quando a funpao de repartipao F x c a funpao <f> admitem derivadas podemos derivar 
ambos os membros de (14.27), aplicando no segundo membro a regra da derivada da 
funpao composta, para obtermos 


FHO = F^[ V (0] • ?'(»)■ 

Esta igualdade proporciona-nos a seguinte relapao entre as densidades: 

fr(‘) =fx[W)] ■ 'P(t). 

EXEMPLO 1 . Y = aX + b. a > 0, Neste caso temos 

<p(x) = ax + b , y,(y) = , y >\y) - - . 

a a 

Visto tp ser continua e estrictamente crescente podemos escrever 

FAO = Fx e fy(t) ) . 

EXEMPLO 2. Y — A' 2 . Neste caso ip{x) = x 2 e o raciocinio atras efectuado nao e 
-directamente aplicavel porque <p nao e aqui estrictamente crescente. Todavia, pode- 
mos utilizar o mesmo tipo de raciocinio para determinar F y c f y . Pela definipao de F y 
temos 


Fy(i) = P(X 2 <, t). 
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Se / < 0 o acontecimenlo “ X 1 < t" e vazio e por isso P(X 2 < i) = 0. Deste modo 
F y {t) = 0 para / < 0. Se t > 0 temos 

P(X 2 < t) = < y < V/) = F Y (Vr) - F v (-Vo + J’t*' - -V/). 

Para uma distribuipao conlinua F x temos P(X = —y/7)= 0 e resulla a seguinte relapao 
entre F Y e F x \ 

fo se /<0, 

FrO) = ,- 

(F y (V/) - F x (-y/t) se />0. 

Para todo o t < 0 e para aqueles valores de t > 0 tais que F x e derivave! eni\//eem 
— \JT temos as seguintes relapoes entre as densidades: 

( 0 sc /<0, 

se/>0 . 

2s/t 

Na Secpuo 14.23 serao analisados outros problemas deste tipo com o auxi'lio de 
variaveis aleatorias bidimensionais. 


14.18. Exercicios 

!. Supor que X lem uma distribuipao uniforme no intervalo 10, II. Determinar a funpiio de 
repartipuo f r ea densidade de probabilidade f Y da variavel aleatoria Y se: 

(a) Y = 3X + 1 , (d) Y = log 1*1 , 

(b) y=-3*+l, (e) y = Iog* 2 , 

(c) Y=X 2 , (f) Y=e x . 

2. Seja X uma variavel aleatoria admitindo uma funpaoderepartipaocontinua/ 7 *. Se.</» e conti- 
nua e estrictamente crescente em todo o eixo real e se <p(x)-*a quando .v — — oo e (p(x)-b 
quando x-* +oo, determinar a funpao de repartipao F Y da variavel aleatoria Y = q>(X). De- 
terminar lamhem a densidade f Y , admitindo que F x e </> silo derivaveis. 

3. Supor que X tem uma distribuipao normal standard. Determinar uma funpao densidade de 
probabilidade da variavel aleatoria Y quando 

(a) Y = X 2 , (c) Y = e x , 

(b) y = \X\'X, (d) y = arctan*. 


14.19. Distribuipao de variaveis aleatorias bidimensionais 

O conceito de distribuipao pode generalizar-se para variaveis aleatorias n-dimen- 
sionais de uma maneira directa. O estudo do caso n= 2 indicar-nos-a o modo como 
essa generalizapao e feita. 

Se X e Y sao duas variaveis aleatorias unidimensionais definidas num mesmo con- 
junto fundamental S , (*, E) representara a variavel aleatoria bidimensionai cujo va- 
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lor num ponto generico u> de S e dado pelo par de numeros reais (X(co), K(a>)). A 
. notapao 

| X <, a, Y <, b 

i e uma forma abreviada para designar o conjunto de todos os elementos w de S tais 
que A'(^a) < a e Y(w) < b; a probabilidade deste acontecimento representa-se por 

P(X<a, Y<b). 

I Analogamente se interpretam as notapoes a < X < b,c < Y< d,e P(a < X < b,c < Y< d). 
O conjunto de pontos ( x , y) tais que x<aey<bi o produto cartesiano A X B dos 
dois intervalos infinitos A = [x\x < a} e B — {>- < *}. O conjunto A X B representa-se 
geometricamente pela regiao rectangular infinita representada na fig. 14.12. O numero 
P{ X < a, Y < b) representa a probabilidade de que um ponto (A"(a>)), K(<o)) esteja 
nesta regiao. Estas sao as probabilidades bidimensionais analogas as probabilidadfcs 
S unidimensionais P(X < a) e utilizam-se para definir as distributes de probabilidades 
I bidimensionais. 

( 

\ DEFINIQAO. A funyao de repartifdo da variavel aleatoria bidimensional {X, Y) e a 
| funcao real F definida para todo o par de numeros reais a e b pela igualdade 

1 

i 

F(a, b ) = P(X < a, Y< b). 

E tambem designada por distribuiydo conjunta das duas variaveis aleatorias unidimensio- 
nais X e Y. 

Para calcular a probabilidade de que (A', Y) esteja num rectangulo recorremos ao 
teorema seguinte que e uma generalizapao do teorema 14.2(b) 

TEOREMA 14.10. Se F e a funcao de reparticao de uma variavel aleatoria bidimensio- 
nal ( X , K), entao sea<bec<d tem-se 

; (14.28) P(a < X < b, c < Y <, d) = F(b, d) - F(a , d) - F(b, c ) + F(a, c) . 

L . Demonstrayao. Os dois acontecimentos “X < a, c < Y < d 1 e “X < a, Y < c" sao dis- 
[ juntos e a sua uniao e “X < a, Y < d" . Adicionando as probabilidades obtemos P(X < a, 
[ c< Y < d) + P(x < a, Y < c) = P(X < a, Y < d)\ logo 


P{X <a,c< Y <^d) = F(a, d) - F(a, c). 
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X < b, 
y<d 


X <b. 


X 



Fig. 14.12. Uma rcgiao rectangular infinity Fig. 14.13. O aconteeimento "X<b, Y<d~ 

A X B, ondc A = lx | x < a\ e B = \y | y < b\. expresso como a uniao de quatro aconteci- 

mentos disjuntos. 


Analogamente, temos 

P(a < X <, b, Y <, c) = F(b, c ) - F(a, C). 

Entao os quatro acontecimentos 

"X <, a, Y <, c," “X <, a, c < Y <, d,” 

“ a<X<,b,Y<c “a < X <, b, c < Y <>d" 

;sao disjuntos, e a sua uniao c “X S b, Y < cT. (Vcr figura 14.13.) Somando as corres- 
pondentes probabilidades e considerando as igualdadcs precedentes obtemos 

F(a, c ) + [F(a, d) - F(a, c)] + [Fib, c ) - F(a, c)] + F(a < X <, b, c < Y <, d) = F(b,d) 

o que c cquivalcnte a (14.28). 

A formula (14.28) da-nos a probabilidadc dc que a variavcl aleatoria (X. V) tenha 
um valor no rcctangulo (a, 61 X (c, d). Existem, naturalmcnte, formulas analogas para 
os rectangulos, (a, 61 X 1c, d 1, (a, 6) x (c, d), la, 6) X [c, d), etc. 

Nota: A analogia Com a distribu^o de massa pode gencralizar-se ao caso bi- 
dimensional. Aqui a massa total 1 distribui-se numa determinada regiao plana. A 
probabilidade P(a < X < 6, c < Y < d) representa a quantidade de massa proba- 
bilislica situada no rectangulo.(a, 6] x (c, d\. O numero F(a, b) mede a massa 




Calculo das probabilidades 


613 


pertencente a regiao rectangular infinita X < a, Y < b. Como no caso unidimen- 
sional, os dois tipos mais importantes de distribuipbes sao designados por discretas 
e continuas. No caso discreto todo a massa probabilistica esta concentrada num 
numero finite ou numa infinidade numeravel de pontos. No caso contrario a mas- 
sa e distribuida por toda uma regiao plana, distribuipao essa feita de maneira 
uniforme ou variavel. 

14.20. Distributees discretas bidimensionais 

Dada a variavel aleatoria (A", y), podemos definir uma nova funpao p, ebamada a 
funpao massa probabilistica de ( A , y), tal que 

p(x,y) = I>(X = x, Y = y) 

para todo o par de numeros reais (x, y). Seja T o conjunto dos pontos (x, >’) para os 
quais p(x, y) > 0. Pode provar-se que T e finito ou infinite numeravel. Se a soma dos 
vaiores p{x, y) para todo (x, y) em T e igual a 1 , isto e, se 

(14.29) 2 p(*,y)=i, 

(x.vleT 

a variavel aleatoria (A', y) diz-se discreta. Os pontos (x, y) de T chamam-se pontos de 
massa (probabilistica) de (A', Y). 

Suponhamos que x,, x 2 , x„ . . . , e »•„ r 2 , r,, .... sao vaiores possiveis de X e Y, res 
pectivamente, e seja 

Pn = 2 > (A'= x t , Y = y f ). 

Se cada py for positivo e a soma de todos os py for 1 , entao a probabilidade de urn 
acontecimento “(A, y)e£"ea soma de todos os py considerando todos os x,- e todos 
os yj para os quais (x„ yj) E E. Indicamos isto escrevendo 

P[(X,Y)eE]=2I Pa- 

Xi Vi 

(x it Vf)e£J 

Em particular, visto ser P(X < x, Y < y) = F (x, y), a distribuipao conjunta F(que 
tambem se chama discreta) e dada pela dupla soma 

(14.30) F(x,y)= 2 X Pa- 

X i<X Vf<V 


Os vaiores py podem tambem usar-se para reconstruir as funpoes massa probabilis- 
tica px e Py das variaveis aleatorias unidimensionais X e Y. Com efeito, se Ey repre- 
senta o acontecimento “A = x h Y = yf, os acontecimentos E n , E a , E ih . . . sdo disjun- 
tos e a sua uniao e o acontecimento “A = x”. Logo, pela aditividade numeravel, ob- 
temos 
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P(I=x,)=lP(£,)=2 Pl ,. 

j-i )=i 


P(Y = y i ) = lP(E ij ) = 2, Pii . 

t'=l *=1 

Deste modo as correspondentes distributes unidimensionais Fx e F y podem caicu- 
lar-se por intermedio das formulas 

Exit) = 2P(X = X ( ) = 2 2 Pu 

Xi<t Xi<t j = 1 

e 

F A<) = 2 p(y = ^) = 2 2 Pu- 

Vj<t 

Para conjuntos fundamentals finitos, naturalmente, as series devem ser substituidas 
por somas finitas. 


(14-31) 

Analogamente, temos 
(14.32) 


14.21. Distributes bidimensionais continuas. Fun^oes densidade 

Como era natural supor, as distribuipoes continuas sao as que sao continuas em 
todo o piano. Para a maior parte das fun^oes de reparti^ao continuas F que apare- 
cem na pratica e possivel definir uma fungao nao negativa / (chamada a densidade de 
probabilidade de F) tal que as probabilidades de muitos acontecimentos de interesse 
podem calcular-se por dupla integracao da fun<;ao densidade. Por outras palavras, a 
probabilidade de um acontecimento “(A - , Y) G Q" e dada pelo integral 

(14.33) pp,y)ee] = jjf. 

0 

Quando uma tal funpao / existe chama-se tambem densidade de probabilidade de 
variave! aleatoria (X, Y), ou densidade conjunta de X e Y. Nao tentaremos descrever 
a classe de regioes Q para as quais (14.33) e valida excepto para mencibnarmos que 
esta classe sera suficientemente ampla para incluir todas as regioes que se apresen- 
tam nas aplica^oes usuais das probabilidades. Por exemplo, se existe uma densidade 
conjunta temos sempre 

(14.34) P(a < X< b,c < Y < d) = j j f(x, y) dx dy , 

R 

em que R = I a, b] x [c, d\. A fun?ao integranda / e habitualmente de natureza tal que 
o integral duplo pode calcular-se por intermedio de duas integrates unidimensionais 
sucessivas, caso em que (14.34) se escreve 

P(a < X < b, c < Y < d) = f* [j>, j>) dx] dy = >') dy] dx . 
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r< 

* Em todos os exemplos que considerarmos, esta formula e tambem valida nos casos 
' limites em qjue a e c se substituem por — oocbed por +oo. Assini temos 

: ( J4 - 35 ) F ( b > d ) = /_«, [[_'<*• y) dx ] dy = /-CO y) dy \ dx 

quaisquer que sejam b e d, e 

“ r+<» r /'+°0 -i r+co r- r+co -1 

■ < 14 - 36 ) J_ LL ^ x J d y = Loo LL /(x ’ = 1 • 

V As igualdades (14.35) e (14.36) sao as correspondentes, no caso continuo, a (14.30) e 
')■ (14.29), respectivamente. 

Se a fungao densidade existe nao e unica, visto que o integrando de (14.33) pode 
mudar-se num numero finito de pontos sem afectar o valor do integral. Todavia 
■> existe quando muito uma fungao densidade continua. Com efeito, nos pontos de con- 
i' tinuidade de / temos as formulas 

i 

& Ax, y ) = D li2 F(x, y) = D 21 F(x, y) , 

> obtidas por derivagilo dos integrais em (14.35). 

•« Como no caso discreto, a densidade conjunta / pode usar-se na determinagao das 

; densidades unidimensionais f x e f Y . As formulas anaiogas a (14.31) e (14.32) sao 

V, 


fx(x) = f(x, y ) dy e /rW = /(*. y) dx ■ 

!jr* 

|; As correspondentes fungoes de repartigao F x (t) e F Y (t) obtem-se, naturalmente, por 
| integragao das respectivas densidades f x e f Y dc — oo a t. 

yc As Variaveis aleatorias X e Y dizem-se independentes se a fungao de repartigao 
$ F(x, _y) goza da propriedade de 

| F(x,y) = F x (x)F y (j) 

% 

‘if para todo o par (x, j>). Na proxima Secgao de Exercicios discutiremos algumas con- 
ifer sequencias da independence de X e Y. 

| 

f| EXEMPLO. Considerar a fungao f com o valor constante l sobre o quadrado 
i; /? == (0, t ] x 10, 1], e o valor 0 em todo o restante piano. Uma variavel alealoria 
p (X, Y) tendo esta fungao densidade diz-se estar uniformemente distribuida sobre R. 
H A corresDondente fungao de repartigao Fe definida por: 
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x y 

se (x,y)eR, 



X 

se 0 < x < 1 

e 

y> i. 

y 

se 0 < y < l 

e 

X > 1 , 

i 

se x > 1 

e 

/> 1 , 


para os restantes pontos 



O grafico de F sobre R e uma parte da superficie z — .vp (sela de cavalo). Em todos 
os pontos (.v, p) nao situados sobre fronteira de R as derivadas parciais mistas 
2 E(x, >’) c &i, i E(.v, >’) existem e sao iguais a f{x, p). Esta distribuigao e o produto 
de duas distribuigoes uniformes unidimensionais F x e Fy. Logo X e Y sao indepen- 
dentes. 


14.22. Exercieios 

1. Sejam A' e Y variaveis alealorias unidimensionais com fungoes de repartigao F x e F Y t 
F a fungao de repartigao da distribuigao conjunta de X e Y. 

(a) Provar que X e Y sao independentes se e so se 

P(a < X <, b, c < Y <,d) — P{a < X < b)P{c < Y <, d) 
quaisquer que sejam a , b. c, d , com a < b e c < d. 

(b) Considerar o caso discreto. Supor v,, .v 2 , . . . ep,,p 2 , . . . como os pontos de massa de X 
e Y , respectivamente. Seja a t = P{ X = .v,.) e /) ; .= P(Y = r ( ). Se p f . = P(X = x r Y = >v) mos- 
trar que X e Y sao independentes se = ajb quaisquer que sejam / c /. 

(c) Sejam X e Y variaveis alealorias com disiribuigoes continuas com as correspondentes 
densidades f x e /,. e represente/ a densidade da distribuigao conjunta. Supor continuas as 
tres densidades. Provar que a condigao de independencia e equivalente a afirmagao de que 
/(.r, i) = J\{x) f y(v) para todo o par (,v. p). \Sugestdo: Exprimir /como derivada da fungao 
de repartigao F.|. 

2. Considerar o Exereicio l. Supor que / > (A' = .v, < Y = p, ) = P(X = .v 2 , Y = y l ) = pl 2 e que 
P(X = jq, Y — p 2 ) = P( X = x 2 , Y = p,) = q/2, com p e q ntimeros nao negalivos de soma I. 

(a) Determinar as probabilidades P(X — .v.) e P(Y = p ( ) para i = l, 2 e j = 1,2. 

(b) Para que valor (ou valores) de p serao independentes X e Y? 

3. Se a < b e c < d, define-se / do modo seguinte 


/(*>/) 


1 

(6 - a)(d - c ) 

lo 


se (x,y) 6 [a,b] x [c,d], 
para os restanles pontos. 


(a) Verificar que esta e a densidade de uma distribuigao continua F e determinar F. 

(b) Determinar as distribuigoes unidimensionais F x e F y . 

(c) Determinar se X e Y sao ou nao independentes. 

4. Se P(Y < b) =£ 0, a probabilidade condicionada de que X < a, sabido que Y < ft, representa- 
se por P(X < a | Y < b), e define-se pela formula 
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P(X £a\Y £b) 


P(X £a,Y£b) 
P(Y <; b) 


Se /’(K < />) = 0, definimos P{X < a \ Y < b)= P(X < a). Analogamente, sc P(X < a) 0, 
definimos P(Y < b | X < a) — P{X < a, Y < b)l P(X < a). Se P(X < a) = 0, definimos P(Y < 
b\ X < a) = P(Y < b). 

(a) Considerar o Exercicio 1 e provar a independence de X e Y em funqao das probabili- 
dades condicionadas. 

(b) Considerar o caso discreto. Supor jc, , x 2l . . . , e y 2 , pontos de massa dc X e Y, 

respectivamente. Provar que 

P(X = *,) = f P( Y = y } )P(X = Xi \ Y=y f ) 


P(X =J>) - J.P{X = x t )P{Y = y s \X = Xi ). 

<-i 


5. Uma casa de jogo ofcrcce aos seus clientes o seguinte jogo: Lanqa-se uma moeda ao ar. Se 
o resultado do primeiro lanqamento for face “cruz”, o jogador perde e o jogo acaba. Se o 
resultado do primeiro lanqamcnto for face “cara”, efectua-se novo lanqamento. Sc sai 
“cara” da segunda vez o jogador ganha 2 $00, mas se sai “cruz” o jogador ganha unica- 
mente I $00. Seja X a variavel aleatoria que toma os valores 1 ou 0, conforme no primeiro 
lanqamento sai “cara” ou “cruz". Seja Y a variavel aleatoria que da conta do numero de 
escudos ganhos pelo jogador. Recorrer ao Exercicio 4 (ou a qualuer outro metodo) para 
calcular P( Y = 0), P( Y = I ), c P( Y = 2). 

6. Considerar o Exercicio 4. Deduzir as cliamadas formulas de Bayer 


P(X = x k \ Y=y ,) = 


PjX - x k )P(Y ~y, \X = x k ) 

P(X = Xi )P( Y=y } \X = Xi )’ 


P(Y=y k \X = x t ) 


P(Y = y h )P(X = x, | Y=y k ) 
Z,-iP(Y=y i )P{X = x i \ Y=y,) ■ 


7. Dadas duas urnas A e B, a urna A contem uma n'ola de 50 $00 e duas de 100 $00 ea urna B 
contem tres notas de 50 $00 e uma de 100$00. Extrai-se uma nota da urna A e introduz-se 
em B. Seja Y a variavel aleatoria que da conta do valor da nota mudada. Extrai-se depois 
uma nota da urna B e define-se a variavel aleatoria X para representar o seu valor. Calcular 
as probabilidades condicionadas 

P(Y = 5 | X = 10) e P(Y = 10 | X= 10). 

[Sugestao: Aplicar as formulas de Bayes do Exercicio 61. 

8. Sao dadas tres caixas identicas, cada uma com duas gavetas. A caixa numero I tern uma 
moeda de ouro numa gaveta e uma de prata na outra. A caixa numero 2 tern uma moeda 
de ouro em cada gaveta e a caixa nulero 3 tern uma moeda de prata em cada gaveta. Abre- 
se ao acaso uma gaveta e verifica-se que contem 1 moeda de ouro. Calcular a probabilidade 
de que na outra gaveta da mesma caixa exista uma moeda de prata. I Sugestao: Aplicar as 
formulas de Bayes do Exercicio 61. 
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9. Seja Q uma regiao plana ea(Q) a sua area (positiva). Uma variavel aleatoria bidimensional 
(AT, Y) diz-se ter uma distribuicao uniforme sobre 0 se a correspondente funpao densidade 
se define do modo seguinte 


/(-*>>') 


fl/o(0) se (x,y)eQ, 
,0 se (x,y)fQ. 


(a) Se E e uma subregiao de Q com area a(E), provar que a(E)!a{Q) e a probabilidade do 
acontecimento (Af, F) G E. 

(b) Caem ao acaso gotas de agua sobre o quadrado Q de vertices (1, 0), (0, 1), (—1,0), 
(0, -1). Urn resultado e o ponto (x, y) de Q atingido por uma determinada gota. Seja 
X(x, y) = x e Y(x, y) = y e admita-se que (AT, X) tern uma distribuicao uniforme sobre Q. 
Determinar a funcao densidade conjunta /e as densidades unidimensionais f x t f Y . Serao as 
variaveis aleatorias X e Y independentes? 

10. Uma variavel aleatoria bidimensional (Af, Y) tern a funcao de reparticao F. Seja U = X ~ a e 
V = Y — b, com a e b constantes. Se G representa a distribuicao conjunta de ( U , V) provar 
que 

G(u, v ) = F(u + a,v + b). 

Deduzir uma relacao semelhante ligando as funcoes densidade /de (Af, Y) e g de (t/, V) 
quando /e continua. 


14.23. Distribuicao de funcoes de duas variaveis aleatorias 

Fixamos agora a nossa atenqao no problema seguinte: Se X e Y sao variaveis alea- 
torias unidimensionais com distribuicoes conhecidas, como determinar a distribuicao 
de novas variaveis aleatorias tais como X + Y, XY, ou X 2 + F 2 ? Vamos aqui expor urn 
metodo que nos permite responder a perguntas deste tipo. Definimos duas novas 
variaveis U e V por relacoes da forma 

U=M{X, F), . V=N(X, Y), 

onde M(X, F) ou N(X, F) e a combinacao particular em que estamos interessados. A 
partir do conhecimento da distribuicao conjunta /da variavel aleatoria bidimensional 
{X, F) calculamos a distribuicao conjunta g de ((7, F). Uma vez que se conhece g, as 
distribuicoes de U e V sao facilmente determinaveis. 

Para descrever o metodo em pormenor, consideremos uma aplicacao biunivoca do 
piano xy sobre o piano urdefinida pelo par de equacoes' 

u = M(x,y ) , v = N(x,y). 

Seja a aplicacao inversa definida por 

x = Q(u, v), y^R(u,v), 

e admitamos que Q e R possuem derivadas parciais continuas. Se T representa uma 
regiao do piano xy, seja T' a sua imagem no piano ar. como se sugere na figura 14.14. 
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Representemos por X e Y duas variaveis aleatorias continuas unidimensionais, tendo 
uma distribuicao conjunta e suponhamos que (A', F) tem uma funeao densidade de pro- 
babilidade f Definamos as novas variaveis aleatorias U e V escrevendo U — M(X, F), 
V- ViA\ Y). Para, determinar uma fungao densidade de probabilidade g da variavel 
aleatoria(t/, V) procedemosdo modo seguinte: 

As variaveis aleatorias X e Y estao associadas a um conjunto fundamental S. Para 
cada <» de S, temos U{<o) = M[X{w), K(a>)l e V(cd)= NlX(a)), y(w)I. Uma vez que a 
aplicaeao e biunivoca, os dois conjuntos 

{to [ (U(to), V(w)) e T'} e {to | (X(io), y(to)) e T) 

sao iguais. Deste modo temos 

(14.37) P[(JJ, V) e T'] = P[{X, Y)eT\. 

Uma vez que /e a fun^ao densidade de (AY Y) podemos escrever 

(14.38) P[(X, Y) £ T] = // f{x, y) dx dy . 

T 


Considerando (14.37) e a formula de transforma<pao do integral duplo podemos es- 
crever (14!38) do modo seguinte: 



Fig. 14.14. Aplicacao biunivoca da regiao T do piano xy sobre a regiao T ' do 

piano uv. 
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Porque isto e valido para cada regiao T do piano uv, uma funpao densidade g de 
(U, V) e dada pelo integrando do segundo mcmbro; isto e, temos 


(14.39) 


g(u, v) = /[Q(u, v), R(u, »)] 


HQ, R) 

d{u, u) 


As densidades f v e /Vpodem agora obter-se pelas formulas 

/*oo /*oo 

fu( u ) = g( u . «) dv , f v (v) = g(u, v) du . 


EXEMPLO 1. Soma e diferenga de duas variaveis aleatorias. Dadas duas variaveis 
aleatorias unidimensionais X e Y com a densidade conjunta /, determinar as funpoes 
densidade para as variaveis aleatorias U=X+Y,Y=X-Y. 

Resolucao. Consideramos a aplicapao defmida por u = x + y, v± x- y. Esta 
transformapao e nao singular e consequentemente existe a transformapao inversa 
defmida por 


U + u nr \ U — V . . 

x - = Q(u,v), y — — - = R(u, v) . 


O determinante jacobiano e 


m, r) _ 

d(u, v) 


d_Q 

dQ 


i 

1 

du 

dv 


2 

2 

dR 

dR 


1 

1 

du 

dv 


2 

2 


Considerando (14.39) vemos que a densidade conjunta g de (f7, V) e dada por 

Para obter uma densidade fy — f x + Y integramos relativamente ate encontramos 


A mudanpa de variavel ,t = ^(w + v), dx = ^dv, transforma esta na formula seguinte 


fx+r ( «) = Ls/( x ’ u - x ) dx ■ 
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Do mesmo modo, encontramos 

Um caso particular importance ocorre quando X e Y sao independentes. Neste caso 
a densidade conjunta exprime-se segundo o produto 

f(x,y) =fx(x)f r (y), ■ 

e os integrals para f x+Y c fx- y escrevem-se 

fx+r( u ) = [ JxMfAu - x)dx, f X -r(v) = [ o /rW/r(* ~v)dx. . 

EXEMPLO 2. Soma de duas distribuifdes exponenciais. Suponhamos agora que cada 
uma das variaveis aleatorias X e Y tem uma distribuigao exponencial, seja f x { t) = 
f Y (t) = 0 para t < 0, e 

fx( 0 = te~ xt , / r (0 - pe~* para t ^ 0 . 

Determinar a densidade de X + Y quando X e Y sao independentes. 

Resolufao. Se u < 0 o integral para f x +y(u) e 0 porque o factor /r(x) =0 para 
X < 0, e o factor f Y (u - x)- 0 para x > 0. Se u > 0 o integral que determina f x + Y (u) 
vem 


fx+r ( u ) — J 0 Xx F e l ‘ iu x) dx = Xpe ““ J o X)x dx. 

Para calcular o ultimo integral consideremos dois casos, /i = Ae/i#A. 
Se ; u = A o integral tem o valor u e obtemos 

fx+r( u ) = X 2 ue~ Xu para u ;> 0. 

Se p A obtemos 

Xn-Mu _ | .-Au __ p-(i« 

/r+r(«) - = V T~ para u ^ 0 ’ 

p — X p — X 


EXEMPLO 3. Maximo e minimo de duas variaveis aleatorias independentes. Sejam X 
t Y duas variaveis aleatorias unidimensionais com densidades f x e f Y e fungoes de 
repartipao F x e F Y . Sejam V e V as variaveis aleatorias 


U- max {A", Y}, K = min {X,Y}. 
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Quer dizer, para cada <d do conjunto fundamental, U{o>) e o maximo e V(oj) e o mini- 
mo dos dois numeros A'(ca), E(o»). A aplicagao u = max {x, y\. v = min {x, y) nao e biuni- 
voca, pelo que o metodo usado para deduzir a equagao (14.39) nao e aplicavel. Toda- 
via, neste caso podemos obter as fun^oes de repartipao de U e V directamente. 

Em primeiro lugar observemos que U < t se, e so se, X < t e Y < t. Deste P(U < t) = 
P(X < t, Y < r). Devido a independence esta igualdade pode escrever-se P(U < /) = 
P( X < t) - P(Y < t) = F x (t)F Y (t). Assim, temos 

F v (0 = F x {t)F v {t). . 

Em cada ponto em que f x s f Y sao continuas podemos derivar esta igualdade para ob- 
termos 


fuiO — fxO)Fy(t) + F x (t)fy(t) . 

Analogamente, temos V > t se e so se X > t e Y > t. Portanto 

F v {t) = P(V < 0 = 1 - P(V > t) = 1 - P{X > t, Y > t) = 1 - P(X > t)P(Y > /) 
= 1 - (1 - F x (t))(l - Fr(t)) = F x (t ) + Frit) - F x (t)F Y (t). 

Nos pontos de continuidade de f x e f Y derivamos esta igualdade para obtermos 

MO =fx(0 +M 0 -fx(0Fy(0 - FAOfriO- 


14.24. Exercicios 

1. Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes unidimensionais, cada uma com dis- 
tribuipao uniforme sobre o intervalo 10, 1 ]. Sejam U= X + Y c Y = X — Y. 

(a) Provar que U tern uma funpao densidade continua /„dada por 


(u se 0 < « ^ 1 , 


M«) = | 


2 - 
0 


u 


se 1 < u < 2 , 

para os restantes valores de u 


(b) Definir, de modo analogo, uma densidade continua /^para V. 

(c) Verificar Se U e V sao ou nao independentes, 

2. Sejam X e Y as variaveis aleatorias do Exercicio 1, e 11= max {X, Y\ , V = min !A\ Y\. 

(a) Provar que U te uma funpao densidade tal que f^t) = It para 0 < t < 1, e / w (r) = 0 para 
os restantes valores de l. 

(b) Definir a funeao densidade/^ para K 

(c) Verificar se V e V sao ou nao independentes. 
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• 3. Sejam X e Y variaveis aleatorias unidimensionais e independentes, cada um tendo uma distri- 
bui?ao exponencial de parametro A = 1, e seja f{x, y) = f x (x)fy(y) o produto das densidades 
de A' e Y 

(a) Seja A o conjunto de pontos do piano xy para os quais f[x , y) > 0. Desenhar A e a sua 
image A ' na aplicapao definida por u = x + y, »!= xl(x + y). 

<b) Sejam U=X+YeV= X/(X + Y) duas novas variaveis aleatorias. Calcular a densidade 
gdt(U,V). 

(c) Calcular a densidade f v . 

(d) Calcular a densidade /V. 

4. Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes, ambas com distribuipao normal 
(media = 0, variancia= 1). Introduzem-se novas variaveis aleatorias U e V definidas por 
U — XI Y, V—Y. Seja g a funpao densidade de (U, V). 

(a) Mostrar que a funpao densidade dc probabilidade de ((/, V) e dada pela formula 


g(u, v) = — — e se v <0. 

2- TT 

(b) Determinar uma formula semelhante para calcular g(u, e) quando v > 0. 

(c) Determinar uma funpao densidade de probabilidade de U. 

5. Supor que X tern a densidade de probabilidade dada por 

.. , , J r. 1 se -l<x<I, 

/xW = | "V : 1 - * 

[o se |*| ^ 1 . 

Se uma variavel aleatoria independente Y tern densidade 

(ye~ v * /2 se y > 0, 

My) = 

(0 se y <0, 

determinar uma funpao densidade de Z = XY. 

6. Dadas duas variaveis aleatorias unidimensionais independentes ^ef com densidades conti- 
nuas/f e / y , sejam U e V duas novas variaveis aleatorias tais que X = U cos V, P = U sen V, 
com <7>0e — 

(a) Provar que U tern uma densidade tal que f v (u) = 0 para u < 0, e 

fu(u) ~ u j f x (u cos v)fy(u sen v)dv para u> 0. 

(b) Determinar f v e a correspondente funpao de repartipao F^quando cada uma das variaveis 
X e Y tern uma distribuipao normal com media m = 0 e variancia a 2 . 

1. (a) Supondo<7i > 0 e u, > 0, verificar a identidade algebrica 


i 

j X - m^ 2 (t -x -m z \ 

2 

1 - 1 

( X - m °)* + I 

{ t - (m t + m z ff 

1 

h 

1 “ 1 

l / ’ 

{ « I 
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onde 


, » °\o\ 

a *=^ +°h °0 ~ ' 


+ U ~ m j)°\ 
of + <J* 


(b) Dadas duas varidveis aleatbrias unidimensionais, independentes X e P, supor queA'tem 
uma distribuipao normal com media m , e variancia a], e que P tern uma distribuigao normal 
com media m 2 e variancia <j\. Provar que X + Y tern uma distribuigao normal com media 
m= m, + m 2 e variancia a 1 = cr) + a\. 

8. Dadas duas variaveis aleatorias unidimensionais X e Y com densidades/ v eJ' Y e densidade 
conjunta /. Para caday fixo, define-se 

fxix | Y « y) = sempre que/,,0') > 0. 


Esta e a chamada probabilidade condicionada de X , supondo que P = y. De modo analogo 
define-se a densidade de probabilidade condicional de P, supondo que X = x, pela formula 

f (x v) 

f Y (y | X = x) = ■ sempre que/^x) >0. 

(a) Se f Y e f x sao positivas, provar que j^J~ x {x \ Y = y) dx = fe m f Y (y I X— x)dy= l . 

(b) Se f Y e f x sao positivos, provar que 

f x (x) = f" frWxi* \Y=y)dy e fyiy) = f" / x W/y(j | * = *) «&• 

J— 00 J —c0 

9. Uma variavel aleatoria (A - , P) di 2 -se ter uma distribuicao normal bivariada se a sua fungao 
densidade /e dada pela formula. 

/O.J’) = 






onde <?(x, j') e a forma quadratica 

Q(x,j) = A u (x - x fl ) 2 + 2A 12 (x - x 0 )(/ - y 0 ) + A 22 (y - y 0 ) 2 . 

Os numeros A,,, A n , A u sao constantes com a u >0. O numero D = A n A 22 - A] 2 chama-se 
o descriminante de Q e supoe-se positive. Os numeros x 0 e sao arbitrarios. 

(a) Provar que Q(x,y) pode exprimir-se como uma soma de quadrados como segue: 

/ A 1Z \ 2 D „ , 

Q{x,y) = /l n l u + — vj + — v 2 , onde u = x - x 0 , v = y - y a . 

(b) Defmir o integral duplo “improprio”' JJl^ftx, y) dx dy como o limite: 


fjf{x,y)dxdy 


—O0 


= lim 


jjf(x,y)dxdy, 

Rlt) 
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onde R(t) e o quadrado I — /, ?] X l — I, f). Provar que 


4*00 

jjf(x,y)dxdy = I. 

— O0 

\Sugestdo: Utilizar a alinea (a) para transformar o integral duplo sobre R(t) num integral 
duplo no piano uv. Efectuar depois uma mudanpa de variaveis linear para simplificar o inte- 
gral e, tinalmente, fazer t- + oo.l 

10. Se uma variavel aleatoria bidimensional (X, V) tew uma distribuipao normal bivariada como 
se indicou no Exercicio 9, provar que X e Y sao a si mesmas variaveis aleatorias unidimen- 
sionais normais com medias x 0 e v„, respectivamente, ecomvarianciaso- 2 (,Y) = A 22 ID, er 2 ( f) = 
= /1,,/D. 

11. Se (A\ Y) tern uma distribuipao normal bivariada como se indica no Exercicio 9, provar que 
a variavel aleatoria Z = X + Y tern uma distribuipao normal unidimensional com media. 

■ x„ + y 0 e variancia (A n - 2A U + A n )ID. 

14.25 Esperanpa matematica e variancia 

A interpretapao, em termos de massa, das distributes de probabilidade pode levur 
se a um estadio mais avanpado introduzindo os conceitos de esperanpa matematica 
e variancia. Estes desempenham na teoria das probabilidades o meso papel que o “cen- 
tro de massa" e o "momento de inercia" desempenham na mecanica. Nao utilizando 
o integral de Stieltjes temos que apresentar separadamente definipoes para os casos 
discreto e continuo. 

definicOes de esperanca matemAtica E variancia. Se X e uma variavel aleatoria 
unidimensional, a esperanca matematica e a variancia X sao numeros reais representados 
por £{ X ) e Var (X) respectivamente, e definem-se do modo seguinte: 

(a) Para uma variavel aleatoria com funpao densidade f . 

E(X) = j*”tf x (t)dt, 

Var (X) = J_ + J [t - E(X)] 2 f x (t) dt. 

(b) Para uma variavel aleatoria discreta com pontos de massa x, , x 2 , . . . tendo as proba- 
bilidades p k = P(X = Xifci) 

E(X) 

1 

Var (X) = 2 [x* — E(X)] 2 p t . 

Nota: E{X ) e Var (A) existem unicamente quando o integral ou as series sao abso- 
lutamente convergentes. Subentende-se que a serie e uma soma finita quando o con- 
junto fundamental for finito; em tal hipotese £" (A") e Var (Z) existem sempre. Tam- 
bem existem quando f x e 0 no exterior de algum intervalo finito. 
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A esperanga matematica E{ X) e um valor teoricamente calculado associado a varia- 
vel aleatoria X. Em certas circunstancias, a distribuigao actua como se toda a massa 
estivesse concentrada num unico ponto, £( X). O verdadeiro significado da esperanga 
matematica na teoria das probabilidades sera analisado na Secgao 14.29 em conexao 
com a chamada “lei dos grandes numeros”. 

Em mecanica, o conhecimento do centro de massa por si so nao da qualquer indica- 
gao acerca do modo como a massa se dispersa em relagao ao seu centro. Uma medida 
dessa dispersao e garantida pelo “momento de segunda ordem” ou “momento de 
inercia”. Na teoria das probabilidades, este momento de segunda ordem e a variancia. 
Esta mede a tendencia de uma distribuigao em dispersar-se relativaente a esperanga 
matematica. Na Secgao 14.28 verificaremos que um valor pequeno da variancia signi- 
fica que sao improvaveis os grandes desvios relativamente ao valor da esperanga 
matematica. 

Embora a esperanga matematica E(X) possa ser positiva ou negativa, a variancia Var 
(X) e sempre nao negativa. O simbolo <z 2 e tambem utilizado para representar a varian- 
cia. A sua raiz quadrada positiva chama-se o desvio padrao , demo lipo ou desvio quadra- 
tic medio e representa-se por o. O desvio padrao e uma media pesada; o conceito 
analogo na mecanica e o “raio de giragao". 


EXEMPLO I. Distribuigao uniforme. Seja X uma variavel aleatoria com distribuigao 
uniforme sobre um intervalo [a, b). Entao /(f) = 1 i{b - a) se a < t < b, e f(t) = 0 para 
os restantes valores. Deste modo a esperanga matematica de X e dada por 



— L~ r tdt = 

b — a Ja 2 (b — a) 


a + b 
2 


Assim a media com esperanga matematica, e o ponto medio do intervalo. Se fizermos 
(a + b)l 2 = m e consideramos que m — a= b — m = (b — a)/ 2 , encontramos 

Var (20 = — - — (\t-m?dt = - l - 

b — a Ja b — a Ja-m 12 

Observe-se que a variancia depende unicamente do comprimento do intervalo. 

EXEMPLO 2. Distribuigao binomial. Se X tern uma distribuigao binomial com para- 
metros n e p temos 

n 

E{X) = ]> k 

k = 0 

com q= 1 — p. Para calcular esta soma, consideramos 



/(x, y) ~ ( X + ^) n = 


x*y” 


Jc= 0 
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^ k^J^jx k ~ 1 y n ~ lc = ^ ss n ( x -f - y) n ~ 1 . 

Se multiplicamos ambos os membros por x e fazemos x = p e y = q, obtemos E(X) = 
= np. 

Por um raciocinio analogo podemos deduzir a formula 

n 

Var (X) — np) 2 

k-0 

No exercicio 6 da Secqao 14.27 sugerem-se duas demonstrates desta formula. 

EXEMPLO 3. Distribui(do normal. Os termos “media” e “variancia” ja foram intro- 
duzidas a quando do estudo da distribuipao normal na Secgao 14.14. Tais designates 
justificam-se pelas formulas 



E(X ) = -4= f" te- lu - m)M * /2 dt = m 
OyJlTT J-OO 
e 

Var (*) = f +C ° ( t - mfe- {U ~ mVafl2 dt = 0 2 . 

J-z a 

No Exercicio 7 da Secqao 14.27 sao pedidas as demonstrates destas formulas. 

Os jogadores recorrem frequentemente ao conceito de esperampa matematica para 
decidirem se deter.minado jogo de azar Ihes e ou nao favoravel. Como exemplo. vamos 
considerar o jogo de aposta no “vermelho” ou “preto” na roleta. 


EXEMPLO 4. Roleta. Uma roleta percorre os numeros de 0 a 36. O numero 0 apare- 
ce sobre fundo cinzento, metade idos 36 numeros restantes sobre fundo vermelho, 
e a outra metade sobre fundo preto. Os metodos correntes de apostas sao: 

(1) Apostar l $00 sobre uma cor (vermelho ou preto). Ganho possivel: 2 $00. 

(2) Apostar 1 $00 num so numero (0 excluido). Ganho possivel 36 $00. 

(3) Apostar 1 $00 numa duzia qualquer (0 excluido). Ganho possivel 3 $00. 

Se sai o zero a branca ganha e todos os restantes jogadores perdem. 

Seja X a variavel aleatoria que mede o ganho do jogador da aposta na hipotese (!). 
Os valores possiveis de X sao x, = - 1 exj= + 1. As probabilidades sao P( X - x,) = 
= ^ , P( X = x 2 ) = ^ . Portanto a esperampa matematica e 


£W = (-l)*f+(+l)|f = — sV; 
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este resultado e usualmente interpretado como significado que o jogo e desfavoravel 
a quern o jogue. A justificapao matematica desta interpretaipao e feita par uma das 
lets dos grandes numeros , que estudaremos na Sec<pao 14.29. O leitor pode verificar que 
a esperanpa matematica tern o mesitio valor para as apostas das hipotesese (2) e (3). 

EXEMPLO 5. Jogo de lanqamento da tnoeda. Num jogo de lancamento de uma moeda 
existe uma probabilidade p que saia a face “cara” (H) e uma probabilidade q que saia 
a face “cruz” (T), com 0 ^ p < \ o q— \ — p. Lan<pa-se a moeda ao arrepetidas vezesate 
que ocorra de novo o resultado do primeiro lancamento; uma vez conseguidq isso ter- 
tnina ojogo. Se no primeiro langamento tiver saido “cara” (H) o jogador recebe 1 $ 000 
por cada T que saia a seguir ate voltar a sair H. Por exemplo, se a sequencia de resulta- 
do e HTTTH o jogador recebe 3 $00, mas se a sequencia for HH nao recebe nada. 
Se o primeiro resultado for T aplica-se a mesma regra de jogo trocando H por T. O pro- 
blema consiste em determinar quanto devera pagar inicialmente o jogador para parti- 
cipar no jogo. Para o determinarmos consideramos a variavel aleatoria que representa 
o numero de escudos ganhos e calculamos a sua esperanpa matematica. 

Para conjunto fundamental tomamos a coleccao de todos os partidas possiveis que 
possam ocorrer. Tal conjunto pode exprimir-se como a reuni£o de dois conjuntos A e 
5, em que 


A = {TT, THT, THHT, TIIHHT , . . .} e B = {HH, HTH, HTTH, HTTTH , . . .} . 

Os elementos do conjunto A (pela ordem indicada) designamo-los por a 0 , a,, a 2 , . .. 
e os do conjunto B por b 0 , b,, b 2 , . . . Em seguida definimos as probabilidades do modo 
seguinte: 

P(aJ =pY e P{b n ) = q n p 2 . 

(Quando p = 0, fazemos Pja,,) = I e P{x) = 0 para qualquer outro x de A u B. Quando q 
<?= 0, fazemos P(b 0 ) = 1 e P(x) = 0 para os restantes x). Na Seccao 13.21 provar-se-a 
que esta distribuicao de probabilidades e aceitavel. 

A variavel aleatoria X que nos interessa define-se sobre o conjunto fundamental 
A u B do modo seguinte: 

X(a n ) = X(b n ) = n para n = 0, 1, 2 

O acontecimento “A' = n" consiste das duas partidas a n e b„ , pelo que se tern 

P{X — n) = p n q 2 + q n p 2 , 


onde p a e q° se consideram com o valor 1 quando p = 0 ou q = 0. A esperampa matema- 
tica de X e dada pela soma 


E(X) =%nP(X = n) = q 2 Znp n + p 2 ^nq n . 

n=0 n—0 0 


(14.40) 
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Se for p — 0 ou q = 0, obtemos £(X) = 0. Por outro lado podetpos calcular as somas 
das series em (14.40) considerando que para 0 < X < 1 se tem 



«=0 




X 

(1 - X) 2 ' 


Usando esta formula em (14.40) com' x — p e x — q obtemos, para 0 < p < 1, 


£(*) = 


(1 - Pf 


+ 


P 2 g 

(i - g) 2 


= p + q = 1. 


Interpreta-se este resultado dizendo que o jogo e desfavoravel para o jogador que 
pague mais que 1 $ 00 para participar nele. 

Este exemplo particular e de especial interesse porque a esperanga matematica Ej(X) 
e independente de p quando 0<p<\. Por outras palavras, viciando a moeda a favor 
da saida da face “cara” ou da face “cruz", tal nao afecta o valor da esperanga mate- 
matica excepto nos casos extremos em que a moeda seja de tal modo viciada que nunca 
saia a face “cara” ou a face “cruz”. Observe-se que, como fungao de p , a esperanga 
matematica E(X) e descontinua nos pontos p-0tp = I . Nos casos restantes tem o va- 
lor constante 1 . Este interessante exemplo foi sugerido ao autor por H. S. Zuckermann. 


14.26 Esperanga matematica de uma fungao de lima variavel aleatoria 

Se uma nova variavel aleatoria Y esta relacionada com uma dada variavel X por 
uma equagao da forma Y = p(4f), a sua esperanga matematica define-se (no caso conti- 
nuo) pela formula 

(14.41) E(Y) = tf Y (t)dt. 

A esperanga matematica E(Y) pode calcular-se directamente em fungao da densidade 
f x sem determinar a densidade de Y. Com efeito, a formula seguinte e equivalente a 

(14.41) 

(14.42) E(Y) = J + °°95(0/x(0^- 

Uma demonstragao de (14.42) no caso mais geral apresenta alguma dificuldade e nao 
sera tentado aqui. Todavia, para muitos casos particulares importantes a demonstra- 
gao e simples. Nestes casos <p e derivavel e estrictamente crescente em todo o eixo 
real. Para uma variavel aleatoria X , correspondente a uma distribuigao contmua, com 
fungao densidade f x temos a seguinte formula que define a densidade de Y (estabeleci- 
da na Secgao 14. 17): 
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com a funq&o inversa de <p (/). Substituindo em (14.41) e efectuando a mudanqade 
variavel u = <l>(t) Ipelo que t = <p(u)l obtemos 

£(Y) = tfrW dt = Loo f /xW0] • V'(0 dt = 9>( u )/x(«) . 

a qua! e a mesma que (14.42). 

Quando (14.42) se aplica a Y = (X — m) 1 , onde m = £(,Y), obtemos 

r+co 

W “ i CO o ~ m ) 2 /*w dt = Var w • 

Prova esta igualdade que a variancia e ela propria uma esperanqa matematica. Tam- 
bem no caso discreto e, naturalmente, valida uma formula analoga a (14.42). Mais 
geralmente, pode provar-se que 

E[<p(X, Y)] = J_ ro j_ x <p(x, y)f(x, y) dx dy 

se (A\ Y) for uma variavel aleatoria continua com densidade conjunta f. 

Now Para variaveis aleatorias bidimensionais, a esperanqa matematica e a va- 
riancia podem definir-se de maneira analoga a do caso unidimensional, excepto que 
passam a utilizar-se integrals duplos e duplas somas. Nao analisaremos aqui tal 
extensSo. 


14.27 Exereicios 

1. Lanqa-se urn dado. Seja X o numero de pontos obtido. Calcular E(X) e Var (Y). 

2. Admitir que X e uma variavel aleat oria com uma funpao densidade de probabilidade. Seja 
Y = (X — m)/o, onde m = E(x) e <y^=\jN ar (Y). Provar que E(Y) = Oe £(Y 2 ) = 1 . 

3. Estabelecer as seguintes propriedades gerais da esperanpa matematica e da variancia, quer 
para o caso discreto, quer para o caso continuo. 

(a) E(cX) = cE(X), com c constante. 

(b) Var ( cX) = E Var (Y), . com c constante. 

(c) E(X + Y) = E (AO + EY{Y). 

(d) Var (X) = £(Y0 — 1£(Y)| 2 . 

(e) Var (X + Y) = Var (Y) + Var (Y) + 2 E 1(Y - £(Y)) (Y - £00)1. 

(0 EiipiiX) + V)l = £l<p,(Y)1 + £lp 2 (Y)l. I A alinea (c) e urn caso particular.! 

4. Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes, provar que 

(a) Var (X + Y) = Var (X) + V;ar,(Y). 

(b) £l<p(Y).*(Y)I = £1 pW1.£1^(Y)1. 

(c) Se Y,, Y 2 , . . . , X n sao variaveis aleatorias independentes com E(X k ) = m k , provar que 


Var 2 (-** - m k) = 2 Var W* - m k) = 2 Var t**) . 
Jc=l J k=l 
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5. Scjam X,, X 2 , A 1 ,, .... X„, « variaveis aleatorias independentes, com a mesma esperanca 

maternatica, £(A\) = m, e a mesma variancia, Var ( X k ) = <r 2 . Represente_A’ a media aritrne- 
tica, X= (l/n) , X,-. Utilizar os Exerclcios 3 e 4 para provar que E(X) -me Var (A - ) = 

■ o 1 /n. 

6. (a) Se q = I — />, demonsirar a formula 

^ - n P) 2 ( n ^Jp k <] n - k = »pq, 

fc-o ' ' 


provando desse modo que Var (AO = npq para uma variavel aleatoria X tendo uma distribui- 
cao binomial com parametros n e p. I Sugesicio: k* = k(k - 1) + k\. 

(b) Se X tern uma distribuicao binomial com parametros nep, provar que X pode exprimir-se 
como uma soma de n variaveis aleatorias independentes X„ A,, . .., X„ , cada urria delas 
podendo tomar os valores posseveis 0 e 1 com probabilidades p e q, respectivamente, e tendo 
cada uma uma distribuicao binomial. Utilizar este resultado e o Exercicio 5 para provar que 
£(A0 = np e Var (A) = npq. 

7. Determinar a esperanca maternatica e a variancia (sempre que existam) para uma variavel 
aleatoria X tendo 

(a) uma distribuicao de Poisson com parametro A. 

(b) uma distribuicao de Cauchy. 

. (c) uma distribuicao exponencial com parametro A. 

(d) uma distribuicao normal. 

8. Uma variavel aleatoria .V tern uma funeiio densidude de probabilidade definida por 

C(r) 

/ ( 0 = fTpr se \t\>l, f(t) — 0 se \t\<Ll, 


onde r > I e C(r) e independente de t. 

(a) Exprimir C{r) em funcao de r e fazer um desenho que de ideia da natureza do grafico 
de /. 

(b) Determinar a correspondente funcao de reparticao F x e fazer um desenho que de ideia 
do seu grafico. 

(c) Calcular P(X < 5) e P( 5 < X < 10) em funcao de r. 

(d) Para que valores de r tera X uma esperanca maternatica finita? Calcular £(A) em func2o 
de r quando a esperanca maternatica for finita. 

(e) Para que valores de r tera X uma variancia finita? Calcular E(X) em funcao de r, 
quando for finita. 

9. Um jogador de roleta joga segundo o seguinte “sistema”. Joga um conjunto de tres partidas. 
Na primeira e segundas partidas aposta 10S0O no vermelho. Na terceira partida procede 
do seguinte modo: 

(a) Se ganhou nas duas primeiras partidas, nao aposta. 

(b) Se ganhou numa das duas primeiras partidas e perdeu na outra, aposta 10$00 na cor 
“oposto” a que saiu na segunda partida. 

(c) Se perdeu em duas primeiras partidas, aposta 30 S 00 no vermelho. 

Representem A', V, e Z, respectivamente, os resultados dos lucros na primeira, segunda e 
terceira partidas. Calcular E(X), £(K), £(Z) e £(A + Y + Z). 
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10. (Problema de Petersburgo ). Um jogudor langa uma moeda e ganha 1 $00 se nesse lanqamentc 
sai “cara”. Se sai outra vez “cara” ganha outra vez 1$00. Se sai “cara” uma terceira ve 2 
ganha 2 $00 (no total ganha 4 $00). Desde que em sucessivos lanqamentos obtenha “cara" 
n vezes acumula um ganho de 2"~' escudos. O jogo termina quando sair a face “cruz”. Seja X 
o numero de escudos ganhos em determinado jogo. Calcular E(X). Em face do resultado 
quanto devera um jogador pagar de entrada para participar no jogo nas condiqoes indicadas? 

11. (a) Supor X uma variavel aleatoria continua com densidade de probabilidade f x . Seja 
Y = (X — rn)la , onde m = £(20 e a - i/Var (X). Provar que 

E(e Y ) = e~ m,a e i,a f x (t)dt. 

(b) Seja X uma variavel aleatoria discreta lendo uma distribuiqao de Poisson com parametrc 
A. Definir Y como na ali'nea (a) e provar que 

E(e Y ) =e _i0<A) , com G(A) = 1 q — — e 1/V ^‘ 

V 

12. Uma variavel aleatoria X tern uma di stribuiyao normal standard. Calcular: (a) £flA'|); 
(b) E{e x )\ (c) Var (e*); (d) £( v /A T +~K i ). Na alinea (d), Y tern tambem uma distribuiqao 
normal standard, mas e independente de .V. 


14.28. Desigualdade de Tchebycheff 

Como atras ja referimos, um pequeno valor da variancia significa que e improvavel 
que uma variavel aleatoria X se desvie muito da sua esperanqa matematica ou media. 
Para tornarmos mais precisa esta afirma?ao introduzimos o valor absolutolA'— £(A'.)| 
que mede a distancia entre X e E(X). Qual a probabilidade de que esta distancia seja 
maior do que um dado valor? Para obter resposta para esta pergunta devemos deter- 
minar a probabilidade 


P[\X-E(X)\ > c], 

com c um numero positivo dado. No caso continuo temos 

P[\X - E(*)| > c] = 1 — P[\X - E(X)\.£ c] = 1 - P[E(X) E(X) + c] 

r+” rE{X)+c 

ceix)~c r+« 

(14.43) -L fx(t)dt + \ B{X)+e Mt)df, 


portanto o calculo dessa probabilidade pode efectuar-se desde que seja conhecida ; 
funqao densidade f x . Naturalmente se f x e desconhecida este metodo nao nos da qual- 
quer informaqao. Todavia se a variancia e conhecida, podemos obter um limite supe- 
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rior para esta probabilidade. Este limite superior e determinado pelo teorema que a 
seguir se apresenta devido a P. L. Tchebycheff (1821-1894), um famoso matematico 
russo que deu notavel contribuigao ao desenvolvimento da teoria das probabilidades 
e de outros ramos da matematica, em especial a teoria das numeros. 

teorema 14.11. DES1GUALDADE DE TCHEBYCHEFF. Se X e uma variavel aleatoria 
unidimensional com esperanpa matematica E(X) finita e variancia Var ( X ), entao para todo 
0 numero positivo c tem-se 

(14.44) P[| X - £(X)| > c] ^ . 

Demonstrapao. No caso continuo temos 
Var (X) = f + " [t - E(X)] 2 f x (t) At 

*> — CO 

_ [r - E(X)ff x (t) dt + \ E[x)+c [t - E{X)ff x {t) dt 

n /rE{X)-c r+® , \ 

* PL Mt)dt+j ElX)+ J x (Odt). 

Devido a (14.43), o coeficiente de c 2 no segundo membro e P[\X - E(X)\ > c]. Por- 
tanto, dividindo por c 2 ambos os membros, obtemos (14.44). Esta pois demonstrado 
0 teorema para o caso continuo; o caso discreto pode tratar-se de maneira semelhante. 

A desigualdade de Tchebycheff diz-nos que quanto maior for c menor sera a pro 
babilidade de que \X - £(20! > c - Por outras palavras, e improvavel que X se desvit 
muito de E{X)\ tal facto e ainda mais improvavel se a variancia Var (X) for pequena . 

Se substituirmos c por ko, onde k > 0 ea representa 0 desvio padrao, a = y/Var (20, 
a desigualdade de Tchebycheff escreve-se 


P[\X - E(X)\ > ko} £ 

Quer dizer, a probabilidade de que X difira da sua esperan?a matematica por um 
valor superior a k vezes o seu desvio padrao nao excede 1 Ik 2 . Por exemplo, quando 
k- 10 esta desigualdade diz-nos que a probabilidade P[\X — £(2Q| > 10<t] nao excede 
0,010. Por outras palavras, a probabilidade de que um valor observado de X difira da 
esperanca matematica mais do que dez vezes o desvio padrao e nao superior a 0,010. 
Analogamente, quando k = 3 encontramos que a probabilidade de que um valor ob- 
servado defiria da media em mais do que tres vezes o desvio padrao nao excede 
0 , 111 . 

A desigualdade de Tchebycheff e um teorema geral que se aplica a todas as distri- 
butees. Em muitas aplica?5es a desigualdade pode tornar-se mais forte quando se 
tern mais informapao acerca da distribuioao que se considera. Por exemplo, se X tern 
uma distribuigao binomial com parametros n e p pode provar-se (recorrendo a apro- 
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ximaqao normal da distribui^ao binomial) que para grandes valores de n e cerca de 
0,003 a probabilidade de que um valor observado defira da media por mais do que 
tres vezes o desvio padrao. (Para este resultado, basta 12). Esta probabilidade e 
muito merior do que a probabilidade 0,111 determinada pela desigualdade de Tcheby- 
cheff. 

EXEMPLO. Verificagao da “imparcialidade" de uma moeda. Pretendemos verificar se 
sim ou nao uma dada moeda e imparcial Iancando-a ao ar 10.000 vezes e anota-ndo o 
numero de vezes em que ocorreu face “cara'\ Para uma moeda imparcial a variavel 
aleatoria X que da conta do numero de ocorrencias face “cara” tern uma distribuigao 
binomial com p aram etros n— 10.000 e />= j. A media de X e np= 5.000 e o desvio 
padrao e a^ yjnpq- 50. (Ver o Exemplo 2 da Sec?ao 14.25). Como mencionamos 
anteriormente, a probabilidade de que uma variavel aleatoria com distribuipao bino- 
mial define da sua media por um valor superior a 3a e cerca de 0,003. Deste modo 
diremos que uma moeda nao e. imparcial se o numero de ocorrencias da face “cara” 
em 10.000 ianpamentos diferir da media por um valor superior a 3 a. Visto que 
£(20 = 5.000 e 3a = 150, poderiamos dizer que a moeda nao e imparcial se o numero 
Je ocorrencias da face “cara” em 10.000 lanpamentos for menor que 4.850 ou maior 
que 5.150. 


14.29. Lets dos grandes numeros 

Em ligapao com os problemas de lanpamentos ao ar de moedas, diz-se muitas vezes 
que a probabilidade de obter face “cara" um ianpamento de uma moeda imparcial e 
j. Nao significa isto que se a moeda for lanpada duas vezes necessariamente ocorrera 
face “cara” precisamente uma vez. Nem tao pouco significa que em 1000 lanpamentos 
ocorrera face “cara” 500 vezes. Representemos por h(n) o numero de vezes que ocorre 
face “cara” em rt lanpamentos. Mostra a experiencia que mesmo para n suficientemente 
grande, o cociente h{n)ln nao e necessariamente 1. Contudo, mostra tambem a expe- 
riencia que este cociente parece aproximar-se de { quando n aumenta, embora durante 
o processo possa oscilar consideravelmente para mais ou para menos do valor §. Tal 
facto sugere-se que sera possivel provar que 

(14.45) limML> = l. 

n-*oo n -2 

Infeiizmente tal nSo e possivel. Uma dificujdade e que o numero h(n) depende nao so- 
mente de n , mas tambem da experiencia particular que esta sendo realizada. Nos nao 
temos maneira de saber de antemSo como e que h(n ) variara de uma experiencia para 
a outra. Mas a real dificuldade esta em que e possivel (embora nao seja muito provdvel) 
que uma determinada experiencia o cociente h(n)ln possa nao tender de nenhum modo 
para Por exemplo, nSo ha razSo para excluir a possibilidade de obtenqcio da face 
“cara” em todos os lanpamentos da moeda, caso em que h{n)= n e /?(«)/«-*!. Por- 
tanto, em vez de tentar provar (14.45), verificaremos ser mais razoavel (e mais util) 
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iveriguar quanto sera provavel que h(n)/n difira de { numa certa quantidade. Quer 
dizer, dado um certo numero positivo c, determinamos a probabilidade 

Pela introdugao de uma variavel aleatoria adequada e recorrendo a desigualdade de 
rchebycheff podemos obter um limite superior uti! para esta probabilidade, limite 
superior esse que nao exige urn conhecimento explicito de h(n), Isto leva-nos a uma 
nova realagao limite que substituira (14.45) de forma adequada. 

Nao e necessario nenhum esforgo suplementar para tratar o caso mais geral de 
jxperiencias num esquema de Bernoulli, no qual a probabilidade do “acontecimento 
favoravel” e p e a probabilidade do “acontecimento contrario” e q. (No langamento 
Je moedas a'o ar “acontecimento favoravel" pode significar saida da face “cara” c 
para p tomamos o valor ^). Seja X a variavel aleatoria definida pelo numero de acon- 
tecimentos favoraveis em n experiencias independentes. Entao X tern uma distribuig^o 
binomial corn' esperanga matematica E{X)-np e variancia Var (X) = npq. Logo e apli- 
cavel a desigualdade de Tchebycheff, a qual estabelece que 

(14.46) P{\X -n P \> c)<^. 

c 

Visto que nos interessa o cociente Xln , que pode designar-se por frequencia relativa 
do acontecimento favoravel, dividimos a desigualdade | X — np\ > c por n e escrevemos 
de nova (14.46) na forma seguinte 


(14.47) p(^--p 

Porque (14.47) e valida para todo c > 0, podemos fazer c depender de n e escrever 
c= r n, com e um numero positivo fixo. Entao (14.47) vem 


n } c 




0 aparecimento de n no denominador do segundo membro sugere que fagamos n — oo. 
somos assim conduzidos a formula limite 


(14.48) 


lira p(\ — — p >.e^ = 0 para todo e > 0 fixo, 
b-b \|n / 


:hamada a lei dos grandes numeros para a distribuipao de Bernoulli. Diz-nos esta lei 
que, dado um e -»> 0 (por pequeno que seja), a probabilidade de que a frequencia rela- 
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tiva do acontecimento favoravel defira de p por uma quantidade superior a e e uma 
funqao de n que tende para zero quando «-»«>. Esta relaqao limite da-nos uma justi- 
ficaqao matematica para a atribuigao da probabiiidade £ na obtenqao de qualquerdas 
faces num lanqamento de uma moeda perfeita ao ar. 

A relaqao limite (14.48) e um caso particular de urn resultado mais geral no quala 
“frequencia relativa” Xln e substituida pela media aritmetica de n variaveis aleatorias 
independentes tendo a mesma esperanqa matematica e a mesma variancia. Este teo- 
rema mais geral e habitualmente designado por lei fraca dos grandes numeros ; pode : 
ser enunciada do modo seguinte: 

TEOREMA 14.12. FORMA FRAGA DA LEI DOS GRANDES NUMEROS. SejamX { ,X 2 , .... 
X„, n variaveis aleatorias independentes, tendo iodas a mesma media e a mesma variancia 
a saber 

E(X k ) = m e Var (X k ) = a 2 para k = 1 , 2, . . . , n . 

Defme-se uma varidvel aleatoria X (chamada a media aritmetica de A',, S 2 , . . ., X n j pela 
formula 



Entao, para cada e > 0 ,fixo, tem-se 

(14.49) limP(|JT- m\ > e) = 0. 

«-* co 

ou , o que e a mesma coisa. 


(14.50) 


lim Pfl X — m\ ^ e) = 1 . 


Demonstrapao. Aplicamos a desigualdade de Tchebycheff a X. Para tal necessita- 
os conhecer a esperanqa matematica e a variancia de X. Estas sao 

E{X) = m e Var (X) — — . 

n 


{\er_o Exercicio 5 da Secpiio 14.27). A desigualdade de Tchebycheff escreve-se entao 
P{\X - m\ > c)< online 2 ). Fazendo oo e substituindo c por e obtemos (14.49) e por* 
tanto (14.50). 


Nota: Para provar que a relapao limite (14.48) e um caso particular do teorema 
14.12, supomos que cada X k tern os vaiores possiveis 0 e 1, com probabilidades 
P(X k = 1) = p e P(X k = 0|) = 1 — p. Ent3o X e a frequencia relativa do acontecimento 
favoravel em n experiences independentes, E(X) = p, e (14.49) reduz-se a (14.48). 
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O teorema 14.12 diz-se uma forma fraca da lei dos grandes numeros, porque existe 
tambem uma forma forte dessa mesma lei a qua! (sob as mesmas hipoteses) estabe- 
lece que 

i (14.51) p(lim[2?- m\ = o') = 1. 

\n-*cx> ] 

A. principal diterenpa entre (14.51) e (14.50) e que as operapoes “limite” e “probabi- 
lidade” estao permutados. Pode provar-se que a forma forte implica a forma fraca, 
mas a inversa nao e verdadeira. 

Observe-se que a forma forte em (14.51) parece mais proxima de (14.45) que (14.50). 
Com efeito, (14.51) diz que se tern lim^^ X - m “quase sempre”, isto e, com proba- 
bilidade 1. Quando aplicada ao lanpamento da moeda, em particular, diz-nos que a 
nao verificapao de (14.45) nao e mais provavel do que obter sempre cara no lanpa- 
mento repetido de uma moeda. A forma forte mostra realmente porque a teoria das 
probabilidades corresponde a experiencia e a nossa sensapao intuitiva do que “deve 
ser” a probabilidade. 

A demonstrapao da forma forte da lei dos grandes numero e muito extensa c por 
tal razao omiti-la-emos. Nos livros indicados com os numeros 1, 3, 8 e 10 na Bibtio- 
grafia do final deste capitulo aparecem demonstrapoes deste teorema. 

14.30. Teorema limite central do calculo das probabilidades 

Em muitas aplicapbes da teoria das probabilidades, intervem variaveis aleatorius 
que sao somas de outras variaveis aleatorias. Por exemplo, o lucro depois de varias 
partidas de urn jogo e a soma dos ganhos em cada urn deles. Urn facto surpreendente 
se verifica quando urn grande numero de variaveis aleatorias se adicionam. Sob certas 
condipoes gerais (aplicaveis em quase todas as situapoes que ocorrem na pratica) a 
distribuipao da soma tende a ser normal, independentemente da distribuipao de cada 
uma das aleatorias parcelas que intervem nessa soma. A proposipao correcta deste 
facto notavel e conhecida por teorema limite central do calculo das probabilidades 
e justifica a importancia da distribuipao normal, quer na teoria, quer na pratica. A dis- 
cussao exaustiva deste teorema pertence a estudos mais avanpados da teoria das 
probabilidades. Aqui limitar-nos-emos a explicar o que o teorema afirma. 

Suponhamos uma sucessao infinita de variaveis aleatorias, por exemplo X t ; X t , ... 
cada uma com esperanpa matemalica e variancia finita. Seja 

m k = E(X k ) e ol = Var (X k ), k= 1,2 

Construimos uma nova variavel aleatdria S„ adicionando as n primeiras diferenpas 
X k -m k : 


S n =i(X k -m k ). 


*:=! 


(14.52) 
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Adicionando as diferencas em vez das proprias variaveis aleatorias X entao a soma S„ 
tera uma esperanpa matematica 0. 0 problema consiste em determinar o limite da fun- 
gao de repartipao de S n quando n-* oo. 

Se X„ X 7 , X„ sao independentes , entao [pelo Exercicio 4(c) da Secgao 14.271 
temos 


Var (S J = 2 Var ( X k - m k ) = £ Var (. X k ) = £ o\ . 

*=1 fc-l k=l 

Habitualmente Var ( S n ) sera grande, muito embora as variancias individuals <r\ possam 
ser pequenas. Variaveis aleatorias com grandes valores para a variancia nao interessam 
porque os seus valores tendem a apresentar uma grande dispersao relativamente a 
media. Por tal motivo introduz-se uma nova variavel aleatdria T n definida por 

(14-53) T n = ~ . 

VVar (S B ) 

Esta nova variavel tern media 0 e variancia 1 e diz-se uma variavel aleatoria reduzida. 
A variavel aleatoria reduzida T„ tern significado, mesmo ainda se as variaveis aleatorias 
X u X 2 , . . . , X„ nao sao independentes. 

Introduzimos agora a seguinte definipao: 

dffinicAo da propriedade limite central. Seja 
(14-54) Xi,X„ X 3 , ... 

uma sucessao de variaveis aleatorias (nao necessariamente independentes ), onde cada A* 
tern uma esperanca rhatematica m k e uma variancia <r|, ambas Jinitas. Definem-se S n e T„ 
por (14.52) e (14.53). A sucessao (14.54) diz-se satisfazer a propriedade limite central se, 
para quaisquer a e b com a < b, se tern 

(14.55) lim P(a <, T n <, b) = -L f e~ u,/i du . 


Por outras palavras, as variaveis aleatorias em (14.54) satisfazem a propriedade limite 
central se a variavel aleatdria 7Vem uma distribuig&o que tende para a distribuigao da 
variavel normal reduzida quando n-> oo. [A equagao (14.55) e valida tambem se a = 
= — oooud=+oo.l 

Laplace foi o p'rimeiro a verificar que esta propriedade e satisfeita por muitas suces- 
soes de variaveis aleatorias, embora um caso particular (variaveis aleatorias definidas 
por uma sucessao de experiencia num esquema de Bernoulli) tivesse sido conbecido 
anteriormente por De Moivre. (A figura 14.11 representa uma distribuigSo binomial 
e a corresponderite aproximagao normal). Laplace estabeleceu um teorema limite 
central geral, teorema esse que foi, pela primeira vez, completamente demonstrado 
pelo matematico russo A. Lyapunov em 1901. Em 1922, J. W. Lindeberg generalizou 
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-• o resultado de Laplace provando que a propriedade e satisfeita se as variaveis alea- 
j torias sSo independentes e admitem uma distribuipao comum com a mesma espe- 
ranpa matematica e a mesma variancia.seja £(^) = m e Var (.T*) = a 2 para todo o k. 
Neste caso a variavel reduzida e 

^ — nm 

T n= 7= • 

a\!n 

. Lindeberg verificou que a independencia por si so nao e suficiente para garantir a pro- 
priedade limite central, e formulou outra condipao (hoje conhecida por condifao de 
Lindeberg) a qual, conjuntamente com a independencia, e suficiente. Em 1935, W. Fel- 
ler demonstrou que a condipao de Lindeberg e necessaria e suficiente para que as 
variaveis aleatorias independentes satisfapam a propriedade limite central. Ndo anali- 
saremos aqui a condipio de Lindeberg e apenas nos limitamos a assinalar que ela 
implica que 

Var ( S n ) -*■ ooiquando n -*■ co . 

Felizmente, muitas variaveis aleatorias independentes que se definem em probtemas 
praticos verificam automaticamente a condip5o de Lindeberg e por conseguinte tam- 
bem a propriedade limite central. Ate agora a teoria para variaveis aleatorias depen- 
dentes esta incompleta. Apenas alguns casos particulares tern sido tratados. Muitada 
investigapao contemporanea na teoria das probabilidades esta centrada na busca de 
teoremas gerais dizendo respeito a variaveis aleatorias dependentes. 


14.31 Exercicios 

1 . Demonstrar a desigualdade de Tchebycheff no caso discreto. 

2. Se a e qualquer numero real, provar que 

PQX - a\ > cl) <> \ 
c 

para todo c > 0, com A 2 = |+“(f - a) 2 f x (t)dt. A desigualdade de Tchebycheff corresponde 
ao caso particular em que a - E(X). 

3. Seja X a variavel aleatoria definida pelo numero de ocorrencias do acontecimento favoravel 
em n experiences num esquema de Bernoulli; a probabilidade do acontecimento favoravel 
e p. Provar que, para todo e > 0, 

4 - 

4. Lanpa-se ao ar n vezes uma moeda imparcial; o numero de ocorrencias da face “cara” e X. 
Determinar o menor n para o qual a desigualdade de Tchebycheff impliquc 

P ^0,4 < ^ < 0,6^ > 0,90. 
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5. Numa linha de produpdo sabe-se que o numero X de artigos manufacturados defeituosos 
numa hora tem uma distribute de Poisson com media E(X)= 100. Utilizar a desigualdade 
de Tchebycheff para calcular um limite inferior para a probabilidade de que uma dada hora 
se produza um numero de artigos defeituosos compreendido entre 90 e 1 10. 

6. Supor que uma variavel aleatoria X tem uma distribute normal standard (media 0 e va- 
riancia 1), Seja p a probabilidade de que X difira de E(X) mais do que tres vezes o seu desvio 
padrao. Aplicar a desigualdade de Tchebycheff para determinar um limite superior para p. 
Recorrer em seguida a tabuas convenientes da distribuipao normal para mostrar que existe 
um limite superior para p que e aproximadamente 1/50 da obtida pela desigualdade de 
Tchebycheff. 

7. Dada uma sucessiiq de variaveis aleatorias independentes T,, X lt . . . , cada uma das quais 
admintindo uma distribute normal. Seja m k = E(X k ) e <rjj= Var(A’ i ). Provarque tal suces- 
sao goza da propriedade limite central. [ Sugestcio : Recordar o Exercicio 7 da Seccao 14.24], 

8. Sejam X u X 2 , ... variaveis aleatorias independentes com a mesma distribute binomial. 
Admitimos que cada X k toma os valores possiveis 0 e 1 com probabilidades P{X k =!) = /> 
e P(X k ~ 0) = q, sendo p + q = 1 . Seja] Z„ = A", + X 2 + . . . + X n . A variavel aleatoria Z„da 
conta do numero de ocorrencias do acontecimento favoravel em n experiencias num esque- 
ma de Bernoulli. 

(a) Provar que a propriedade limite central toma a forma 

lim p(^-=S ( e -u l ti du . 

n— 08 \ -Jnpq / ^/ 2 -n- J-cc 

(b) Considcrar a aproximacSo sugerida na alinea (a) para estimar a probabilidade de obter 
entre 45 e 55 vezes a face “cara” se uma moeda imparcial e lanpada 100 vezes. Recorrer a 
tabela 14.1, pg. 603 para o calculo. 

9. Com a notaqao do Exercicio 8* o teorema limite central para variaveis aleatorias definindo 
uma sucessao de experiencias num esquema de Bernoulli pode escrever-se na forma 


lim 




VVj > 


<t(r 2 ) - <S>( h ) 


= 1 , 


onde iDea distributo normal standard. Para este caso particular pode provar-se q ue a 
formula e igual menl e vdlida quando /, e fjSao funqoes de n dadas por r, = (a — np)l\fnpq 
e r 2 = (b - np)!\Jnpq , com a e b constantes positivas, a < b. 

(a) Demonstrar que esta relacdo implica a formula assintotica 



J b - n ^±J\ - J a - "gJT-i ) 

\ sfnpq ! \ sjnpq 1 


com n 


oo . 


(bj Lanqa-se 180 vezes um dado perfeito. Utilizar a aproximacdo sugerida na alinea (a) 
para estimar a probabilidade de que sai a face seis precisamente 30 vezes. Para o calcu- 
lo recorrer a tabela 14. 1, pg. 603. 


10. Lanqa-se 100 vezes um dado perfeito. Utilizar a aproximaqao sugerida no Exercicio 9(a) 
para estimar a probabilidade de que sai a face seis: (a) precisamente 25 vezes; (b) pelo 
menos 25 vezes. Recorrer a tabua 14.1, pg. 603 para o calculo. Recorrer a tabela 14.1, 
pg. 603. 
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INTRODUCAO a analise numerica 


15.1 Introducao historica 

O planeta Urnano foi descoberto em 1781 por um excelente astronomo amador, 
William Herschel (1738-1822) com um telescopio de fabrico artesanal. A partir das leis 
de Kepler foi rapidamente calculada a orbita do planeta Urano, a partir de algumas 
observances muito separadas entre si. Determinou-se que a distancia media do Urano 
ao Sol era cerca de duas vezes maior que a de Saturno e que o periodo de uma revo- 
luqao sideral era de cerca de '84 anos. Por volta de 1 830 os dados empiricos acumulados 
puzeram em evidencia. desvios inexplicaveis da orbita prevista. Alguns astronomos 
chegaram a admitir que a lei da gravitaqao universal de Newton nao seria correcta 
para distancias tao grandes como a do planeta Urano ao Sol, outros admitiam que as 
perturbaqoes seriam devidas a um cometa ainda nao descoberto ou a um planeta mais 
afastado. 

Um estudante ainda nao bacharelado da Universidade de Cambridge, John Couch 
Adams (1819-1892), mostrou-se intrigado pela possibilidade de existenciade um plane- 
ta ainda desconhecido. Decide-se por si proprio a dificil tarefa de calcular a influencia 
de um tal planeta nas posiqoes observadas de Urano, supondo correcta a lei universal 
da gravitaqao de Newton. Completou os seus calculos em 1845 e solicitou ao Observa- 
torio Real de Greenwich que fossem feitas pesquisas para detecqao de um hipotetico 
planeta, mas os seus pedidos nao foram atendidos. 

Entretando independentemente e quase simultaneamente foram efectuados calculos 
analogos por Jean Joseph Leverrier (181 1-1877) de Paris, que solicitou a Johann Galle, 
director do Observatorio de Berlim, para confirmar as suas previsdes. Na mesma noite 
em que recebeu a carta de Leverrier, Galle descobriu o novo planeta, Neptuno, quase 
na posiqao calculada. Este era outro triunfo da lei de Newton da gravitaqao, e um dos 
primeiros grandes triunfos da analise numerica , a arte e a ciencia de calcular. 

A historia da analise numerica data de tempos antigos. Quase cerca de 2.000 anos 
A.C. os babilonios calcularam tabuas matematicas. Encontrou-se um pedaqode barro 
contendo uma tabua dos quadrados dos inteiros de 1 a 60. Os babilonios adoravam os 
corpos celestes e elaboraram efemerides astronomicas. O famoso astronomo de Ale- 
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xandria, Claudio Ptolomeu (cerca de 150 D.C.) possui umas efemerides babilonicas de 
eclipses que datavam do ano de 747 A.C. 

Em 220 A.C., Arquimedes usou os poligonos regulares como aproximapSes da cir- 
ainferencia e deduziu que 3^ < n < 3$. O trabalho de calculo numerico desde ent2o 
ate ao seculo XVII centrou-se principalmente na preparap§o de tabuas astronomicas. 
O advento da algebra no seculo xvi deu lugar a uma renovada actividade em todos os 
ramos da Matematica, incluindo a analise numerica. Em 1614, Napier publicou a pri- 
meira tabua de lagaritmos. Em 1620, os logaritmos do seno e da tangente foram tabu- 
lados com sete decimals. Em 1628 estavam cal.culadas as tibuas de logaritmos decimais 
dos mimeros 1 a 100.000 com catorze casas decimais. 

Os cilculos com series comeparam a desenvolver-se proximo do final do Seculo xvn, 
paralelamente ao desenvolvimento do calculo. Nos comedos do Seculo xvni Jacob 
Stirling e Brook Taylor estabeleciam os fundamentos do Calculo de diferencas Jinitas , 
o qual desempenha actualmente um papel fundamental na Analise Numerica. Com a 
previsao da existencia e localizapao do planeta Neptuno por Adams e Leverrier em 
1845, a importancia cientifica da analise numerica ficou definida de uma vez para 
sempre. 

Mais tarde no Seculo xix o desenvolvimento das mdquinas de calculo automaticas 
ainda mais estimulou o desenvolvimento da analise numerica. Este desenvolvimento 
foi explosive desde o final da 11 Guerra Mundial devido ao progresso nas maquinasde 
calcular electronicas de alta velocidade. Elas tornaram possiveis aobtenpSo de grande 
numero de resultados cientificos que anteriormente pareciam inacessiveis. 

A arte de calcular (distinta da ciencia de calcular) da grande importancia aelabora- 
pao numerica necessaria a um calculo particular. Tambem trata questoes tais como 
a precisao, os erros, e a verificapao dos calculos. Este aspecto da analise numerica nao 
sera discutido aqui; apreende-se melhor ao efectuar os calculos numericos em proble- 
mas concretos. Para ter um bom conhecimento dos metodos praticos e tecnicos a 
seguir, o leitor devera consultar os livros sobre analise numerica, alguns dos quais sao 
citados ha Bibliografia na parte final do Capitulo. A bibliografia contem tambem 
algumas das tabuas matematicas mais usadas; muitas delas dao tambem informapao 
pratica acerca do modo como proceder num calculo determinado. 

Este capitulo e uma introdupSo a ciencia de calcular: Contem alguns dos principios 
matematicos fundamentals que necessita quern trabalhar em analise numerica, quer 
o fapa com um pequeno calculador ou com uma grande maquina de calcular de alta 
velocidade. A parte o seu valor pratico, a materia deste capitulo tem interesse em si 
propria e espera-se que esta breve introdupao venha a estimular o leitor a aprofundar 
mais este importante e fascinante ramo da matematica. 

15.2 Aproximapao polinomial 

Uma idea basica da analise numerica e a de utilizar funpOes simples, habitualmente 
polinomios, para aproximar uma dada funpao f. No Volume I analisamos um tipo de 
aproximapao polinomial ao estudarmos a formula de Taylor (Teorema 7.1). O proble- 
ma consistia na determinapao de um polinomio P que coincida com uma dada funpao 
/, e algumas das suas derivadas num dado ponto. Provou-se que se /e uma funpao com 
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derivada de ordem n num ponto a, existe um e um so polinomio P de grau £ n o qual 
verificara as n +1 relagoes 

P(a)=f{a), P'ifl) .... P (n >(a) =/ (n, (a). 

A solugao e dada pelo polinomio de Taylor, 


k—0 

Analisamos tambem o erro que se comete aproximado /(x) por P(x) em pontos x 
distintos de a. Este erro define-se pela diferenga E n (x)=f(x) — P(x), pelo que pode- 
mos escrever 

/« -»)' + £.». 

f-i ' kl 

ft=o 

Para dizer algo mais a respeito do erro necessitamos maior informagao a respeito da 
fungao / Por exemplo, se/ possui derivada continua de ordem n + 1 em algum inter- 
val contendo a, entSo para cada x deste intervalo o erro pode exprimir-se atraves 
de um integral ou de uma derivada de ordem n + 1: 

£„(*) - -A (* - t)Y n+1 \t) dt = ^ (x - u) n+1 , 

n! Ja (n + 1)1 

com c um ponto situado entre a e x. (Ver SecgSes 7.5 e 7.7 do Volume 1.) 

Existem varias outras maneiras de aproximar uma dada fungao / por polinomios, 
dependendo do uso que deva fazer-se da aproximagao. Por exemplo, em vez de pre- 
tender determinar um polinomio que coincida com / e com algumas das suas deri- 
vadas num ponto dado, podemos pretender determinar um polinomio que tome os 
mesmos valores que / num certo numero de pontos distintos. Expecincamente, se os 
pontos distintos dados sao x 0 , x,, .... x„ podemos procurar um polinomio P que sa- 
tisfaga as condigfies 

(15.1) P(x 0 ) — /(x 0 ) , P(x 1 )=/(x 1 ), . P(x n ) =/(x n ) . 

Uma vez que sSo n + 1 as condigoes a verificar tentamos determinar um-polinomio 
de grau gn, seja 

P(x) =2a*x*, 

com n+ 1 coeficientes a 0 , a,, ..., a„ a serem determinados. As (fl+ 1) condigoes 
(15.1) conduzem-nos a urn sistema de (n + 1) equagoes lineares cujas incognitas sHo 
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os coeficientes do polinomio. Da teoria das equagoes Hneares pode concluir-se que 
este sistema tem uma c uma s6 solugao; logo um tal polinomio existe sempre. Se as 
equag&es s&o resolvidas pela regra de Cramer, os coeficientes a 0 , a,, . . . , a„ exprimen- 
se na forma de cocientes de determinantes. Na pratica, todavia, o polinomio P raras 
vezes se determina deste modo porque os caiculos s&o extremamente trabalhosos 
quando n i grande. Metodos mais simples tem sido desenvolvidos para determinar os 
polinomios de aproximagSo. Alguns deles serao analizados nas SecgQes que se se- 
guem. O polinomio que resolve o problema atras referido chama-se polinomio inter- 
polador. 

Outro tipo corrente de aproximagao polinomial e a aproximapao por minimos qua- 
drados. Neste caso a fungflo dada / e definida e integrdvel num intervalo [a, 61 e pre- 
tendemos um polinomio P de grau gn, tal que o erro quadratico medio 

j b a \f(x)-P(x)] 2 dx 

seja o menor possivel. Na Secgao 15.4 provaremos que para uma fungao continua/ 
tal polinomio existe e e unico. Os polinomios de Legendre introduzidos na Secgao 1.14 
desempenham um papel fundamental na resolug&o deste problema. 


15.3. Aproximagao polinomial e espagos lineares normados 

Todos os diferentes tipos de aproximagao polinomial referidos na Secgao anterior 
estio interligados por uma ideia central, a qual e melhor descrita na terminologia 
prdpria dos espagos lineares. 

Seja V um espago linear de fungoes que contem todos os polinomios de grau Sn e 
que contem tambem a fungao / que se pretende aproximar. Os polinomios constituent 
um subespago S de dimensao finita, com dim S= n+ 1. Quando falamos de aproxi- 
mar / por um polinomio P de S, consideramos a diferenga f — P, que chamamos o 
erro de aproximag&o, e tratamos entao de determinar um metodo para medir a gran- 
deza desse erro. 

Se V e um espago euclidiano, ent&o define-se um produto interno (x, j>) e a corres- 
pondente norma dada por ||x|| = (x, x) V4 , e podemos usar a norma )(/- P\\ como uma 
medida da grandeza do erro. 

Por vezes podem introduzir-se normas em espagos lineares n&o euclidianos, isto e,' 
espagos lineares nos quais nao se define um produto interno. Estas normas foram 
introduzidas na Secgiio 7.26. Por comodidade repetimos aqui a definigao. . 

definicAo DE NORMA. Seja V um espapo linear. Uma funpdo real N definida em V 
diz-se uma norma se goza das seguintes propriedades: 

(a) N(J) > 0 para todo ofdeV. 

(b) N(cf) t= |c| N(J) para todo ofemV e-todo o escalar c. 

(c) N(J + g) g N(J) + N{g) para todo o par de funpoes f e g de V. 

(d) N(f) = 0 implica /- 0. 

Jm espago linear no qual se define uma norma, diz-se um espago linear normado. 
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A norma de / escreve-se algumas vezes 1/|| em vez de A f(f). Nesta notagao, as pro- 
priedades fundamentais acabadas de referir escrevem-se: 

(a) ll/||>0, 

(b) I!c/|=MII/Il, 

(c) ||/+ g\\ < ll/ll +||*|, 

(d) tl/ll= 0 implica/= 0. 

Uma fungao N que satisfaz a (a), (b), (c), mas nao a (d), diz-se uma semi-norma. Al- 
guns problemas da teoria da aproximagao tratam com espagos lineares semi-normados; 
outros com espagos lineares normados. Os exemplos seguintes serao discutidos neste 
capitulo. 

EXEMPLO 1. Semi-norma de Taylor. Para um inteiro fixo n> 1, seja V o espago 
linear das fungoes que admitem derivada num ponto fixo a ate a ordem n. S e/e V, 
seja 

iV(/)=il/ ( »!. 

k=0 

£ facil verificar que a fungao N assim definida e uma semi-norma. NSo e uma norma 
porque N(f) = 0 se e so se 

/(*)=/'(*) = /<">(*) = 0, 

e estas equagdes podem satisfazer-se com uma fungao nao nula. Por exemplo, N(f)= 0 
quando f(x) = (x - a)" + 

EXEMPLO 2. Semi-norma de interpolagdo. Seja V o espago linear de todas as fun- 
goes reais definidas num intervalo la, b\. Para um conjunto fixo de n + 1 pontos dis- 
tintos x # , x, , . . . , x„ em la, 6], seja N definida pela equagao 


n 


N(f) = 2I/(**)| 

k-o 


se /6 V. Esta fungao N e uma semi-norma em V. Nao e uma norma porque N(f) = 0 
se e so se /(x 0 ) = /(x,) = . . . —f(x n ) — 0, e e evidente que essas equagoes podem 
verificar-se com uma fungao / nao nula em [a, b\. 

exemplo 3. Norma quadratica. Seja C o espago linear das f-ungdes contmuas num 
intervalo (a, b]. Se /€ C definimos 

(15.2) N(f) = (J^ |/(x)| 2 dx) 1/2 . 


Esta e uma norma consequencia do produto interno 


(/. g) - J a V(x)gto dx . 
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Note: Seja S o conjunto das funpoes /integraveis em I a, 61. O conjunto 5eum 
espapo linear, e a funpao N definida por (15.2) e uma semi-norma de S. N3o e uma 
norma porque se tern N(f) = 0 sem que / seja identicamente nula em ( a , 61. 

exemplo 4. Norma maximal. Seja C o espapo linear das funpoes continuas num 
intervalo [o, b). Se/G C, define-se 

N(f) = max |/(x)| , 

a<x<b 

onde o simbolo do segundo membro representa o maximo absoluto de |/| em la, 6). 
A verificapao das quatro propriedades da norma e pedida no Exercicio 4 da Secpao 
15.5. 

15.4 Problemas fundamentals da aproximapao polinomial. 

Seja C o espapo das funpoes continuas num dado intervalo [a, 6], e S o subespapo 
linear de todos os polinomios de grau < n. Suponhamos tambem que se define uma 
norma ou semi-norma em C. Escolhamos uma funpao /em C. Se existir um polinomio 
P em S tal que 

\\f-P\\^\\f-Q\\ 

para todos os polinomios Q em 5\ dizemos que Pea melhor aproximapao polinomial 
para / com o grau especificado. A expressao “o melhor” e naturalmente, relativa a 
norma dada (ou semi-norma). O melhor polinomio para uma escolha da norma nao 
o sera necessariamente para outra norma escolhida. 

Uma vez escolhida a norma ou a semi-norma, tres problemas se apresentam de ime- 
diato. 

1. Existencia. Dada a funpao / em C, existira um melhor polinomio de apro*ima- 
pao para / com grau previamente determinado? 

2. Unicidade. Se existir esse polinomio /sera ele unico? 

3. Construpdo. Se existir esse polinomio optimo para / com o grau previamente 
dado, como podera determinar-se? 

Existem, sem duvida, muitos outros problemas que podem ser considerados. Por 
exemplo, se o unico melhor polinomio de aproximapao P n de grau < n existir, podemos 
pretender obter limites superiores para || /— / > n |j, os quais poderao ser utilizados para 
satisfazer a requisitos praticos. Ou podemos averiguar se || /— PJ-^O quando n-* oo 
para a norma dada ou provavelmente para outra norma. Se for assim, dizemos que os 
polinomios de aproximapao convergent para / nesta norma. Em tal hipotese existem 
aproximapoes tao proximas quanto se queira relativas a essa norma se n e suficiente- 
mente grande. Estes exemplos ilustram alguns dos tipos de problemas que se estudam 
na teoria geral da aproximapao polinomial . Neste estudo preliminar dedicamos a nossa 
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aten<;ao especialmente aos tres problemas de existencia, unicidade e construqao, como 
ja nos referimos. 

No caso da aproxima^uo mediante polinomios de Taylor estes problemas podem 
resoiver-se totalmente. Se / admite derivadas ate a ordem n num ponto a, e facil provar 
que o polinomio da melhor aproximaqao de grau < « relativo a semi-norma de Taylor 
para este n e o polinomio de Taylor 

(15-3) P(x) (*-«>*• 

Com efeito, para este polinomio temos 


ii /- pi =ii/ w (fl)-p <w (fl)i =o, 
*-0 


pelo que a desigualdade \\f- / > ||<|)/- (?|| e trivialmente satisfeita para todo o poli- 
nomio Q. Deste modo P e o polinomio da melhor aproxima^ao relativamente a esta 
semi-norma. Para provar a unicidade, consideremos qualquer polinomio Q de grau 
< n tal que \\f- Q ||= 0. Esta equaqao implica que 

C(«) =*/(«). G'(«) =/'(«), fi‘”>(«)=/ (n, («). 

Pelo teorema 7.1 do Volume . I sabemos que o polinomio de Taylor em (15.3) e o unico 
polinomio satisfazendo a estas equacSes. Portanto Q= P. A equagao (15.3) resolve 
tambem o problema da constru^ao. 

Todos os tres problemas podem ser resolvidos para qualquer norma deduzida de 
um produto interno. Neste caso, o teorema 1.16 diz-nos que existe um so polinomio 
em S para o qual a norma \\f- P|| e a minima possivel. Com efeito, este Pea projec- 
?ao de/em S’ e vem dado por Oma formula explicita v 

P(x) =2(P> e ( )e ( (x) , 

k- 0 

onde e 0 , e, , . . .., e„ sao funqoes que constituent uma base ortonormada para S. 

Por exemplo, se for C o espaoo das fun^des reais continuas no intervalo [ — 1, 1 1 e se 


(f,g) = j* 1 f(x)g(x)dx, 

os polinomios de Legendre normalizados cp 0 , <p , , . . . , <p„ formam uma base ortonormada 
para 5, e a projecqao f n de / sobre 5 vem dada por 


/«(*) = 2 (/> <Pk)<Pk(x), onde (/, <p k ) = dt. 

k=0 1 
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Recordemos que os polinomios de Legendre normalizados sao dados por 

= com P k (x) = ^J^(x 2 -lf. 

Os seis primeiros pqljnomios normalizados sao 

9>o(*) “ Vi , ?i(x) = VI x, <p 2 (x) = iVI (3x* - 1) , cp 3 (x ) = jVi (5x* - 3x), 

<pi(x) — |Vf (35x 4 — 30x 2 + 3) , <?> 5 (x) — h/ 3 #- (63x 5 — 70x 3 + 15x) . 

Os problemas correspondentes a semi-norma serSo tratados na Secgao 15.6. Nas 
ultimas secgbes analizaremos a aproximagao polinomial relativa a norma maximal. 


15.5 Exercicios 

1. Provar que cada uma das seguintes familias de funcoes e um espaco linear. 

(a) Todos os polinomios. 

(b) Todos os polinomios de grau g n. 

(c) Todas as funcftes continuas num intervalo /. 

(d) Todas as funfSes deriv&veis num intervalo /. 

(e) Todas as funcoes derivaveis ate a ordem n num intervalo /. 

(0 Todas as funcoes admitindo derivadas ate a ordem n num ponto fixo x 0 . 

(g) Todas as funcSes admitindo desenvolvimentos em serie de potencias na vizinhancade 
um dado ponto x„. 

2. Dizer se sim ou riao cada uma das seguintes familias de funcoes reais e um espaco linear. 

(a) Todos os polinomios de grau n. 

(b) Todas as funcoes definidas e limitadas num intervalo [a, 6]. 

(c) Todas as funcoes em escada definidas num intervalo ! a, £>). 

(d) Todas as funcbes monotonas num intervalo [a, b\. 

(e) Todas as funcoes integraveis num intervalo [a, b], 

(0 Todas as funcoes seccionalmente mondtonas num intervalo [a, 61. 

(g) Todas as funcdes que podem exprimir-se na forma/- g, com/e g monotonas crescentes 
num intervalo [a, b]. 

3. Seja C o espaco linear das funcoes reais continuas num intervalo [a, 61. Uma funcSo Ndefine- 
se em C na forma que a seguir se indica. Determinar para cada caso quais das quatro pro- 
priedades da norma que sao satisfeitas, e determinar em consequencia disso se j V e uma 
norma, uma semi-norma, ou nenhuma delas. 

(a) N(f) -/(«). ' (e) 

(b) N(f) = \f(a )\ . (f) N(f) = £ |/(x)| dx. 

(c) N(f) = 1/(6) -/(a) | . (g) N(f) = J* |/(x)i 2 dx. 

(d) N(f) = j b JM.dx. (h) N(f) = | j>x) dx |*. 
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4. Seja C o espaco linear normado das fungdes continuas num intervalo [a, Z>] . Se/e£, definir 

N{[) - max |/(*)l . 

a <x<b 


Provar que TV e uma norma para C. 

5. Seja B o espaco linear de todas as funcoes reais definidas e limitadas num intervalo [a, 61. 
S e/e 6, definir 

N{[)= sup I/Ml, 

a <x<b 

onde o simbolo do segundo membro representa o supremo (menor limite superior) do con- 
junto de todos os numeros \f(x)\ para x em la, 61. Provar que N e uma norma para B. Esta 
chama-se a norma do supremo. 

6. Considerar o Exercicio 3. ' Determinar quais das funcoes N dadas tern a propriedade df 
N{fg) = N(f)N(g) para todo o par de funcoes /egemC. 

7. Para um inteiro fixo nil, seja S o conjunto de todas as funcoes admitindo derivadade 
ordem n num ponto fixo x 0 . Se/€S, seja 

n j 

N(n = 

k = 0 

(a) Provar que N e uma semi-norma em S. 

(b) Provar que N(Jg) g N{f)N(g) para todo o par f g de S. 

Provar tambem que a semi-norma de Taylor nao goza desta propriedade. 

8. Seja /uma funcao real continua no intervalo t — 1, 11. 

(a) Provar que o melhor polinomio quadratico de aproximac^o relativo a norma quadratica 
em [ — 1 , 1 1 e dado por 

P(x) - \ + | xjl t tf(t ) dt + f(3x 2 - 1) £ (3f 2 - 1 )f(t)dt. 

(b) Determinar uma formula analoga para o melhor polinomio de aproximaqS-o de grau <4. 

9. Calcular as constantes a, 6, c detal modo que o integral /' \e x — (a + bx + cx 2 )| 2 <ixseja tlo 
pequeno quanto possivel. 

10. Seja f(x) = |xj para — 1 < x < 1. Determinar o polinomio de grau < 4 que melhor aproxima 
/em t - 1, 1] relativamente a norma quadratica. 

1 1. Seja C o espapo linear das funqSes continuas reais em (a, 61 com o produto interno (/ g) = 

= J b J{x)g(x)dx. Seja <? 0 , ■. . . , e n uma base ortonormada para o subespaqo S dos polinomios 
de grau £«. Seja P o polinomio em S que melhor aproxima uma dada funcao / em Crelati- 
vamente a norma quadratica. 

(a) Provar que o quadrado da norma do erro e dado por 

11 / -n* “ll/ll 2 

k - o 

(b) Calcular este erro explicitamente quando la, 61 = [ - 1, 1], n = 2, e/(x) = |x|. 

12. Seja f{x) = 1 lx para x =£ 0. 

(a) Provar que o polinomio constante P que melhor aproxima / num intervalo [ 1, «], em reja- 
cao a norma quadratica e / > (x) = (log n)/(n- 1). Calcular j|P-F|| 2 para este P. 

(b) Determinar o polindmio linear de aproximacSo P que melhor aproxima/num intervalo 
1 1, n\ em relacSoa norma quadr&tica. Calcular ||/ > -/j 2 para este P quando n — 2. 
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Calculo 


13. Seja f(x)=e*. 

(a) Provar que o polinomio constante P que melhor aproxima /no intervano jO, n|reiativa- 
mente a norma quadratica e P(x) = (e n — 1 )ln. Calcular ||P — /|| 2 para este P. 

(b) Determinar o polinomio linear P que melhor aproxima / no intervalojO, ijem rela?ao 
a norma quadratica. Calcular ||P — / || 2 para este P. 

14. Sejam P„, P,, . . . , P„ n + 1 polinomios ortogonais em|d, b\ relativamente ao produto interno 
do Exercicio 11. Supor tambem igualmente que, P k tern grau k. 

(a) Provar que tres polinomios consecutivos quaisquer desse conjunto estao tigados pela 
formula de recorrencia 


P*+ X (x) = Ofc* + t> k )P k {x) + c k P k _ k (x) 
para 1 < k < n = 1, onde a k , b k , c k sao constantes. 

(b) Determinar esta relaqjo por recorrencia explicitamente quando os polinomios sao os 
polinomios de Legendre ortonormados. 

15. Considerar o Exercicio 14 e representar por p k os coeficientes de x k em P k (x). 

(a) Provar que a k =p k+l /p k . 

(b) Recorrer a formula de recorrencia do Exercicio 14 para estabelecer a formula 

Pm Pm — 1 tv) , n fv ) “ Pm(-*-)Pjn+l(y) 


valida para X + y. Analizar o caso limite quando x = y. 


^ P k (x)P k (y) 


15.6. Polinomios interpoladores 

Voltamos agora a aproximaqao mediante polinomios. Conhecem-se os valores de 
uma fungao / em n + 1 pontos distintos x„, x, , ...,x„e pretendemos determinar um 
polinomio P de grau < n que verifica as condiqoes . . 

(15.4) P(x 0 )=/(x 0 ), P(x 1 )=f(x 1 ) P(x„) = /(x n ). 

Em primeiro lugar provamos que se tal polinomio existir e unico. Em seguida prova- 
remos que esse polinomio existe por meio da sua construpao explicita. Este polinomio 
minimiza a distancia de/a P, medida pela semi-norma de interpolaqao para este n, 

\\f-p\\=i\f(x k )-p(x k )\. 

0 

Visto que a distancia e 0 se P verifica (15.4), o polinomio interpolador Pea melhor 
aproxima<pao relativa a esta semi-norma. 

TEOREMA 15.1. TEOREMA DE UNICIDADE. Se dados n + 1 pontos distintos Xo, x,. 
. ... x„, P e Q sao dois polinomios de grau < n tais que 

P(x k ) = Q(x k ) . 

para cada k = 0, 1,2 n, entao P(x) = Q(xj para todo x. 
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Demonstragao. Seja R(x)= P(x)- Q{x). A fum;ao i! e um polinomio de grau < n 
que tern n + ! zeros distintos nos pontos x 0 , x , , . . . , x„. O unico polinomio que goza 
desta propriedade e o polinomio nulo. Deste modo R{x) = 0 para todo x , pelo que 
P(x) = Q(x) para todo x. 

O polinomio interpolador P pode construir-se de diferentes modos. Vamos expor 
em primeiro lugar o metodo de Lagrange. Seja A (x) o polinomio dado por 


(15.5) 


n 

A(x) = (x - x 0 )(x - x x ) ■ • • (x - x„) = TT (x - x,) . 


o 


Este polinomio tem um zero simples em cada um dos pontos Xj. Seja A k (x) o polino- 
nio de grau n obtido de A (x) por supressao de factor x — isto e. 


(15.6) 


n 


A k (x) = TT(x - ^i). 


i-o 


0 polinomio A k (x) tem um zero simples em cada ponto x ; =£ x k . No proprio ponto x k 
tem-se 


(15.7) 


n 

A k (xic ) = TT ( x i 


o 

i*k 


- X } ). 


Este e nao nulo porque nenhum factor do produto e nulo. Portanto o polinomio 
A k (x)l A k (x k ) tem o valor 1 quando x= x k e o valor 0 quando x— Xj, para Xj=t x k - 
Seja agora 


m - 2 


f(x k )Mx) 

Mx*) 


Quando x = xj, cada parcela desta soma anula-se excepto o termo de ordem j, que tem 
o valor f (xj). Por conseguinte P{ xj)= f(x.) para cada j. Visto que cada parcela desta 
soma e um polinomio de grau n , a propria soma e um polinomio de grau < n. Assim, 
encontramos um polinomio satisfazento as condiqdes requeridas. Este resultado pode 
resumir-se no teorema seguinte: 

TEOREMA 15.2. Dados n + 1 pontos distintos x 0 , x { x„ e n + 1 numeros reais 

f{x a ), /(jr,) f . . . ,/(x„), nao necessariamente distintos, existe um e um so polinomio P de 
grau <n tal que P{xj) - f{Xj) para j= 0, 1,2,..., n. Este polinomio e dado pela formula 

(15.8) P(x) = y 

A k(x k ) 

onde A k (x) e o polinomio defmido por (15.6). 
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A formula (15.8) que da P(x) chama-se a formula de interpolapdo de Lagrange. Po- 
demos escreve-la do seguinte modo 

P(x) - ^f(x k )L k (x), , 

k- 0 

onde L k (x) e urn polinomio de grau n dado por 


(15.9) 


Lk( x ) — 


A(x) 

M x k) ' 


Assim, para cada x fixo, P(x) e uma combinaqao linear dos valores fixados/(x 0 ),/(x,), 
. . . , f(x n ). Os multiplicadorcs J.f.x) dependem unicamente dos pontos x,„ x,, . . ,,x„ 
e nao dos valores fixados. Chamam-se os coeficlentes de interpolacao de Lagrange. 
Se utilizarmos as formulas (15.6) e (15.7) podemos escrever (15.9) na forma 


(15.10) 


L k (x) = TT 


x — x f 


)=0 X k — X. 
i*k 


Esta formula proporciona um metodo eficiente para calcular o numero L^x) para urn 
dado x. 

Nota: Os coefieientes de Lagrange L k (x) exprimem-se muitas vezes na forma 


£*(*> = 


A k (x) 
A‘(x k ) ’ 


onde A ' e a derivada do polinomio (15.5). Para demonstrar esta formula basla pro- 
var que A '(x k ) = A k (x k ). Derivando a igualdade A(x) = (x - x k ) A k (x) obtemos 
A '(x) = (x - x k ) A \ (_v) +• A k ( x ). Quando .v = x k isto da-nos A \x k ) = A k ( x k ). 


EXEMPLO. Determinar o polinomio de grau < 3 que toma os valores p 0 , >’ t , v 2 , nos 
pontos -2,-1, 1,2 respectivamente. 


Resolucao. Tomamos x 0 = - 2, x, = — 1 , x l2 = 1, x, = 2. Os polinomios L k (x) em 
(15.10) sao dados por 


L 0 (x) = 


L t (x) = 


(x + l)(x - l)(x - 2) 


(-2 + 1)(— 2 
(x + 2)(x - 


- 1 )( — 2 - 2 ) 
l)(x - 2) 


^(x + l)(x-l)(x-2). 


(~ 1 + 2)(— 1 — 1 )( — 1 — 2 ) 


~(x + 2)(x 
o 


l)(x-2), 


L 2 (x) = (X - -- ){X + 1)( * - -(x + 2)(x + l)(x 

(1 + 2)(1 + 1)(1 - 2) 6 V 


2 ), 


L 3 (x) = (X + 2)(X + 1)(X ^ = — (x + 2)(x + l)(x - 1) . 

(2 + 2 ) (2 + 1)(2 - 1 ) 12 
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Portanto o polinomio pedido e 

P(x) = y 0 L 0 (x) + j^O) + y 2 L z (x) + y 3 L 3 (x) 

= - £(* + 1)0 - 1)0 - 2) + V Mx + 2)(x - 1)0 - 2) 

12 6 

- ^o + 2)0 + 1)0 - 2) + £o + 2)0 + DO - !)• 

6 12 

Para calcular o valor de P(x) para um determinado x e usualmente preferivel deixar 
o polinomio nesta forma em vez de o ordenar segundo as potencias crescentes de x. 
Por exemplo, se y 0 = - 5, y, = 1, y 2 — 1, e _y 3 = 7, o valor de P(x) para x = \ vem dado 
por 


P® = *«)(*)(-*) + KiKiX-i) - i(l)©(-i) + A(i)(!)0) 


— _£S 7_ 1 MS. I r _ ZZS. — -}Z 

— 08 481481 9 8 — 9 6 — 4-8 • 


15.7 Pontos de interpolate) igualmente separados 

Na proposicao que acabamos de efectuar os pontos de interpolapao *o. *i. ■ ■ ■ * x n 
supoem-se distintos, mas fora disso sao arbitrarios. Suponhamos agora que estao igual- 
mente espapados e mostremos que os coeficientes de Lagrage L k (x) se simplificam 
consideravelmente. Seja x 0 < x, < x 2 < . . . < x„ e represente h distancia entre pontos 
consecutivos. Entao podemos escrever 

Xj — x 0 + jh 


para j = 0, 1,2 Visto que x k - Xj- (k - J)h, (15.10) escreve-se 
(15.11) 
onde 


i-o (k — j)h i-o k — j 

i*k S*k 


t _ X - Xq 

h 

No ultimo termo do segundo membro de (15.1 1) o produto de factores independentes 
de / e 


}=o k—j \i=o k — ]) \i=fc+i k — )/ kli-k+ij — 


- 1 ) 
k 


(15.12) 



656 


Calculo 


onde (J)eo coeficiente binomial. Visto que x - x 0 -f th, (5.1 1) escreve-se agora 
(15.13) L k (x 0 + th) = h f[ (f - j ) . 

' i*k 

Para cada n fixo, o segundo membro de (15.13) e uma funqao de k e / que pode 
ser tabulada. O National Bureau of Standards preparou tabuas de coeficientes de 
Lagrange para pontos de interpolaqao igualmente espacados. (Ver referenda 13 da 
Bibliografia, no final do presente capitulo.) Se x e h se escolhem de maneira que o 
numero t = (x - x 0 )lh seja tal que para ele estejam tabulados os coeficientes de La- 
grange L*(x 0 4- th), o calculo de P(x 0 + th) reduz-se a uma multiplicaqao de f(x k ) pelo 
valor tabulado L k (x a + th), seguida de adiqSo. 


15.8. Analise do erro na interpolagao polinomial 

Sejam / uma funcao definida num intervalo [a, b ] contendo os n + 1 pontos distin- 
tos x 0 , x„ . . . , x n e P o polindmio interpolador de grau <n que coincide com /nestes 
pontos. Se alterarmos os valores de / em pontos diferentes dos pontos de interpola- 
te) nao se alterara o polinomio P. Isto mostra que a funqao /eo polinomio P podem 
diferir consideravelmente em pontos distintos dos pontos de interpolate). Se a fun<?ao 
dada / tern certas qualidades de “regularidade” em todo o intervalo [a, b] podemos 
esperar que o polinomio interpolador P sera uma boa aproximaqao de /em pontos 
diferentes dos x k . O teorema seguinte da-nos uma expressao util que nos permite 
estudar o erro na interpolate) polinomial quando a funqSo dada admite derivada de 
ordem n 4- 1 em [a, b\. 

TEOREMA 15.3. Sejam x 0 , x u .... x„, n + 1 pontos distintos no dominio da fun^do f e 
P o polinomio interpolador de grau <n que coincide com f naqueles pontos. Escolha-se um 
ponto x no dominio de f e seja [a, p] qualquer intervalo fechado contendo os pontos x 0 , jr„ 

. . . , x n e x. Se f possui uma derivada de ordem n + 1 no intervalo [a, p] existe pelo me- 
nos um ponto c no intervalo aberto ( a , /3) tal que 

(15.14) f(x) ~ P(x) = ~^~—f (n+1 \c), 

(n + 1)1 

com 

A(x) — (x - x 0 )(x - xj) •■■•(* — x„). 

i 

Nota: O ponto c depende de x e de n. 

Demonslracdo. Se' for x um dos pontos de interpolate x k , entSo A(x k ) = 0 e a 
equate) (15.14) e trivialmente satisfeita para qualquer c em (or, p). Suponhamos en- 
tao, que x nao e um dos pontos de interpolate). Consideremos x fixo e definamos 
uma nova funto Fern [a, /}] mediante a equate) 


(15.15) 


Fit) = A{x)[f{t) - P(f)] - ^0)[/W - P(x)], 
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0 segundo membro desta igualdade, com funpio de t , admite derivada de ordenr 
n+ 1, logo o mesmo e verdadeiro para o primeiro membro. Porque P(t) e um poli- 
nomio em / de grau <n, a sua derivada de ordem n + 1 e identicamente nula. O po- 
linomio A{t) tem grau n+ 1, sendo o termo de ordem mais elevada t n+l , e tem-se 
/ 4 (n+ d(r)= (n + 1)! Por conseguinte, se derivamos ambos os membros de (15.15) n + 1 
vezes em relapao a t obtemos a formula 

(15.16) F<n+i>(*) = - (n + 1)! [/(x) - F(x)]. 

Da definigao de Fern (15.15) ve-se que Fse anula nos n+ 1 pontos de intetpolagao 
x 0 , x,, . . . , x„ e tambem no ponto x. Deste modo F (t) = 0 em n + 2 pontos distintos 
no intervalo [a, /Jl. Estes pontos determinam n+ 1 subintervalos de [a, /5] adjacentes, 
anulando-se a fungao F nos. pontos extremos de cada um desses subintervalos. Pelo 
teorema de Rolle, a derivada F'(t) deve anular-se em, pelo menos, um ponto t ante- 
rior a cada subintervalo. Se escolhermos precisamente um tal t de cada subintervalo 
obtemos n -I- 1 pontos distintos no intervalo aberto (a, /5) nos quais F'(0 = 0- Estes 
pontos, por sua vez determinam n subintervalos em cujas extremidades se tem F\t) = 0. 
Aplicando o teorema de 'Rolle a F' concluimos que a segunda derivada F"{i) se anula 
em pelo menos n pontos distintos de (a, /}). Depois da aplicagao, deste modo, do teo- 
rema de Rolle n+ 1 vezes, encontramos finalmente que existe pelo menos um ponto 
c em (a, /5) no qual F< n+| >(c) = 0. Substituindo este valor de c na equagao (15.16) ob- 
temos 

(« + 1)! [fix) - P(x)} = A(x)f^{c), 

a qual coincide com (15.14). Esta pois demonstrado o teorema. 

Deve observar-se que, tal como na aproximagao com polinomios de Taylor, o erro 
contem a derivada de ordem n + l,/("+0(c), calculada num ponto desconhecido c. Se 
os valores extremos de /t«+0 em [a, /}] sao conhecidos, podem obter-se limites supe- 
rior e inferior para o erro. 

Suponhamos -agora que os pontos de interpolagao estao igualmente espagados e 
que x 0 < x, < ••• < x„. Se h representa a distancia entre cada par de pontos de inter- 
polagao consecutivos, podemos escrever 

X] — x 0 + jh e x = x 0 + th , 

onde t = (x — x 0 )/A. Uma vez que x - X/~ ( t - j)h, o polinomio A(x) pode escrever-se 


A(x) = ft (x - x,) - /," +1 ft (/ - j) - 

i=0 /■=(> 


A formula (15.14) vem 

m - F( X ) - f— h TT(t-j), 

(n + 1)1 i - o 


(15.17) 

com t = (x - x a )th. 
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EXEMPLO, O erro na interpolapao linear. Suponhamos que uma fungao f com se-- 
gunda derivada, esta tabulada e que pretendemos calcular o seu valor num ponto x 
compreendido entre duas entradas consecutivas x 0 e x 0 + h. Se usarmos a interpola- 
gao linear aproximamos o grafico de /relativo ao intervalo [x 0 , x 0 + h] por uma recta, 
como se mostra na figura 15.1. Se P representa o polinomio linear interpolador, o 
erro estimado em (15.17) vem 

(15.18) f(x)-P(x)= f -^h*t(t- 1), 


onde t = {x — x 0 )lh. Quando x esta entre x 0 c x n + h tem-se 0 < t < 1 e o valor maxi- 
mo de | / (r — 1)| neste intervalo e j. Deste modo (15.18) da-nos a estimativa 


1/00 - P(x)l 


. \f"(c)\h 2 
^ 8 



O ponto e e desconhecido no intervalo (x 0 , x 0 + h). Se a derivada segunda de /for 
limitada neste intervalo, seja|/"(x)| < M, a estimativa do erro vem 


i m - p(x)i <c 


Mh 2 

8 


Em particular, se / for um seno ou um cosseno, entao |/"(x)| < 1 para todo x e tem- 
se |/(x) — P(x)| < h 2 l 8. Numa tabela de senos e cossenos com entradas espagadas de 
1 grau (um grau = n! 180 radianos) tem-se h = n! 180, pelo que 


h * 
8 


- 772 < 10 — < — - — = 0,00004. 

8(180) 259,200 25,000 
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orque este erro nao excede ^ da quarta casa decimal, a interpolacao linear poderia 
ansiderar-se como dando um resultado satisfatorio numa tabua com quatro decimals, 
i erro calculado pode melhorar-se nos pontos da tabua em que|/"(c)| seja considera- 
elmente menor que 1 . 

5.9. Exercicios 

1. Para cada alinea determinar o polinomio P de menor grau possivel satisfazendo as condi- 
goes dadas. 

(a) P(-l)=0, P(0) = 2, P( 2) =7. 

(b) P(l) = 1 , P(2) = 0 , P{ 3) = 0, i>( 4) = 1 . 

(c) P(l) * 1 , P(2) = 2, P( 3) = 3 , P(0) = 1 . 

(d) P{0) = -2, P(l) = 0, P(-l) = -2, P{ 2) = 16. 

(e) P(— 2) =11, />( — 1) = -11, P(0)=-5, P(l) = -1. 

2. Seja /(.y) = cos (ty/ 4). Determinar o polinomio de menor grau que tome os mesmos valo- 
res que / nos pontos -2, -j. 0, j, 2. 

3. Seja P um polinomio de grau <n e A (.v) = (.v — y„)(y — y,)- • • (y — y„). sendo y 0 , y 

y„, n + 1 pontos distintos. 

(a) Provar que, qualquer que seja o polinomio S, o polinomio Q definido por Q(x) - 

P(.x) + A(x) B( y) coincide com P nos pontos y„, y, Y n . 

(b) Provar tambem o reciproco, isto e, se Q e um polinomio qualquer que coincide com P 
nos pontos y 0 , y m .... ,v„. entao Q(x) = P(.x) + A (y) B{ y) para algum polinomio B. 

4. (a) Determinar o polinomio Q de menor grau possivel que verifique as condicoes 

G(-2) = -5, G(-l) = -1 , (2(1) -1, Q'(0) = — 1 . 

ISiigesMo: Determinar em primeiro lugar um polinomio P que toma os valores indica- 
dos em -2, - 1, 1 e utilizar em segundo o Exercicio 3 para determinar Q\. 

(b) Determinar o polinomio Q de menor grau possivel que verifique as condigCies da alinea 
(a) com Q '(0) = - 3 em vez de G”(0) = - 1. 

5. Seja /( y) = logj y para y > 0. Calcular P(32), com P o polinomio de menor grau que coin- 
cide com / nos pontos 

(a) x = 1, 64. (c) x = 4, 16, 64. 

(b) y = 1 , 16, 256. (d) y = 1 , 4, 16, 64, 256. 

Para cada caso calcular a diferenga ,/(32) - P( 32). Estes exemplos mostram que a precisilo 
na interpolagao polinomial nao e necessariamente melhorada pelo aumenlo do nu- 
mero de pontos de interpolagao. 

6. Os coeficientes de interpolagao de Lagrange L k (x) dados pela equagao (15. 10) dependem 

nao somente de y, mas tambem dos pontos de interpolagao y,„ y, ,v„. Podemos expres- 

sar esta dependencia escrevendo L k {\)= L k (x: A ), representando A o vector no espago 

com n + 1 dimensoes definido por ,V= (.y,„ y y„). Para um dado numero real b, seja 

b o vector no espugo com n + 1 dimensoes com todas as componentes iguais a b. Se a # 0, 
provar que 

L k (ax + b ; aX + 6) = L k (x; X). 

Esta e a chamada propriedade de invariancia dos coeficientes de interpolagao de Lagrange. 
O exercicio que se segue mostra que pode utilizar-se esta propriedade para auxiliar na 
simplificagao dos calculos na pratica. 
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7. Seja P um polinomio de grau <4 que toma os valores 


P(2A) = 72 , P{2.5) = 30, P( 2.7) = 18, P(2.8) = 24, P(3.0) = 180. 


(a) Introduzir novos pontos de interpolate* u t relacionados com os pontos .v dados pela 
formula u t = lOx^ — 24. Os sao inteiros. Para cada k = 0, I, 2, 3, 4, determinar os coefi- 
cientes de interpolate de Lagrange L k (x) em funqao de u , com u = 10* - 24. 

(b) Utilizar a propriedade da invariancia do Exercicio 6 para calcular P( 2, 6 ). 

8 . Uma tabua da funqao f(x) = log x contem entradas desde x = 1 ate x = 10 com intervalos 
de 0,001. Os valores da funcao para valores de x intermedios de cada par de entradas con- 
secutivas calculam-se por interpolate linear. Supor que as entradas na tabua sao exactas. 

(a) Provar que o erro na interpolate linear nSo excedera 5 na sexta casa decimal. 

(b) Para que os valores de x sera a interpolato linear satisfatoria para uma tabua de sete 
decimais? 

(c) Qual deveria ser o espaqamento das entradas no intervalo 1 £ x s 2 de maneira que a 
interpolato linear fosse satisfatoria numa tabua de sete decimais? 

Nos Exercicios 9 a 15, x 0 , jc,, .... x n sao pontos distintos e 

« A k (x) 

A(x) *= JJ (* - x s ) , A k (x) = JJ (* ~ x i> > L kW - A k ( ~ ^ • 

^-0 


9. Deduzir a formula A'( x)= recorrendo (a) a derivaqao do logaritmo; (b) a 

formula de interpolato de Lagrange. 

10. Demonstrar cada uma das formulas seguintes'. 


(a) 2 = 1 e 2 7(f) = ° Para t0d ° X ' 

n j 

(b) / — — ■ = 0. ISugcxrJo/ Utilizar a alinea (a) com valores adequados de .v] 
f-i A (x:*.) 


1 1. Seja P qualquer polinomio de grau £n. Mostrar que o coeficiente de x " e igual a 

rl (■**) 

k = 0 

12. (a) Determinar a e b de modo que o polinomio 

P*M = {a + Kx - x k )}L k (x ) 2 
tenha as seguintes propriedades: 

PkiXi) = 0 para todof, P k (x k ) — 1 , e P k {Xi) = 0 para i^k. 
(b) Determinar c e d de modo que 0 polinomio 
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Qk(x) = {c + d(x - x k )}L k (x) 2 
tenha as seguintes propriedades: 

Qki x k) = 1, Qk(Xi) = 0 para i # k, e Q' k (x { ) = 0 para i. . 

(c) Seja H(x) =J, k ^f(x k )Q k (x) + J_Ln f'(x k )P k (x), onde/ e uma fun?ao dada dcriva- 
vel em x 0 , x, x„. Provar que 

H(x { ) =f(Xi) e //'(*,) =/'(*«) para i. 

Demonstrar tambem que existe quando muito um polindmio H{x) de grau <2n + l com 
esta propriedade. 

13. (a) Sejam P e Q dois polindmios de grau <« satisfazendo as n + 1 condi<^>es 

P(*o) = 2W. P'Ui) = Q\x 0, P'(x 2 ) = Q’(x,) P tn) (x„) - G ( ">(*„). 


Provar que P(x) = Q(x) para todo x. 

(b) Seja fi 0 (x) = 1 , e para n 2 1 defina-se 




x(x - «) n_1 
«! 


Provar que B'„(x) - B„_,(x - 1) para nS I e deduzir que 

B„(0) = B'J\) - 2) = • ■ • = - 1) - 0 e £<"’(") = 1 • 

(c) Mostrar que o unico polinomio de grau <wque satisfaz as eondipoes 

Pi 0) = c 0> P'{ 1) = c lt P'i 2) - c„ . . . , /><»>(«) = c n 

vem dado por 

P(x) = '^c k B k (x). 

k-0 

(d) Se x k = x 0 + kh para k = 0, l, 2, . . . , n, onde h > 0, generalizar os resultados de (b) 
e (c). 

14. Supondo que x 0I x„ . . . , x„ sSo inteiros que satisfazem ax, < i, < • - - < x„. 

(a) Provar que |/T(**)I ^ k\ (n - k)\ e demonstrar que 

V 1 ^ 2 " 

ft \A\x k )\ 

(b) Seja P um qualquer polinomio de grau n, com o termo de maior grau igual a x". Repre- 

senle M o maior dos numeros |P(x 0 )|, |P(x,)| |P(x n )|. Provar que M > rt\l 2". ISuges- 

ido: Usar a alinea (a) do Exercicio 11], 

15. Demonstrar as formulas seguintes. Nas alineas (a) e (b), x e qualquer ponto diferente de 
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(a) 


A\x) 

A(x) 



(b) 


A"(x) _ A t (x) -A l , -y 1 

/l'(x) " A\x) jLx -x } 

j±k j*k 


A{x) y 1 

' (x — a :,) 2 ’ 

3=0 

• f** 


, \ A ' (Xk> 1 
W A’(x k ) Z **-*,- * 

i*k 

16. Seja P„(x) o polinomio de grau <n que coincide com a funcao/(x) = e" para os valores in- 
teiros de x = 0, Visto que este polinomio dependc dc a represente-se por P n (x;a). 

Provar que o li mite 

P.C*; «) - 1 

lim 


existe e e um polinomio em x. Determinar este polinomio explicitamente. 


15.10. Formula de interpola^ao de Newton 

Seja P„ o polinomio interpolador de grau <n que coincide com uma dada funqao 
/ em n + 1 pontos distintos x 0 , x t , ..., x„. A formula de interpolaqao de Lagrange 
diz-nos que 

P n (x) =it t (x)/W> 

ft =0 

onde L k (x) e um polinomio de grau n (o coeficiente de interpolaqao de Lagrange) 
dado pelo produto 

(15.19) L k (x) — Tf— — , para k — 0, 1, 2 , . . . , n. 

i = o x k — x. 


Suponhamos que juntamos um tiovo ponto de interpolacao A'„ +l aos pontos dados 
x 0 , x l , x n . Para determinar o correspondente polinomio P„ +[ pela formula de 
Lagrange e necessario calcular um novo coeficiente de interpolaqao L„ + \ e calcular 
de novo todos os anteriores coeficientes L 0 , L„ ..., L n , sendo agora cada um deles 
um polinomio de grau n+ 1. Na pratica isto implica um certo volume de trabalho. 
Consequentemente e desejavel ter outra formula para determinar P „ , a qual permita 
uma passagem mais facil de P„ para P n+ \ - Uma tal formula foi descoberta por New- 
ton; deduzi-la-emos a partir do seguinte teorema. 

TEOREMA 15.4. Dados n + 2 pontos distintos x B , x u ... . x„, x„ + seja P„ o polinomio 

de grau <n que coincide com uma dada funfao f em x fl , x, x„e P n+ \ o polinomio de 

grau <n + 1 que coincide com f em x 0 . x,. x n . x n+t . Existe entao uma constante 

e„ + i. univocamente determinada por f e pelos pontos de interpolagao x a x„ + | tal que 
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(15.20) P n+ i(x) = P n (x) + c n+l (x - x 0 ) ■ • • (x - x „) . 

Demonstragao. Seja Q(x) = P„{x) + c{x — x 0 ) - • • (x — x„), com c uma constante nao 
especificada. Entao Q e um polinomio de grau </i + 1 que coincide com P„ e por- 
tanto com / nos n + l pontos x,„ . . . , x„. Escolhamos agora c de maneira que Q tenha 
o valor de / tambem em x„ +1 . Tai exigira que 


/(*» + i) = + c(x n+l - x 0 ) ■ • • (x n+1 - xj . 

Uma vez que o coeficiente de c e diferente de zero, esta equapao tem uma unica so- 
lupao que designamos por c n+x . Fazendo c= c n+1 vemos que Q — P n+ 

O teorema seguinte exprime P„(x) em funpao de . . . , c„. 

teorema 15.5. formula de interpolacao de newton. Se x 0 x„ sao dis- 

tintos, tem-se 

(15.21) P n (x) = /(x 0 ) + 1 c k (x - x 0 ) • ■ • (x - x*_U . 

Demonstragao. Definimos P 0 (x) = /(x) e tomamos n = 0 em (15.20) para obtermos 

2\(x) =/(x 0 ) + <a(x - x 0 ). 

Facamos agora n — 1 em (15.20) para obtermos 

P-i(x) = A(x) + C 2 (x — X 0 )(X — X t ) = f(x„) + Cj(x - X # ) + C 2 (X - X 0 )(X — Xj) . 

Por indupao, obtemos (15.21). 

A propriedade da formula de Newton expressa por (15.20) permite-nos calcular 
P n+t apenas pela adipao de um novo termo a P„. Esta propriedade nao a possui a 
formula de Lagrange. 

A utilidade da formula de Newton depende, sem duvida, da facilidade com que os 

coeficientes c,, c 2 , c„, podem ser calculados. O teorema seguinte mostra que c„c 

uma combinapao linear dos valores /(x„), . . . ,/(x„). 

TEOREMA 15.6. Os coeficientes da formula de interpolacao de Newton sdo dados por 

(15.22) c n ^ Xk \ , com 4*(x*) = ft (x* - x,) . 

!7l 

Demonstragao. Pela formula de Lagrange tem-se 

= iMx)/(x,), 

*=o 

sendo L k (x) o polinomio de grau n dado por (15.19). Visto que o coeficiente de x"em 
L*(.v) e 1 IA k ( x*. ), o coeficiente de x n em P„ (x) e a soma definida em (15.22). Por outro 
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lado, a formula de Newton mostra que o coeficiente de x"em P„(x) e igual a c,„ o que 
completa a demonstraqao. 

A equacao (15.22) proporciona um metodo directo de calculo dos coeficientes na 
formula de Newton. Os niimeros A k {x k ) aparecem tambem como factores nodenomi- 
nador dos coeficientes de interpolaqao de Lagrange ^(jc). Naproxima Secgao analisa- 
mos um outro metodo de calculo dos coeficientes quando a fungao e tabulada para 
intervalos iguais. 


15.11. Pont os de interpolacao igualmcnte espacados. O operador das diferencas sueessivas 

No caso de pontos de interpolagao igualmente espaqados com x k = .v„ + kh para 
k — 0, 1 n, podemos utilizar a equacao (15.12) para obtermos 


1 


= TT 


=0 X* - x j 

l±k 


1 71 
Att- 


h n j=o k — j 
j*k 


n\h n W' 


Neste caso a formula que define c„ no teorema 15.6 vem 
(15.23) 

k=0 X 1 

A soma do segundo membro pode caicular-se doutro modo por intermedio de um 
operador J chamado o operador das diferencas sueessivas. 


DEFINICAO. 
pela equacao 


Seja h um numero real fixo e f uma funpao dada. A funpdo Af definida 


A/(x) = /(* + h ) -fix) 


chama-se a primeira diferenga de f Define-se naqueles pontos x para os quais ambos x e 
x 4- h pertenceni ao dominio de f. As diferencas de ordem superior J 1 f A'f.... definem- 
se por recorrencia do modo seguinte : 

A*+y= A(A */) para k = 1, 2, 3, 

Nota: As nota?6es A h f(.\) e Af{x: h) siio tambem usadas para A fix) era espe- 
cial quando se prelende expressar a dependencia de/?. £ convenienle definir A"f=f 

A diferenca de ordem n, A n f{x), e uma combinapao linear dos valores fix), fix -1- hi), 
. . . ,/(x + nh) da funcao. Por exemplo, tem-se 

A 2 /(x) = [fix + 2 h) -f{x + h)} - {fix + h) -fix)} 

— fix + 2A) — 2/(x + h) A- fix). 

Em geral tem-se 

A 7(x) = + *A). 


(15.24) 
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Isto pode ser facilmente demonstrado por indugao em n, recorrendo a lei do triangulo 
de Pascal para os coeficientes binomiais: 


W + CHT) 


Suponahamos agora / definida em n + 1 pontos igualmente espagados x k = x 0 + kh 
para k — 0, 1,2 Entao de (15.23) e (15.24) obtemos a Formula 


c„ = 


h n n\ 


A"/(x 0 ). 


Isto proporciona um metodo rapido para o calculo dos coeficientes na formula de 
interpolagao de Newton. O diagrama da tabua 15.1, chamada uma idbua de diferen- 
(as, mostra como as diferengas sucessivas podem ser sistematicamente calculadas a 
partir de vatores tabulados de / em pontos igualmente espagados. Na tabua escreve- 
se f k em vez de f{x k ). 

A formula de interpolagao de Newton (15.21) escreve-se agora 


(15.25) 


i’n(x) = /(x o) + J ~ **> ' 

~ fc! h K i - o 


Tabua 15.1 



tt (x - x,) = tt (x - x 0 - jh) = h* ft = h k tt (t-j), 

j=o i-o i- o \ n ! i=o 
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onde t = (x - x 0 )/h, a formula ( 15.25) vem 

(15.26) P n (x) = /(*„) +y TT (f — J)- 

t=x k! 3=0 


15.12. Polinomios factorials 

O produto r(r- 1 ) — (/ — Jt -f- 1) que aparece na soma em (15.26) e urn polinomio 
em t de grau k chamado o polinomio factorial , ou a potencia factorial de ordem k de t. 
Representa-se pelo simbolo /(*).. Entao, por definiqao, 

* tt, = Tf(f-;). 


Definimos tambem f — I. Se considerarmos o operador diferen<;a A com h = 1, isto 
e Af(x) = f(x + 1) —f(x), encontramos que 

A t (n> = «r (n_1) para n ^ 1 . 


Esta e uma formula analogs a formula de derivacao de potencias, Dt n — nt n ~'. Assim, a 
potencia factorial r("> esta relacionada com as diferen^as do mesmo modo que as po- 
tencias ordinarias t n o estao com as derivadas. 

Com o uso dos polinomios factorials, a formula de interpolapao de Newton (15.26) 
escreve-se 


P n ( Xo + th)=^^^t M . 

fc=0 

Posta nesta forma, a formula de Newton assemelha-se a formula de Taylor para o 
polinomio de grau <n que coincide com ft as suas n primeiras derivadas em x 0 . 

Se escrevermos 


(*]= — = ~ f) ' ~ - fc + 1) 

W k\ k\ 

a formula de Newton toma a forma 


P n (x 0 + th) **/(* 0 ). 

k=0 ' ‘ 

Outras propriedades dos polinomios factorials serao desenvolvidas nos exercicios que 
se seguem. 
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15.13. Exercicios 

|. Seja A/(x) = /(.v + h) - fix). Sc/ e am polinomio de grau it, por exemplo 

fix) = 2 a X 

r=0 

com 0, demonstrar que: (a) 3*/(x) e urn polinomio de grau u - k se k < n; (b) A"f{ x) - 
= n! h n a n ; (c) A k f(x) = 0 para * > «. 

2. Seja A/(x) = /(x + h) — fix). Se fix) = sen (ax + b), provar que 

„ / ah\ n . / nah + nn\ 

A n /(x) = I 2sen sen I ax + H — I . 

3. Seja A fix) = /(x + h) -fix). 

(a) Se fix) = a- r , com a > 0, provar que A*/(x) = (a* — l)*a T . 

(b) Se g(.v) = (I + a) v/ \ com a > 0, provar que A*g(x) = a*g(x,). 

(c) Mostrar que o polinomio P n de grau n que toma os valores P„ ik) - (1 + a) k para k = 0, 

1 , 2, . . . , n e dado por 

p » (x)== 2^ xW - 

k=0 

4. Seja x<"> a potencia factorial de ordem n de x. Posto que x<"> e um polinomio em x de grau n 
com o valor Oquando x = 0, podemos escrever 

x (n > = Z S k n x k . 

k= 1 

Os numeros S k n chamam-$e numeros de Stirling de primeira especie. Da defim/ao de x<"> e 
evidente que n — l para n > 0. 

(a) Provar que S n _ t n = — n(n — l)/2 e que 5, „ = (— 1 1 (« — 1)! para n > I. 

(b) Provar que S k n+l = 5 t _, „ — nS k „. LFsar esta relagao para verificar as entradas na Ta- 
bua 15.2, uma tabua de numeros. de Stirling de primeira especie, e construir as tres colunas 
seguintes da tabua. 


Tabua 15.2 


n 

<Sl.n 

Sz.n 

*$3 .n 

■S4.f1 

■Ss.n 

<S«,n 

^ 7 .n 

i 

1 







2 

-1 

l 






3 

2 

-3 

i 





4 

-6 

11 

-6 

1 




5 

24 

-50 

35 

-10 

1 



6 

-120 

274 

-225 

85 

-15 

1 


7 

720 

-1764 - 

1624 

-735 

175 

-21 

1 


(c) Exprimir o polinomio x*' 11 + 3x ,3> + 2x‘ n + I como uma combinapao linear de potencias 
de x. 
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5. (a) Provarque 
e que, em geral. 



*2 = x' 1 ' + x‘ 3 > , x 3 = x (1 > + 3x (3 > + x t3 > , 



it — i 


com /(x) = x" e A/(x) =/(x + I )-/(x). Os numeros T k „ = A k J\0)/k\ chaman-se numeros de 
Stirling de segunda especie. 

(b) Provar 


A*x n+1 = (x + k) A*x n + k 


e, a partir dela, provar que T k n+ , = T k __ x „ + kT k 

(c) Verificar a tabua 15.3 dos numeros de Stirling de segunda especie pela formula de reco- 
rrencia da alinea (b) e construir as tres colunas seguintes da tabua. 


Tabua 15.3. 


n 

TV* 

^2 ,n 

T 3 .n 

Ti.n 

T 

1 a, n 

^S.n 

-P 7 .fi 

i 

1 







2 

1 

i 






3 

1 

3 

1 





4 

1 

7 

6 

1 




5 

1 

15 

25 

10 

l 



6 

1 

31 

90 

65 

15 

1 


7 

1 

63 

301 

350 

140 

21 

1 


(d) Exprimir o polinbmio x‘ + 3x 3 + 2x- I como uma combinaqao linear de polinomios fac- 
torials: 

6 . (a) Sep e um inteiro positivo e sea e b sao intciros com a < b, provarque 


»-i 

2>' 


fr— a 


£(p+l) _ a (*+l) 

p + 1 


Este formula e analoga a da integraqao Jjx/’rfx. Deve observar-sc, todavia, que o limite supe- 
rior na soma e b - 1 e nao b. 

(b) Verificar que k(k + 3)= 4 k"’ + k a '. Utilizar a alinea (a) para provar que 


^ k ( k + 3 ) 

*=i 


= 4 


(n + 1) (2 > 


+ 


( n + 1 )< 3 > 


n(n + l)(n + 5) 


2 


3 


3 
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£ m 

fc=l 

e um polinomio em n de grau r + I. 

7. Utilizar o mctodo sugerido no Exercicio 6 para exprimir cada iima das seguintes somas como 
um polinomio em n. 


(a) 2 (4 k‘ + 7Jt + 6). 

k=i 

(b) 2^ + 1). 

*=i 


(c) 2 k(k + 1)(* + 2). 

fc=l 

(d) J k*. 

k=l 


8. Represente A o operador linear definido por 


A(f) = a 0 A »/ + A"- 1 / +-+V.V+ a„/, 


com a 0 , a,, . . . , a n constames. Este e o chamado operador diferenpa com coeficientes conslan- 
tes. £ analogo ao operador derivacao com coeficientes constantes, referido na Secpao 6.7. 
A cada tal A podemos associar o polinomio caracteristica p A definido por 

PaW = «of n + as n ~ l + ■ - - + a n ^r + a„ . 

Reciprocamente, a todo o polinomio p podemos associar um operador A do qual e polino- 
mio caracteristico. Se A e B sao operadores difcrcnga com coeficientes constantes e se A e 
um numero real, definir A + B, AB e AA mediante formulas analogas as usadas na Secpao 6.7 
para os operadores derivapao. Provar entao que o teorema 6.6 e valido para operadores 
diferenpa com coeficientes constantes. 


15.14. Um problema de numero relativo a norma maximal 

Consideremos um problema que resulta naturalmente da teoria da interpolapao 
polinomial. No teorema 15.3 deduzimos uma expressao para o erro 


(15.27) 


/(*) - P(x) = — ^-/‘” +1, (c), 
(n 4- 1)! 


onde 


A(x) = (x - x 9 )(x - x x ) ■ ■ • (x - x n ) . 


Aqui P e o unico polinomio de grau <n que coincide com /em n + 1 pontos distintos 

x Q , x x„ de [a, b\. A funpao / supoe-se ter derivada ate a ordem n + 1 em [a, b], 

e c e um ponto desconhecido situado em [a, b). Para estimar o erro em (15.27) neces- 
sitamos conhecer limites para a derivada de ordem n+ 1, /("+0, e para o produto 
4(x). Uma vez que A e um polinomio, o seu valor absoluto tern um maximo em 
algum ponto do intervalo [a, b\. Este maximo dependera da escolha dos pontos x 0 , 
x,, ..., e natural procurar escolher esses pontos de maneira que a norma A seja 
a menor possivel. 
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Podemos dcsignar esie maxirno por \\A ||, com \\A || a norma maximal, definida por 

Mil = max |A(x)|. 

a<x<b 

O problema consiste em determinar urn polinomio do grau especificado que minimiza 
\\A || . Este problema foi resoivido pela primeira vez por Tchebycheff; a sua solugao 
conduz a uma interessante classe de polinomios que tambem se apresentam noutras 
questoes. Em primeiro lugar vamos dar algumas indicates relativas e logo de segui- 
da voltaremos ao problema de rm'nimo referido. 


15.15. Polinomios de Tchebycheff 

Seja x + iy um numero complexo de valor absoluto 1. Pelo desenvolvimento do 
binomio de Newton temos 


(x + iy)" =2(^"-w 

*= o ' 2 

com n inteiro >0. Nesta formula escrevemos x = cos 0, y — sen 6 e consideramos a 
parte real de cada membro. Porque 

(x + iy) n = (cos 6 + i sent?)" = e inB = cos nO + isennO , 

a parte real do primeiro membro e cos n9. A parte real do segundo membro e a 
soma referente a todos os valores de k. Daqui resulta 

(15.28) cos n6 = x" — Qjc— V + ^* n ~V 

Porque >’ 2 — sen 2 0 = 1 — cos 2 6 = I — x 2 , o segundo membro de (15.28) e um polino- 
mio em x de grau n. Este polinomio chama-se o polinomio de Tchebycheff de pri- 
meira especie e representa-se por T„ (x). 

DEFINICAO. 0 polinomio de Tchebycheff, T„(x) define-se, para todo o valor real de x, 
pela formula 

n 

2k 

De (15.28) resulta o seguinte 

TEOREMA 15.7. Se - 1 < x < 1 tem-se 


jx"~ 


*(x 2 - 1)* 



T n (x) — (n arc cos x). 
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Demonstrayao. Se 6 = arc cos * entao x — cos 0 e T„ (x) = cos nO 

Os polinomios de Tchekycheff podem efectivamente calcular-se tomando a parte 
real de (x + iy) n com y 2 = 1 - x\ ou entao considerando a seguinte formula de re- 
correncia. 

TEOREMA 15.8. Os polinomios de Tchebycheff satisfazem a seguinte formula de reco- 
rrencia. 


T n+1 (x) = 2xT n (x) - r n _i(x) para n ^ 1 , 


com T 0 (x) = 1 e T, (x) = x. 

Demonstracao. Em primeiro lugar supomos — 1 < x < 1 e fazemos x = cos 8 na 
identidade trigonometrica 

cos ( n + 1)0 + cos ( n — 1)0 — 2 cos 0 cos «0 . 

Isto prova que T n+I (x)+ T„^fx)—7xT n ^x) para x no intervalo —1 <x< 1. Mas 
porque ambos os membros sao polinomios, esta relacao deve verificar-se para qual- 
quer x. 

Os cinco polinomios seguintes sao 


Tf x) = 2x 2 - 1 , T 3 (x) = 4x* - 3x , T 4 (x) = 8x 4 - 8x* + 1 , 

Tfx) = 16x 5 - 20x s + Sx, T t (x) = 32x B - 48x* + 18x 2 - 1 . 

A formula de recorrencia mostra que todos os coeficientes de T„(x) sao inteiros; 
alem disso, o coeficiente de x n e 2«-‘. 

O teorema seguinte prova que T„(x) tern precisamente n zeros de primeira ordem 
e que estao todos no intervalo [-1,11. 


teorf.ma 15.9. Se n > 1 o polinomio T„(x) tern zeros nos n pontos 

(2 k + 1 )ir 

V OAC i — 


COS - 


2n 


fc = 0,1,2,..,, n - 1. 


Por conseguinte T n (x) admite a factorizafdo 


T„(x) = 2" '(x - x 0 )(x - Xj) • • • (x - x B _i) - V 1 TT (x - cos + - 1 - ) . 

fc=o \ 2 n ) 

Demonstrapao. Usamos a formula T„(x) — cos nd. Porque cos n9 = 0 somente se n6 
e um multiplo impar de n/2, temos T„(x) — 0 para x em l— 1, 1 1 somente se n arc cos 
x = (2/c + 1)W2 para algum inteiro k. Deste modo os zeros de T n no intervalo (-1, 1] 
encontram-se entre os numeros 
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(15.29) x t — cos — - — , fc = 0, ±1, ±2, • 

n 2 

Os valores k = 0, 1 . 2, .... n — 1 dao n zeros distintos .v 0 , .v,, , situados todos 

no intervalo aberto ( — I , I). .Visto que um polinomio de grau n nao pode ter mais do 
que n zeros, esses devem ser todos os zeros de T„. Os reslantes x k em (15.29) sao 
repetiqoes destes n. 

TEOREMA 15.10. No intervalo I — 1 , 1) os valores extremos de T n (x) sao +1 e - !, 
alcancados alternadamente nos n + 1 ponlos 

(15.30) t k — cos — , para k = 0, 1, 2, . . . , n . 

n 



Kig. 15.2. Gnificos dos polinomios de Tchebyeheff no intervalo 1— 1, 1|. 


Demonslracao. Pelo teorema de Rolle, os maximos e minimos relativos de T n 
ocorrerao entre zeros consecutivos; existem n— 1 tais pontos no intervalo aberto 
(- 1 , 1 ). Da formula do cosseno para T„ ve-se que os valores extremos, ± 1, sao atin- 
gidos nos n- l ponlos interiores cos^knl n), £=1,2, — I,e tambem nos extremos 

x — 1 e x= — I. Por conseguinte no intervalo I'eehado 1 — 1, I] os valores extremos 
+ 1 e — I sao alcan^ados alternadamente nos «+ I pontos t 0 , t lt . .., t„ dados por 
t k = cos(knln) para k = 0, 1 , 2, ...,«. 

; A figura 15.2 representa os graficos de F 2 , . . . , T 5 no intervalo ( — 1 , 11 . 


15.16. lima propriedade de minimo dos polinomios de Tchebyeheff 

Voltamos agora ao problema da determina?ao de um polinomio com um grau pre- 
viamente fixado, para o qual a norma maximal e o menor possivel. O problema e 
resolvido pelo seguinte teorema. 

TEOREMA 15.11. Seja p„(x) = x" H qualquer polinomio de grau n > 1 com o coeji- 

ciente do lermo de menor grau igual a 1 , e seja 


Introdugao a analise numerica 


673 


llpj = maX IPnOOI- 

Tetn-se entao a desigualdade 

(15-31) WpJ>\\TJ, 

onde T n (x) — 7'„(x)/2"~ l . Alem disso, a igualdade em (15.31) verijica-se se p„ = T„. 

Demonstragdo. No intervalo [—1, 1) o polinomio T„ toma os seus valores extremos 
l/2" — 1 e — 1/2"-', alternadamente nos n + 1 pontos distintos t k de (15.30). Consequen- 
temente, 

Demonstremos em seguida que a desigualdade 
(15.32) llpj < ^ 

nos conduz a uma contradipao. Suponhamos, entao, que p n satisfaz a (15.32) e consi- 
deremos a diferenpa 


r(x) = T n (x) - p n (x) . 

Nos pontos t k dados por (15.30) tem-se 

r(Q = - PM = • 

Devido a (15.32) a expressao do parentesis e positiva. Por conseguinte, r(t k ) tem si- 

; nais alternados nos n + 1 pontos t,, , t„. Uma vez que r e continua deve anular- 

se pelo menos uma vez entre duas mudanpas de sinal consecutivas. Portanto r tem 
pelo menos n zeros distintos. Mas porque r 6 um polinomio de grau <n — 1, isto 
significa que r e identicamente nulo. Deste modo P„= T„ , logo U /*„ || = || 7’„|| = 1/2"-', 
: coritradizendo (15.32). Isto prova que devemos ter||pj > 1/2"-' = 1 7'„|. 

Embora o teorema 15.11 se refira ao intervalo [—1, 1] e a um polinomio com o 
“primeiro” coeficiente 1, pode usar-se para deduzir um resultado corresponderite 
para um intervalo arbitrario [a, b\ e um polinomio arbitrario, 

TEOREMA 15.12. Seja q„(x) = c„x n + ■••«/« polinomio qualquer de grau n £ 1 e 

ll<Z„ll = max |g„(jc)|. 

a<x<6 

* 

Jem-se entao a desigualdade 

05.33) \\qj ^ |c n | • 

Alem disso. a igualdade (15.33) verifica-se se 
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i \ _ (fr ~ <*) n t ( 2x - a — b \ 
q n (x) c n 24n _, ^ ) 


Demonstracao. Consideremos a transforma?ao 

2 x — a — b 


t = 


b — a 


Ela aplica o intervalo a < x < b de uma maneira biuntvoca sobre o intervalo 
- 1 < t < 1 . Visto que 

b — a ' , b + a 


x = 


t + 


tem-se 


logo 


_ a \” 

k" = I — 2~) *" termos de grau inferior. 


sendo p„(t) urn polinomio em I de grau n com o coeficiente de x n igua! a 1. Aplicandc 
o teorema 1 5. 1 1 a p„ obtemos o teorema 15.12. 


15.17. Aplica^ao a formula de erro na interpolacao 

Voltamos agora a formula do erro (15.27) para a interpolaqao polinomial. Se es 
colhemos os pontos de interpolaqao x 0 , x„ . .., x„ de modo que coincidam com o 
n + I zeros do polinomio de Tchebycheff r» + ,. pode escrever-se (15.27) na forma 

f(x) - P(x) = ~ T " +l(x) / ( ” +1> (c). 

2 n (n + 1)! 

Os pontos x a , x„ x n estao todos no intervalo aberto (— 1, 1) e sao definidos po 

/2k + 1 7r\ - 

x t = cos para k = 0, 1,2, ..., n. 

\ n + 1 2/ 


Se x.pertence ao intervalo [-1, 11 temos |7'„ +1 (.x)| s 1 co erro e estimado pela 
sigualdade 


\Ax) - F(x)| < 


1 


l/ (n+1, (c)l- 


2”(n + 1)! 

Se a interpolaqao tern lugar num intervalo la, b] com os pontos 

b — a , b + a 
y* - -j- ** + - — - 


d« 


2 
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como pontos de interpolate, o produto 


A(x) = {x- >' 0 )O — yd • • ■ (x — y„) 

satisfaz a desigualdade | /«(x)| <(b~ a )»+'/22"+i para todo.remla, b\. A corresponden- 
le estimativa para /(*)- P(x) e 


15.18. Exercicios 

Neste conjunto de exercicios T n representa um polinomio de Tchebycheff de grau n. 

1. Provar que T n (— _v) = (— I )”7' tI (x). Isto prova que T n e uma fungao par quando n e par e 
uma fumpao impar quando n e impar. 

2. (a) Provar que no inlervalo aberto (—1, 1) a derivada 7~' e dada por 


«senn0 

KM = — g , com 0 = arccos x. 


(b) Calcular T^l) e T^- I). 


3. Provar que, J* T n {u)du 


» f r^w - r„^( o) 

2 \ n + 1 


TUC*) - K-im 



se it a 2. 


4. (a) Provar que 2T m (x)T„(x) = 7 m+ „(jr) • K-A x )- 
(b) Provar que 7„„(x) = TJ 7»l = TJT m (x)\. 

5. Se x = cos 0 , provar que sen 0 sen n6 e um polinomio em x, e determinar o seu grau. 

6. O polinomio de Tchebycheff 7^ satisfaz a equa?ao diferencial 


(1 - x 2 )y ' - xy + n 2 y = 0 


em todo o eixo real. Demonstra-lo por cada um dos metodos seguintes: 
i (a) Derivando a relacao 7^(x) sen 6 = n sen nO obtida no Exercicio 2(a). 
(b) Introduzindo a mudan<pa de variavel x = cos 0 na equaipao diferencial 


d 2 (cos nO) 

de* 


— « s cos/i0. 


s-7. Determinar, em termos de polinomios de Tchebycheff, um polinomio QM de grau gzr que 
; meihor aproxime x" +1 no intervalo 1—1, 11 relativamente a norma maximal. 

; 8. Determinar um polinomio de meihor aproximafao de grau < 4 para a fumpao f(x) = x 4 5 6 no 
t. intervalo 10, 1 1, relativo a norma maximal. 

'9. Um polinomio P diz-se primario se o coeficiente do termo de maior grau e a unidade. Para 
: um dado intervalo In, b\ seja ll/’ll o maximo de |P| em In, ft], Demonstrar cada uma das se- 
\ guintes proposigoes: 

I (a) Se b — a < 4, para todo e > 0 existe um polinomio primario P com |[ PU < -* e. 

| (b) Se para cada t > 0 existir um polinomio primario P com DPI < €, entao b — a < 4. Por 
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outras palavras, polinomios primarios com norma arbitrariamente pequena exislem se, 
so se, o intervalo la, b\ tern amplitude inferior a 4. 

10. Os polinomios de Tchebycheff verificam as seguintes relagoes de ortogonalidade: 


I 


i T„(x)TJx) 


-i Vi “ ** 


dx — 


(0 si n m, 

•n si n =» m = 0, 


si ' n = m > 0. 


Demonstra-los por cada urn dos seguintes metodos: 

(a) A partir da equagao diferencial do Exercicio 6 deduzir que 




Escrever a formula correspondente com n e m permutados, subtrair as duas equagoes, 
integra-las de - 1 a + I . 

(b) Utilizar as relagoes de ortogonalidade 

(0 se n>0, m > 0, 


f 


cos mO cos n9 dd 


se n = m — 0 , 
se n — m > 0, 


e introduzir a mudanga de variavel x = cos 0. 
1 1 . Provar que para — 1 < x < 1 se tern 


T„(x) , 2 n n\ d n .... 

■ .. u " - 1 ^. = (- 1)1 (1 - 

Vi - A* (2n)l dx n * * 


12. Sejam y„ y t n numeros reais, e sejam 

(2k - 1)* 


x t = cos - 


2« 


para A = 1, 2, .... n. 


Seja P o polinomio de grau g n — 1 que toma o valor y k em x k para 1 < k ^ n. Se x nao fc 
urn dos x k provar que 


1 n 

=-2 (-i),: W i - 


T n (x) 


*x - 


X -x k 


13. Seja P urn polinomio de grau <n - 1 tal que 

Vn^|P(x)| <; 1 


para - 1 < x < 1. Provar que f| PH < n, onde|i PJ e o maximo de|P| no intervalo [-1, 11. 
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[ Sugeslao : Recorrer ao Exercicio 12. Considerar tres casos: .v, < x < I; — 1 < x < x n ; 
x n < x < x,; nos do is prim eiros fazer uso do Exercicio 15(a) da Seccao 15.9. No terceiro 
caso verificar que y/7 — x* 2 sen (t/2«) > Mn\. 

Nos Exercicios 14 a 18, U n (x) = 7'^ +1 (.v)/(n + I) para n = 0, 1,2 

14. (a) Provar que U„(x) = 2xU n _,(x) — U n _ 2 {x) para n > 2. 

(b) Determinar a forma explicita dos polinomios U 0 , U l/ 5 . 

(c) Provar que | [/„(x)| < n + 1 se - 1 < x < I . 

15. Mostrar que f/ n satisfaz a equacao difercncial 

(1 - x*)y" - 3x y + n(n + 2)y = 0. 


16. Deduzir as relapoes de ortogonalidade 

J >J\ - x 2 U m (x)U n (x) dx = 


fO se m 5^ n. 


se m = n. 


1 7. Provar que 


, 2 n (rt + 1)1 d n 

Vi - * (/.(.) - (-.)• jp (. - 


18. Sejamj?,, n numeros reais c 

kv 


x k — cos 


n + 1 


para k = 1,2 


Seja P o polinomio de grau < n — 1 que toma o valor v k em x k para 1 < k < n. Se x nao for 
um dos x k provar que 


'w-rr 


15.19. Integra<;ao aproximada. A regra trapezoidal 

Muitos problemas, tanto de matematica pura como aplicada, conduzem-nos a novas 
funqdes cujas propriedades nao. foram estudadas ou cujos valores nao foram tabula- 
dos. Para satisfazer certas necesstdades praticas das ciencias aplicadas, torna-se muitas 
vezes necessario obter informacao quantitaliva acerca de tais funqoes, quer na forma 
grafica, quer na forma numerica. Muitas destas fungoes aparecem em integrals do tipo 

F(x) = J* 

onde o integfando / e dado por uma formula explicita ou e conhecida em parte por 
valores tabulados. A parte restante deste capitulo e dedicada ao estudo de alguns 
dos metodos mais elementares para a determinaqao das aproximaqoes numericas de 
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tais integrais. A ideia base e muito simples. Aproximamos o integrando /por outra 
fun?ao P cujo integral seja de calculo facil. e tomamos entao o integral de P como 
aproximaqao.do integral f. 



S e/e nao negativa o integral j%f(x)dx representa a area do conjunto de ordenadas 
de /relativo a la, b\. Esta interpreta^ao geometrica do integral sugere imediatamente 
certos procedimentos para a integragao aproximada. A figura 15.3 mostra um exem- 
plo de uma funcao / com valores conhecidos em n -t- 1 pontos igualmente espapados, 
a, a + h, a + 2h, a + nh = b, sendo h= (b — a)ln. Seja x k = a + kh. Para cada 
A = 0, 1, 2, I o grafico de /referente ao intervalo [x t , jc fc+ , 1 foi aproximado 

por uma fun?ao linear que coincide com /nos extremos x k cx k+l . Seja P a correspon- 
dente funqao de interpolacao seccionalmente linear definida em todo o intervalo [a, b\. 
Entao tem-se 


(15.34) P{x) = se x^x<x t(1 . 

h h 

Integrando no intervalo lx*, x fctt ] encontramos 

Quando / e positiva esta & a area do trapc/.io determinado pelo grafico de P relativo 
a lx*. x* + ,l. A formula e valida, naturalmente, mcsmo se / nao e sempre positiva. 
Somando os integrais referentes a todos os subintervalos lx*, x + , 1 obtemos 
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(15.35) 



f 2 [/(**) +/(**,,)] 

1 4=0 


h 

2 


{/(a) + 2 2/( fl 


+ kh)+f{b)j . 


Para se utilizar esta soma como uma aproximapao do integral \ b fix)dx necessitamos 
ama estimativa do erro $%f(x)dx - P(x)dx. Se /possui derivada de segunda ordem 
continua em l a, b I este erro e dado pelo seguinte teorema. 


TEOREMA 15.13. REGRA TRAPEZOIDAL. Se f possui derivada de segunda ordem f 
continua em [a, b\ e se n e um inteiro positivo e h = (b — a)ln, entao tem-se 


(15.36) J V(x) dx = h -^ (f(a) + 2| l f(a + kh) + /(&)) - ( -^-^/"(c) 
para algum c em la, b\. 


Nota: A formula (15.36) e conhecida por regra trapezoidal. O termo —f'(c) 

(b - a) f l\2n 2 representa o erro na aproximapao de f h a f(x)dx por J"* P(x)dx. Desde 
que o valor maximo de f em la, b\ seja conhecido podemos aproximar o integral 
de / ate a precisao desejada Tazendo n suficientemente grande. Observe-se que nao e 
necessario qualquer conheeimento da funpao interpoladora P para utilizar esta for- 
mula. E unicamente necessario conhecer os valores de / nos pontos a, 
a + h, . . . , a + nh, e ter uma estimativa para l/"( r )l- 

Demonstrapao. Seja P a funpao interpoladora dada por (15.34), onde x k = a + hk. 
Em cada subintervalo [x*, x i+1 | aplicamos a estimativa do erro para a interpolapao 
linear dada pelo teorema 15.3 e encontramos 

(15-37) f(x ) - P(x) = (x - x k )(x - x k+1 ) J - ^ 

para certo c k em (x k , x 4+1 ). Sejam M 2 e m 2 os valores maximos e minimo, respectiva- 
mente, d ef em (a, b 1 e 

B(x) - (x - x k )(x kli — x)!2 . 

Entao B(x) > 0 no intervalo [jc k , x* +l l e de (15.37) obtemos as desigualdades 

m 2 B(x) < P(x) —f{x) <, M 2 Bix) 
neste intervalo. Integrando temos 


. r r x\ k+ft r it+ft 

(15.38) m 2 B(x) dx £ [P(x) -fix)] dx<M„ B(x) dx . 

J x k •'a* *’ Xjt 


O integral de B e dado por 
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Por conseguinte as desigualdades (15.38) dao-nos 

i j r*K±h 

< — [P(x) - /(*)] dx <M 2 . 

h Jxjfc 

Somando estas desigualdades para k= 0, 1, 2, n — 1 c dividindo por n, obtemos 

[P(x) -f(x)]dx < M 2 . 

nhr Ja 

Porque a funpao f e continua era | a, b 1, toma qualquer valor entre o minimo m 2 e o 
M 2 em algum ponto de [a, b 1. Em particular, temos 

f'\c) = % fVto -/(*>]** 

nh 3 Ja 

para algum c em (a, b\. Por outras palavras, 

r b nh 3 

f{x)dx= P(x) dx — 

Ja Ja 1 J 

Com (15.35) e a relaijao h= (b— a)/n obtemos (15.36). 

Para deduzir a regra trapezoidal usamos um polinomio linear para interpolar entre 
cada par de valores consecutivos de / Interpolando com polinomios de grau superior 
podem obter-se formulas mais rigorosas. Consideremos a seguir um caso particular 
importante que e notavel pela sua simplicidade e precisao. 


15.20. Regra de Simpson 

A curva a trapo continuo da figura 1 5.4 e o grafico de uma fungao / correspondents 
ao intervalo (a, b\. O ponto medio do intervalo, (a + b)!2, designa-se por m. A curva 
a tracejado e o grafico de um polinomio P do segundo grau, cujos valores coincidem 
com os de / nos tres pontos a , m e b. Se usarmos o integral J* P(x)dx como uma apro- 
ximaqao de \ h a f(x)dx somos conduzidos a uma formula de integraeao aproximada 
conhecida por regra de Simpson. 

Em vez de determinarmos P explicitamente, introduzimos uma transforma?ao linear 
que transforma o intervalo [a, b ) no intervalo 10, 2]. Se escrevermos 

x — a , , ,, 

t — , ou x = a + (m — a)t, 

m — a 

vemos que t toma os valores 0,1,2 quando x toma os valores a , m , b. Seja agora 
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q>(t) = P[a + (m - a)t], 

Entao <p(t) e um polinomio quadratico em t que toma os valores P(a ), P{m ), P(b) nos 
pontos /= 0, 1,2, respectivamente. Tambem se tern 


f <p(t) dt = f P[a + (m - a)t] dt = — — Pp(x) dx ; 
Jo Jo m — a Jo 


logo 

(15.39) 


f P(x) dx = (m - a) f <p(t ) dt = - - C<p(t) dt . 

J“ Jo 2 Jo 

Utilizemos agora a formula de interpolapao de Newton para construirmos <p. Temos 

A>(0) 


<p(t) = 9,(0) + tA<p(0) + t(t - 1) 


2! 


com A<p(t) — (p(t 4- 1) — tp(t). Integrando de 0 a 2 obtemos 

f <p(t) dt = 2<p(0) + 2 A<p(0) + i A 2 <p(0) . 

Porque A^(0) — <p( 1 ) — <?>(0) e zl 2 p(0) = p( 2) — 2<^( 1 ) + <p( 0), o integral e igual a 

l <p(t) dt = |[<p(0) + 49,(1) + 9,(2)] = i[P(a) + 4 P(m) + P(b)]. 



FlC. 15.4. Interpolate, por um polinomio quadratico P. 
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Usando (15.39) e o facto de que P coincide com /em a, m, ft, obtemos 


(15.40) f P(x) dx = * [/(a) + 4/0n) + f(b)\ . 

Ja 6 

Portanto, podemos escrever 

f Vo 0 [/(a) + 4/(m) + /(ft)] + R , 

Ja 6 


sendo R = J*/(x)</x - P(x)dx. 

Se/e um polinomio do segundo grau, P e identico a/e o erro P e zero. E urn facto 
notavel o ter-se ainda R = 0 quando / e um polinomio ciibico. Para demonstrar esta 
propriedade usamos a estimativa do erro para a interpolapao de Lagrange dada pelo 
teorema 15.3 e escrevemos 

(15.41) f{x ) - P(x) = (x- a)(x - m)(x - ft)'-^- , 

com c€(a, b). Quando / e um polinomio ciibico, a terceira derivada/" e constante, 
digamos f~ix) — C, e a formula precedente vem 

f(x) - P(x) = 7 (x - a)ix - m)ix - ft) = f (t + ft)r(r - ft), 
o 6 

com — me/i=(& — a)/ 2. Deste modo 

* = £ r/(x) - p(x)] dx = ~ JV - ft 2 o * = o, 

ja que o ultimo integrando e uma fun^ao impar. Esta propriedade esta ilustrada na 
figura 15.5. A curva a tracejado e o grafico de um polinomio ciibico /que coincide 
com P em a, m e b. Neste caso R = J* l/(x) - Pix)]dx — A, - A 2 , onde A, e A 2 sao 
areas das duas regioes sombreadas. Porque R = 0 as duas regioes tern areas iguais. 

Acabamos de ver que ( 1 5.40) e valida se P e um polinomio de grau < 3 que coincide 
com / em a, m e b. Escolhendo cuidadosamente este polinomio podemos melhorar 
consideravelmente a estimativa do erro (15.41). Ja impusemos tres condiqoes a P, a 
saber, P(o) = fia), P{m) — fim), P(ft) = /(ft). Impomos agora uma quarta condiqao 
P'im)=fim). Isto significara que P e /tern os mesmos declives em (m, fim), e sera 
de esperar que isto melhore a aproximaqao de / por P no intervalo [a, ftl. 

Para provarmos que pode sempre escolher-se um tal P, designemos por Q o polino- 
mio quadratico que coincide com/ em a, m, ft e seja 


P(x) = Qix) + Aix — a)ix — m)(x — ft). 
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a m b 

Flg. 15.5. As duas regioes sombreadas tem areas iguais para qualquer polinomio 
interpolador do terceiro grau. 



sendo A um valor constante a determinar. Para A qualquer, este polinomio cubico P 
coincide com Q e portanto com f era a, m e b. Escolhamos agora A de modo que 
P'(m) = f(m). Derivando ambos os membros e fazendo x — m obtemos 

P'(m) = Q'(m) + A(m — a)(m — b ) . 

Por conseguinte se tomamos A — {f{m) — Q'(m)}/[(tn — a)(nt — b)] satisfaz-se tambem 
a condi<;ao P’(m ) = f{m). 

Mostramos a seguir que para esta escolha de P se tem 

(15.42) f(x) - P(x) = {x- a)(x - m)\x - b) J -~\ * 

4! 

para algum z era (a, b), com tanto que a derivada /' 41 exista em la, b ). Para demonstrar 
(15.42) raciocinamos como na demonstragao do teorema 15.3. Observamos primeiro 
que e trivial a verificagao de (15.42) para qualquer z se x= a, m ou b. Portanto, admi- 
timos x ± a, x ^ m, x =£ 6, fixamos x, e introduzimos uma nova funpao F definida em 
la, b] por 


Fit) = Aix)[fit) - P(0] - Ait)[fix) - P{x)], 

com 

Ait) = it-a)it~m)\t-b). 

Observe-se que F{t) = 0 para / = a, m, b e x. Pelo teorema de Rolle, F\t) anula-se em 
cada um dos tres intervalos abertos dterminados por estes quatrp pontos. Em com 
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plemento, F\m) = 0 porque A \m) = 0 e f\m) — P\m). Deste modo F'(t) = 0 para pelo 
menos quatro pontos distintos de (a, b). Pelo teorema de Rolle F"{t) = 0 em pelo me- 
nos tres pontos, F"\l) = 0 em pelo menos dois pontos, e F '“)(/) = 0 em pelo menos urn 
ponto, seja t= z. Da definicao de F encontramos 

F w (t) = - /»<«(/)] - A™(t)[f{x) - P(x)] 

= A{x)f w [t) - 4! [/(x) - />(*)]. 

Quando fazemos t = z- nesta equa?ao obtemos (15.42). 

6 agora uma questao simples provar a regra de Simpson na forma seguinte: 

TEOREMA 15.14. REGRA DE SIMPSON. Se f tem derivada de quarla ordem continua 
em la, blese m= (a + b)/ 2, entao 

(15.43) f /(*) dx = [/(a) + 4/(m) + /(*>)] - ( A ~^/ (4, (c) 

Ja D ,2ooU 

para algum c em la, b\. 

Demonstracao. Sejam e m 4 respectivamente o maximo e o minimo de /< 4 ’ em 
la, b } e B(x) = — (x — a)(x — m) 2 (x — b)/ 4! Porque B(x) > 0 para todo x em [a, b\, a 
equa?ao (15.42) conduz-nos as desigualdades 

ot 4 B(x) < P(x) — /(x) < M t B(x) . 

Integrando, encontramos 

(15.44) f B(x) dx <, f [P(x) — f(x)] dx < M t Pi?(x) dx. 

Para calcular o integral \ h a B(x)dx, fazemos h= (b 2 a)/ 2 e temos 

f B(x) dx = - ~ f (x - a)(x - m) 2 (x - b) dx = - f (t + h)t 2 (t - h) dt 
Ja 4 l Ja 4 ! J-h 

- - i f V - * v* = 1 — = . 

4! Jo 4! 15 2880 

Portanto as desigualdades em (15.44) dao-nos 

■soon r 6 

"*4 < lP(x) -/(x)] dx < M t . 

( b - af Ja 

Mas visto que /“*’ e continua em la, b ], toma todo e qualquer valor entre o minimo 
m t e o maximo M t algures em la, b\. Assim 
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f W {c) = t 288 ^ f[P(*) -/(*)] dx 
( b — a) J a 

para aigum c em [a, b\. Porque J* P{x)dx = i(b — a)[f{a) + 4 f(m) + f(b)], esta equaqao 
da-nos (1 5.43X 

A regra de Simpson e de interessc particular porque a sua precisao e superior ao 
que poderia esperar-se a partir do conhecimento da funqao /simplesmente em tres 
pontos. Se os valores de / se conhecem num numero impar de pontos igualmente es- 
paqados, a, a + h, . . . , a + 2nh, habitualmente e mais simples aplicar a regra de Simp- 
son a cada urn dos intervalos la, a + 2 h], [a + 2/i, a + 4h\, ... do que usar urn polino- 
mio interpolador de grau <2 n sobre o intervalo completo [a, a + 2nh\. Aplicando a 
regra de Simpson desta maneira, obtemos a seguinte extensao do teorema 15.14. 

TEOREMA 15.15. regra DE simpson GENERALIZADA. Admita-se que f tem uma 
derivada de quarta ordem continua em I a, b ]. Seja h — (b — a)!(2n) e f k = f(a + kh) para 
k= 1 , 2, . . . , 2 n— 1 . Entao tem-se 

[ f(xUx = ^ri Aa) + 4 p“-' + 2 l A * +/<6) ) - 

para aigum c em [a. b\. 

A demonstraqao deste teorema e solicitada no Exercicio 9 da secqao seguinte. 


15.21. Exercicios 


I. (a) Aplicar a regra trapezoidal, com n = 10, para calcular o valor do integral 



Obter limites superior e inferior do erro. (Ver Exercicio 10 b) para comparar a precisao 
com a que se obtem com a regra de Simpson). 

(b) Qual e o menor valor de n que pode garantir seis casas decimals exactas no calculo 
de log 2 por este metodo? 

2. (a) Provar que existe um numero positivo c no intervalo [0, 1] tal que a formula 

j^f(x)dx =f(c) +/(-c) 
e exacta para todos os polinomios de grau $ 3. 

(b) Generalizar o resultado da alinea (a) para um intervalo arbitrario, isto e, provar que 
existem constantes c, e c 2 em la, b ] tais que a formula 

f 6 b — a 

J f(x)dx = — — [f(cd +/(c 2 )] 

e exacta para todos os polinomios de grau < 3. Exprimir c, e c 2 em funqao de a e b. 
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3. (a) Provar que existe uma constante positiva c tal que a formula 

j^J(x)dx =i[f(-c) +/(0) +/(c)] 
e exacta para todos os polinomios de grau < 3. 

(b) Generalizar o resuitado da alinea (a) para um intervalo arbitrario, isto e, provar que 
existem constantes c, e c 2 cm In, b\ tais que a formula 

J[ ftodx = ^-y^j/(c 1 ) +/(c 3 )J 

e exacta para todos os polinomios de grau < 3. Exprimir e, e c 1 em fun<;ao de a e b. 

4. Demonstrar que existem constantes positivas a e b tais que a formula 

<r*f(x)dx * iiaf(b) + bf(a)] 

e. exacta para todos os polinomios de grau < 3. 

5. Demonstrar que existe uma constante positiva c tal que a formula 

e~ xl f(x) t/(— c) + 4/(0) + /(c)] 

6 

e exacta para todos os polinomios de grau < 5.- 

6. Seja P a o poiinomio interpolador de grau £n que coincide.com /em n + 1 pontos distintos 

*o. xr„ .... x„. 

(a) Mostrar que existem constantes /t 0 (n), • . . , A n (n), dependendo unicamente dos numeros 
x 0 , x„ . . . , x„, a e b, e nao de / tais que 

f b 8„(x) dx = A k (n)f(x *) . 

k=0 

Os numeros AJn) chamam-se pesos. (Por vezes designam-se tambem por numeros de 
Christoffel). 

(b) Para um dado conjunto de pontos de interpolapao distintos e um dado intervalo In, Al, 
sejam W 0 (n), fP,(n), .... W n (n)jti + 1 constantes tais que a formula 

\ b f{x)dx = V W k (n)f(x k ) 

' “ Jt=0 

e exacta para todos os polinomios de grau <n. Provar que 




b r + 1 - n r+1 
r + 1 


para r =0, 


Este e um sistema de n+1 equates lineares que pode ser utilizado para determinarospesos. 
Pode provar-se que este sistema tern sempre uma solu<;ao que e linica. Pode tambem provar- 
se que por uma escolha adequada de pontos de interpola?ao e possivel fazer todos os pesos 
iguais. Quando os pesos sao todos iguais a formula diz-se de integragao de Tchebycheff. Os 
Exerctcios 2 e 3 sao excmplos de formulas de integrapao de Tchebycheff. O exercicio que 
se segue mostra que para uma escolha adequada dos pontos de interpola^ao, a formula de 
integragab resuitante e exacta para todos os polinomios de grau <2n + 1. 
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7. Neste exercicio podem usur-se as propriedades dos polinomios de Legendre estabeleeidas 

nos Secpoes 6.19 e 6.20. Sejant x„ , .v r (l os zeros do polindniio de Legendre P lltt (.\). 

Esses zeros sao distintos e estao no intervalo I — I, II. Seja/(.v) qualquer polinomio em .v de 
grau <2« + 1. Divida-se /(.v) por P n+I (.v) e escreva-se 

fix) = P n+1 (x)Q(x) + R(x). 
onde os polinomios Q e R tern grau <. n. 

(a) Provar que o polinomio R coincide corn / nos zeros de P n4 , e que 

J 1 f(x)dx = j" 1 R(x)dx. 

(b) Provar que existent n + I pesos . . . , W n (n) (independentes de /) tais que 

\\f{x)dx = £ W k (n)f{ Xk ). 

J k=0 

Isto da-nos uma formula de integragao com n + I pontos de interpolagao que e exacta para 
todos os polinomios de grau < 2n + I . 

(c) Fazer n = 2 e mostrar que a formula da alinea (b) vem 

j l J(x)dx = |/(-VI) + 1/(0) + 1/(71) • 

Esla formula e exacta para todos os polinomios de grau S5. 

(d) Introduzir uma adequadu Iransforntagao linear e eserever de novo a formula da alinea 
(c) para um intervalo la, /?|. 

8. Estc exercicio descreve um metodo de Peano para deduzir a formula que da o erro na regra 
de Simpson. 

(a) Usar repetidas vezes o metodo de integragao por partes para deduzir a relagao 

| u{t)d"{t)dt = u(t)v\t) - u\t)v'(t) 4- u”(t)v{t) - j g(t)dt, 
com g(t) = u~\t)v(t). 

(b) Supor que <p tern uma derivada de quarta ordem continua do intervalo [— 1, II. Tomar 

v(t ) = f(l -tfjb, u(t) = <p(0 + <p(-t), 
e usar a alinea (a) para provar que 

J_\ <P(t)dt = ilsK-l) + 4?>(0) + KOI - />)*. 


Mostrar depots que f' 0 g(t)dt = ^ M ’(c)/90 para algum c em l— I, I). 

(c) Introduzir uma transformagao linear adequada para deduzir o teorema 15. 14 do resulta- 
do da alinea (b). 

9. (a) Sejam a,, a 2 , . . ., a n numeros nao negativos cuja soma e I. Supor continua num inter- 
valo (a, b\. Se c„ c 2 c„ sao n pontos quaisquer em la, b\ (nao necessariamente distintos), 

provar que existe pelo menos um ponto c em [a, b] tal que 
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2 a k<P(.c k ) = <p(c) . 
k=l 

I Sugestao: Sejam Memo maximo e o minimo dep em la, A| e utilizcmos a desi- 
guaidade m < y(c t ) - A/. I 

(b) Usar a alinea (a) e o teorema 15.14 para deduzir a regra de Simpson generalizada do 
teorema 15.15. 

10. Calcular log 2 a partir da formula log 2 = |f x~'dx considerando a regra de Simpson genera- 
lizada com (a) n = 2; (b) n = 5. Dar, para cada caso, limiles superior e inferior do erro. 

11. (a} Seja <p(i) um polinomio em t de grau <3. Exprimir <p(r) mediante a formula de intcr- 
poiacao de Newton e integrar para deduzir a formula 

J* <P 0 ) dt = |{9»(0) + 3?>(1) + 3y(2) + y(3)]. 

(b) Seja P o polinomio interpolador de grau <3 que coincide com / nos pontos a, a + h, 
a + 2/t, a + 3 h, com h > 0. Utilizar a alinea (a) para demonstrar que 

3 h 

P(x) dx = y [ f(a ) + 3/(a + h) + If (a +2 h) + f(a + 3A)]. 

(c) Supor que/ tern uma derivada continua de quarta ordem em In, b], e seja h = (b - a)/3. 
Provar que 

J f(x) dx = [/(a) + If {a + h) + If (a + 2 h) + fib)] - /< 4 >(c) 

para algum c em la, A], Esta formula de integraqao aproximada chama-se a regra de Coles. 

(d) Usar a regra de Cotes para calcular log 2 = fj x~'dx e delerminar limiles superior e infe- 
rior para o erro. 

12. fa) Usar a equaqao vectorial r(t) = a sen t i + b cos t j, onde 0 < b < a, para mostrar que o 
perimetro L de uma elipse e dado por 

L =4 a jj yjl — A 2 seri ! t dt , 

com k — \J a 2 — b 2 /a. 

(b) Provar que a regra de Simpson da a formula 

L - 3 t- + b + V8(« 2 + A*)] - 2^5 /<*’« 

para urn certo c em |0, n!2\, sendo fit) — 1 — k 2 sen ! t. 

15.22. A formula de soma<;ao de Euler 

Seja n um inteiro positivo. Quando a regra trapezoidal (teorema 15.13) se aplica ao 
intervalo |0, n| toma a forma 

f/(x) dx fik) + K fin) - /( 0)) - 

■1° td. 12 
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para algum c em {0, n\. S e/e um polinomio quadratico entao f" e constante e portanto 
f'(c) = /"(0). Neste caso a formula pode voltar a escrever-se na forma 


(15-45) 


jo 2 12 


Esta formula e exacta quando / e um qualquer polinomio de grau <2. 

Euler estabeleceu uma generaliza<;ao notavel desta formula que e exaeta para qual- 
quer funcao com derivada de primeira ordem continua. Pode usar-se para aproximar 
integrals por somas ou, o que e mais frequente, para calcular ou estimar somas por 
meio de integrals. Por esta razao e usualmente designada por formula de “somaijao” 
em vez de formula de integra<?ao. Pode estabelecer-se do modo seguinte: 

TEOREMA 15.16. FORMULA DE SOMACAO DE EULER. Se f tem derivada de primeira 
ordem continua em 10, n\, entao tem-se 

(15.46) S f(k) = P “/(*) dx + /(Q) | /(n) + P (x - [x] - *)/'(*) dx , 
tZ Jo 2 Jo 

onde lx) e o maior inteiro <x. 


Demonstrapdo. A integrapao por partes da-nos 

(15.47) /" (x - !)/'(*) dx = (n — »/(n) + */(0) - j* f(x) dx . 

Consideremos agora o integral JS(x|/\x)dx e escrevamo-lo como uma soma de inte- 
grals em cada um dos quais (x) tem um valor fixo. Assim temos 

fn "Jl 1 fr+l '(T 1 fr + 1 

J 0 M/'(*) dx - 2 j [*]/'(*) dx - 2 r j fix) dx 

r=0 r r—0 r 

. =Ir(f(r + 1) - /«) ="fr/(r + 1) r/(r) 

r= 0 r=0 r=0 

= — 2/( r + 1) + f( r + !)/( r + 1) - 1 rf(r) 

0 r=0 r— 0 

= + nf(ri) = + /( 0) + n/(«). 

*-l fc=0 

Subtraindo esta da equa^ao (15.47), obtemos 


f(* -[X] - l)f’(x) dx =2 /(A) - /(0) y (n) - f"/(x) dx, 
Jo tZ 2 J o 

I a qual e equivalente a (15.46). 

s 

y 

p O ultimo integral do segundo membro de (15.46) pode escrever-se 
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/; (* ~ [x] - i)f'(x) dx = J o nix) fix) dx , 

ondc <)), 6 a fun<;ao definida por 

lx — [x] — i se x nao e inteiro, 

nix) = , . . 

[0 se x e inteiro. 

O grafico de ip, esta trapado na figura 15.6(a). Observe-se que p,(x + 1) = p,(x), o que 
significa que <y>, e periodica de periodo 1. Tambem, se 0 < x < 1 temos ^,(x) = x - 
pelo que Jo<?i(f)r/f — 0. 

A figura (5.6(b) mostra o grafico de <jo 2 , o integral indefinido de <p t , dado por 

nix) = £ <pi(f) dt. 

E facilmente verificavel que <p 2 e tambem periodica com periodo 1 . Alem disso, tem-se 

nix) — — ^ X — — — se 0 < x < 1 . 

Isto mostra que — 5 < <p 2 (x) - 0 P ara t0< ^° x ■ As desigualdades — \ < p 2 (x) < 0 sao vali- 
des excepto quando x e urn inteiro ou metade de um inteiro. 

O teorema que apresentamos a seguir da-nos outra versao da formula de somagao 
de Euler em funpao de <p z . 


<p,(x) <p,(x) - jym 



FiG. 1 5.6 Graficos das func&es periodicas <p , e <p 2 . 
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Demonstragao. Visto que ^>'(x) = <p,(x) nos pontos em que cp, e continua, temos 

J 0 dx = j 9 <pz{x)f'(x) dx . 

A integragao por partes da-nos 

/” P&O/'OO dx = <p 2 (x)f'(x) j"- J o " <p 2 (x)f"(x) dx = -J # ” <p 2 (x)f"(x) dx, 

porque <p 2 (ri) - <pi{0)= 0. Aplicando esta formula em (15.46) obtemos (15.48). 

Nota: Embora os teoremas 15.16 e 15.17 se refiram ao intervalo [0, n], ambus as 
formulas sao validas quando $e substitui 0 por 1 ou por qualquer inteiro positivo 

<n. 

Para ilustrar o uso da formula de somagao de Euler vamos deduzir a formula se- 
guinte para log n\. 

TEOREMA 15.18. Para qualquer inteiro e positivo n tem-se 


(15.49) 


log n\ = (n + £) log n — n + C + E{n), 


ondeO < E(n) < l/(8n) e C= I + J“> r 2 ip 2 (t)dt. 

Demonstracdo. Fagamos /(x) = log x e apliquerhos o teorema 15.17 ao intervalo 
(a, «]. Vem entao 

V log fc = f log x dx + | log n 4- f dx 

ix Ji * 

Usando a relagao J"!og / dt — t log t — t damos a igualdade anterior a forma 


(15.50) 


log n ! = (w + I) log n — n + 1 + 


r^d,. 

j i t * 


Visto ser'|f>j(0l - s o integral improprio j|° t~\ z {t)dt converge absolutamente e pode- 
mos escrever 


[ n m dt = r<aM dt _ r^ dt . 

Jl t 2 Jl t 2 Jn e 


■' Deste modo a equagao (15.50) vem 

| log n! - (n + i) log n — n + C — f dt, 

Jn t 

j. . 

t onde C= 1 + jf 1 Visto que — { < p 2 (f) < 0 excepto quando t e um inteiro ou 

| metade de um inteiro, obtemos 


692 


Calcul 


0< ^rm dl< ±, 

Jn t 2 8 n 

Esta assim provada .( 1 5.49), com £(«)= -J ™r 2 </> 2 (t)di. 


Do teorema 15.18 podemos derivar a formula de Stirling que permite uma estima- 
tiva de nl 


TEOREMA 15.19. FORMULA DE STIRLING. Se n e um inteiro positivo tem-se 
y/2ir n B+1/ V" < n! < V 2^ ^ 1 + i-j . 

Demonstrate). Utilizando a equa 9 ao.( 15.49) e as desigualdades para E(n) obtemo: 
exp ((« -r i) log n — n + C) < n ! < exp ^(« + |) log n — n + C + , 


onde exp (/) = e‘. Tendo em coma que e x < 1 + 2x, com x= l/(8«), podemos dara: 
desigualdades a forma 


(15.51) 


An n+1/2 e-” < n\ < + —j , 


onde A = e c . Para completar a demonstracao necessitamos provar que A = y/Jn. 
Deduzimos isto da desigualdade 


(15.52) 


mi < 


/ 2 a "(n!) a \ a 

I (2b)! j 


( 2 a "(n!) a \ a ^ irjln + 1) 
2 


descoberta por John Wallis (1616-1703). Em primeiro lugar mostramos como a desi- 
gualdade de Wallis implica A-\Jln\ em seguida analisaremos a demonstracao d< 
(15.52). 

Se fizermos 


a desigualdade cm (15.51) implica 

A < A n < A 


( 1 + i;)' 


Isto mostra que A n -*A quando n—co. Em (15.52) escrevemos n\ = n n+u2 e- n A„ par; 
obtermos 


/ 2 a ”n 2n+1 e~ a M a V 8 
~ \(2nf n+w e- in Aj 


< 


7J-(2k + 1) 


a qual e equivalente a 
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JA 2 

z/1 2n 


< 7 r 


2w + 1 
2 n 


Facamos n- oo nesta ultima desigualdade. Porque .4 = e c > 0 obtemos 

. A* 

it < — r < tt. 

2A 

o que prova que A 1 — 2n, pelo que A — \/ln como afirmamos. 

Falta demonstrar a desigualdade de Wallis (15.52). Com esse objectivo introduzi- 
mos os numeros 


4 



sen" t dt. 


sendo n um inteiro qualquer nao negativo. Observe-se que 1 0 —tt/2 e /, = 1. Para 
0</< 7i!2 tem-se 0 < sen / < 1; logo 0 < sen" + ’/ < sen"/. Isto mostra que a sucessao 
|/„| e monotona decrescente. Deste modo podemos escrever 


(15.53) 


It'd* 


I 2 

'2n 


< 


4n4n+l 


Calcularemos agora cada membro desta desigualdade, isso conduzir-nos-a de ime- 
diato a desigualdade de Wallis. 

A integrapao da identidade 


d 

Hi 


(cos / sen" +l /) = (« + I ) sen" /-(n + 2) sen"+ 2 / 


no intervalo [0, n/2\ da-nos 

0 = (n + l)/ n ~ (n + 2)4, 2 , 
ou 


(15.54) 


4+2 — 


n + 1 
n + 2 


4- 


Utilizando esta formula com n substituido por 2k — 2 encontramos 


I 2k _ 2k - 1 _ 2k(2k - 1) 
h k -2 2k (2k) 2 

fslultiplicando estas equapoes para k — I, 2, n, encontramos 


i 

I 

* 


TT 4. _ TT 2k(2k — 1) _ (2n)\ 
L[l 2k _ 2 M (2k) 2 2 2 "(n\) 2 
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Calculo 


O primeiro membro significa-se para / 2n( // 0 . Visto ser / 0 = n!2 obtemos 


(15.55) 


(2 «)! 7 r- 

2 2 "(n !) 2 2. 


Analogamente substituindo em (15.54) « por 2k- 1 e multiplicando as equaqoes quc 
resultam para k - 1 , 2 n obtem-se 


fr Wi.-fr (2fc) 2 _ 2 2 ”(n!) 2 _ 1 .^.1 

wJ 1M *-k 2fc(2/c + 1) (2 b + 1)! 2w + 1 2 /*„ 

O produto no primeiro membro significa-se para = / 2 «+i» P e '° Q ue obtemos 

05.5 6 ) hnhn+i — 2(2n + 1) ' 

Visto que /, n+l = 2nI ln _J{2n + 1), a equaqao (15.56) implica 


hnhn-l — . • 

4 n 

Utilizamos este resultado em (15.53), conjuntamente com as duas relates (15.55) e 
(15.56). Multiplicando por 7i 2 /4 obtemos a desigualdade de Wallis (15.52). 


15.23. Excrcicios 

1. Se / e urn polinomio de grau <2, mostrar que a formula de Euler (15.48) se reduz a formula 
trapezoidal. 

2. A constante de Euler define-se pela formula limite 




(Ver Sec<pao 10.17 do Volume I). Utilizar a formula de Euler para provar que 


\ ' 1 1 

Zk = logn + c + 

k = 1 


2 n 


£(«) 

’ 


onde 0 < E(n) < J. Mostrar tambem que 


C = 



t ~ [/] 
f 2 


dt. 
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3. (a) Se i > 0, 1, usar a formula de Euler para provar que 


2 1 _ 

A* ~ T 


+ C(s) + s 


r® t 
J n 


m 


1 


dt. 


sendo 


C(s) 


1 

- 1 + 5 - 1 _i J l 


(b) Se .t > 1, demonstrar que C(.v) = £(s), sendo £ a fun?ao zeta de Riemann definida, para 
s > 1, pela serie 


Esta serie £(s) diverge para s < 1. Todavia, uraa vez que a formula para C(s) da alinea (a) 
tern significado para 0 < s < 1, pode usar-se para gencralizar a definifao de £(s) ao intervalo 
aberto 0 < s < I. Assim, para s>0cjit 1 temos 


«J) - I + 


1 f® / - [/] 

- 1 * J, ' ,+1 


dt. 


Islo e um leorema se 5 > 1 , e uma definifao sc 0 < s < 1 . 

Nos Exercicios 4 a 6, y> 2 e a fungao introduzida em 15.22. 

4. (a) Empregar a formula de somacao de Euler para demonstrar que 

^ log 2 k = (n + \) log 2 n — In log n + 2n — 2 + 2 f <p 2 (x) — dx. 

Ji ^ 

(b) Utilizar a alinea (a) para deduzir que para n > e se tern 

^ log 2 k = (n + J) log 2 n — 2n log n + 2n + A - E(n), 

k=l 


sendo A uma constante e 0 < E(n) < 


log n 
4 n 


5. (a) Utilizar a formula de somapao de Euler para provar que 

1 2 log x — 3 


V ,0 8* 1 , ? ,H°g« f"21oga:-3 , _ , 

2— = 2 lo e n+ 2~-j t ? 9&idx. 

Jfc-1 


(b) Servir-se da alinea (a) para demonstrar que para n > e^sc tem 
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onde A e constante e 0 < E(n) < — — . 

6. (a) Se n > 2 utilizar a formula de Euler para provar que 


n 1 

y_L_ 

1 k log k 


1 1 f" 2+3 log x + 2 log 2 x 

= lo B ( '° g *> + 2nTog"/t + Ti^2 - l0 S (Iog 2) - j 2 %(x) dx 


(b) Utilizar a alinea (a) para demonstrar que para n > 2 se tem 


(log + A + snL “ m ’ 


sendo + uma constante e 0 < E(ri) < -j — n • 

v 4« 2 logn 

7. (a) Se a > 0 e p > 0, demonstrar, recorrendo a formula de Euler, que 


'(' + ;) . . 


+ 2 ~ a P\ 'Pi(x)x v ~ 1 e- a * dx. 


onde /’ e la fun?ao gamma. 

(b) Utilizar a alinea (a) para demonstrar 


’K) 


+ s, com 0 < 9 < l . 


8. Demonstrar os limites seguintes com a ajuda da formula de Stirling e ou a desigualdade de 
Wallis 

(a) !, l Z =e - 

(/!!) 2 2 2n 

(b) I'm r = yjlT. 

(c) lim(-l)«(^)n = -J=. 

n— * oo \ / -y/ 7T 

J *ir/2 

sen" f rfr, com n um inteiro nao negativo. Na Secgao 15.22 mostrou-se que a 
o 

sucessao (/„( satisfaz a formula 


n + 1 

/n+2 “n +2 7 "’ 
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Seja /(«) = *V^ r (^)/ r ( - + 1 j , onde Tea fun?ao gama. 
(a) Utilizar a cquagao funcional r(5 + 1) = s r(.s) para provarmos que 


/(« + 2 ) = 


n + 1 
n +2 


fin). 


(b) Utilizar a alinea (a) para demonstrar que 
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Capitulo 1 


1.5. Exercicios (pg. 8) 


1 . Sim 

8. 

Sim 

15. 

Sim 

22. 

Sim 


2. Sim 

9. 

Sim 

16. 

Sim 

' 23. 

Nao 


3. Sim 

10. 

Sim 

17. 

Sim 

24. 

Sim 


4. Sim 

11. 

Nao 

18. 

Sim 

25. 

Nao 


5. Nao 

12. 

Sim 

19. 

Sim 

26. 

Sim 


6. Sim 

13. 

Sim 

20. 

Sim 

27. 

Sim 


7. Sim 

14. 

Nao 

21. 

Sim 

28. 

Sim 


31. (a) Nao 

(b) Nao 

(c) Nao 

(d) 

Nao 




1.10. Exercicios (pg. 15) 







1. Sim; 2 

5. 

Sim; 1 

9. 

Sim; 1 

13. 

Sim; 

n 

2. Sim; 2 

6. 

Nao 

10. 

Sim; 1 

14. 

Sim; 

n 

3. Sim; 2 

7. 

Nao 

Ill 

Sim; n 

15. 

Sim; 

n 

4. Sim; 2 

8. 

Nao 

12 . 

Sim; n 

16. 

Sim; 

n 

17. Sim; dim = 

1 + [n se n 

e par, ^(n + 1) se 

n e impar 





18. Sim; dim = j/t se n e par; j(n + 1) se n e impar 

19. Sim; k + 1 

20. Nao 

21. (a) dim = 3 (b) dim = 3 (c) dim = 2 (d) dim = 2 

23. (a) Sc a 0 e b ^ 0, o conjunto e indcpendente; dim = 3; se a ou b c zero, o conjunto e 

dependente; dim = 2 (b) indcpendente, dim = 2 (c) se a & 0, independente, dim = 3, 

Seo=0 dependente* dim = 2 (d) independente; dim=3 (e) dependente; dim=2 (0 in- 
dependente; dim = 2 (g) independente; dim = 2 (It) dependente; dim = 2 (i) 

independente; dim = 2 (j) independente; dim = 2 
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1.13. Exercicios (pg. 23) 


1. 

(a) 

Nao 

(b) 

Nao 


(c) Nao 

(d) Nao 

(e) Sim 

8. 

(a) 


+ T 

(b) 

g(x) = - 

1 

M 

^ + 

arbitrario 

10. 

(b) 

(n + 

l)(2n + 

1) 

n 

+ 1 

i 

< In + 1\ 

6n 

— a 

+ - 

~ b 

(c) g(f) = o| 

/- i. )• 

11. 

(c) 

43 

(d) g(t) = 

0(1 

-f0, a 

arbitrario 


12. 

(a) 

Nao 

(b) 

Nao 


(c) Nao 

(d) Nao 


13. 

(c) 

1 

(d) e 2 

- 1 





14. 

(0 

n!/2" +1 







u arbitrario 


1.17. Exercicios (pg. 34) 

1. (a) e (b) iV3 (1,1,1), $76(1, -2,1) 

2. (a) 172(1,1,0,0), $76 (-1,1, 2,0), $7§ (1, -1, 1, 3) 

(b) $73(1,1,0,1), ^j=(I, -2,6, 1) 

6. §— $log 2 3 9. 7 t- 2 sen x 

7. e z - 1 10. f - $x 

8. $(e — e _1 ) + -*; 1 - le 2 

e 


Capitulo 2 


2.4. Exercicios (pg. 39) 


1. 

2 . 
3. 

' 4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 
11. 
12. 

13. 

14. 
28. 
29. 


Linear; nulidade 0, ordem 2 
Linear; nulidade 0, ordem 2 
Linear; nulidade !, ordem 1 
Linear; nulidade 1, ordem 1 
Nao linear 
N3o linear 
Nao linear 
Nao linear 

Linear; nulidade 0, ordem 2 
Linear; nulidade 0, ordem 2 
Linear; nulidade 0, ordem 2 
Linear; nulidade 0, ordem 2 
Nao linear 


15. Nao linear 

16. Linear; nulidade 0, ordem 2 

17. Linear; nulidade 1, ordem 2 

18. Linear; nulidade 0, ordem 3 

19. Nao linear . 

20. Nao linear 

21. Nao linear 

22. Nao linear 

23. Linear; nulidade 1, ordem 2 

24. Linear; nulidade 0, ordem n + ! 

25. Linear; nulidade 1, ordem infinite 

26. Linear; nulidade inilnita, ordem 2 

27. Linear; nulidade 2, ordem infinita 


Linear; nulidade 0, ordem 2 

N(T) e o conjunto das sucessoes constantes; T( V) e o conjunto das sucessoes com limite 0. 
(d) 11, cos x, sen x) e uma base para 7XE); dim T(V) = 3 (e) N{T) = S (0 Se 
T(f) = cf sendo c=£ 0, entao c £ 7'( l 7 ) pelo que se tcm f(x) = c, + c 2 cos x + c, sen x; se 
c, = 0, entao c= n e f(x) = c, cos x + c 2 sen x, onde c, e c 2 sao arbitrarios, mas nao si- 
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multaneamente nulos; se c, # 0, entao c= In e f(x)= c„ onde c, e arbitrario, mas nao 
nulo. 


2.8. 

Exercicios (pg. 48) 




3. 

Sim; 

X 

= V, y — u 

10. 

Sim 

X — u — 1 , y = V — \ 

4. 

Sim; 

X 

= w, y = -v 

11. 

Sim; 

x =K u + «)» y = - «) 

5. 

Nao; ! 



12. 

Sim; 

x = + «), 7 = K 2d - «) 

6. 

Nao 



13. 

Sim; 

^ = w, z = w 

7. 

Nao; 



14. 

Nao; 

— W, 7 = z = 4>v 

8. 

Sim; 

X 

= logu, y — log v 

15. 

Sim; 

9. 

Nao; 



16. 

Sim; 

x = u, y = v, z ~ w — u — 

17. 

Sim; 

X 

= « — 1, y — v — l, z = w 

+ 1 



18. 

Sim; 

X 

= u — 1 , y = v — 2, z = w 

- 3 



19. 

Sini; 

X 

= u , y = v — « , z = w — v 




20. 

Sim; 

X 

= i(u - V + w), y = l(v - w 

+ «)> 

z = 


25. (S’ + Tf = S 2 + ST + TS + T 2 ; 

(S + Tf = S 3 + TS 2 + STS + S 2 T + ST 2 + TST + 'PS + T 3 


26. (a) (5r)(jc,_v, z) = (x + y + z, x + /, x) ; ( \TS)(x , y, z) = (z,z + y,z + y + x) ; 

(ST — TS)(x,y, z) = (x + y, x — z, —y—z); S 2 (x,y, z ) = ( x,y , z) ; 

TV./.z) = ( x,2x + y,3x +2y +z); 

(STf(x, y, z) = (3x + 2y + z, 2x + 2y + z, x + y + z) ; 

(TSf(x , y, z) = (x + y + z, x + 2y 4- 2z, x + 2y 4- 3z) ; 

(Sr - TS) 2 = (2* + y - z,x + 2y 4- z, -x +y + 2z) 

(b) S~ 1 (u, V, w) = (n>, V, u) ; T~ x (u, V, w) = (u,v - u,w - b) ; 

(STjr^u, v, h>) = (w, v — w, u — v) ; ( TS)~ x (u , v,w) = (w — v,v — u, u ) 

(c) (r - I)(x, y, z) = (0, x, x + y) ; (T - I) 2 (x,y, z) = (0, 0, x) ; 

(T - /)"(*, y , z) = (0, 0, 0) se ^ 3 

28. (a) Dp(x) = 3 - 2x + \2x 2 ; Tp(x) = 3x - 2x 2 4- llx 3 ; (DT)p(x) = 3 - 4x + 36x 2 ; 
(TD)p(x) = -2x 4- 24x 2 ; ( DT - TD)p(x) = 3 - 2x 4- 12x 2 ; 

(-PEP - D 2 T 2 )p(x) = 8 - I92x 

(b) p(x) = ax, a urn escalar qualquer 

(c) p(x) = ax 2 +' b, a c h esealures quaisquer. 

31. (a) Rp(x) = 2 ; Sp(x) = 3 - x + x 2 ; Tp(x) = 2x + 3x 2 - x 3 + x * ; 

(ST)p(x) = 2 + 3x - x 2 + ; (TS)p(x) = 3x - x 2 + x 3 ; (TSfp(x) = 3x - x 2 + x? \ 

(T 2 S 2 )p(x) = -x 2 +x?; (S 2 T 2 )p(x) = 2 + 3x - x 2 + x 3 (TRS)p(x) = 3x ; 

(RST)p(x) = 2 (b) N(R) = {p | p( 0) = 0} ; R(V) = {p\pe constanle} ; N(S) = 

{p\p e constante} ; 5(K) = V ; N(T) = {O} ; T(V) = {p \ p( 0) = 0} (c) T~ l = S 

(d) ( TS) n = I - R ; S"T n = / 

32. T nao c biunivoca em V porque aplica toda a sucessao constante na mesma succssao. 


f 2.12. Exercicios (pg. 56) 

jli 1 (a) A matriz identidade / = (<$,*), sendo S jk = I se y = k c S jt — 0 se j k. 

| (b) A matriz zero O — ( a jk ), em que cada elemento a jk = 0. 

j? (c) A matriz (ct> jk ), sendo ( S Jk ) a matriz identidade da alinea (a). 

I 

I 
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Calculo 


— 1 
1—* 

o 

o 


© 

1 

2. (a) 

(b) 

i 

Lo 1 0. 


o 

o 


(c) 


0 10 0 0 
0 0 10 0 
0 0 0 1 0 


3. (a) -5/ +v, 91-12/ 



1 2' 


*3 0' 

1 

1 

1 


"3 01 

(b) 


> 


; (C) 

* 



J -1. 


0 3. 

r~ 


O 

u> 


'-2 

O' 


'4 

O' 

0 

2. 

» 

.0 

4. 


4. 


5. (a) 3/ +4 j + 4k\ nulidade 0, ordem 3 (b) 


-1 -1 
1 -3 

-1 -5 


6 . 


2 0-2 
1 -1 1 

2 1 0 


7. (a) T(4i — j + k) = (0, — 2); nulidade I, ordem 2 (b) 

(c) 


'0 1 3' 

0 0 - 2 _ 


o i r 

o i -lj 

(d) e x -j, e 2 = k, e 3 =i, ^ —(1,1), w 2 = (1, -1) 

1 -f 


8, (a) (5, 0,-1); nulidade 0, ordem 2 (b) 


0 0 
1 1 


(c) e x = i, e 3 — i +], w x = (1,0, 1), h> 2 = (0, 0, 2), w, = (0, 1, 0) 

'1 r 

9. (a) (— 1, — 3, — 1); nulidade 0, ordem 2 (b) 0 1 

1 1 

(c) e x = /, — w x = (1,0, 1), w 2 = (0,1,0), w 3 = (0,0,1) 

'1 2l 


10. (a) e, — e 2 \ nulidade 0, ordem 2 (b) 

... r° -‘i. [-■ °i 

Li oj L 0 -ij 


L* 4J 


(c) 0=5, b = 4 
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20. Escolher (x\ x l , x , 1) como uma base de V, e ( x 2 , .<c) como uma base de W. Entao a matriz 
de TD e 
'6 0 0 O' 

0 2 0 , 0 _ 
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2.16. Exercicios (pg. 64) 


Calculo 


1. B + C = 


"3 4' 





-1 

4 

-r 

0 2 


15 

-14' 





, AB = 

.-15 

14. 

, BA = 

-4 

16 

-8 


6 





. 7 

-28 

14 


AC = 




"0 

0 

O' 




"0 O' 

, CA = 

2 

-8 

4 

, A(2B - 3 C) = 

30 

-28' 

0 0^ 


4 

-16 

8 


-30 

28_ 


2. (a) 


a b 
0 0 


, a e b arbitrarios 


(b) 


—2a a 
-2b b 


■ a e b arbitrarios. 


3. (a) 

i = 9, 6=6, 

c = 1, d 

= 5 (b) a = 


'-9 -2 -10' 


'-3 5 -4' 

4. (a) 

6 14 8 

(b) 

0 3 24 


.-7 5 — 5_ 


1 

to 

1 

to 

-o 

O 

1 


6. A n = 


7. A n 


8. A" 


1 n 
.0 1 
cos nO —sen nd 
sen nd cos nd 
n(n + Ip 


1 n 


9. 


10 . 


11. (b) 


0 1 
0 0 
1 O' 
-100 1 
a b | 
c —a 
a' O' 
0 a 


t sendo bee arbitrarios e a uma solupao qualquer da equapao a 2 = —be 


onde a e arbitrario 


12 . 


"1 0 


■-1 

0 " 


a b 

0 1 _ 

> 

0 

-1 

e 

c —a 


> sendo bee arbitrarios e a uma soiupao qual- 


quer da equapao a 1 = I - be. 
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13. C - 

'¥ ¥' 

, D = 

'¥ 

ill 

4 


oo 



15 

4 J 


14. (b) (A + B) 2 » A 2 + AB + BA + B 2 ; (A + B){A ~ B) = A 2 + BA - AB ~ B 2 
(c) Para aqueles que comutam. 


2.20. Exercicios (pg. 76) 

1. (x (/ ,z) = (f, -|,f) 4. (x,y, z) = (1, -1, 0) + /(-3, 4, 1) 

2. Nenhuma soluqao. 5. ( x,y , z, u) = (1, 1, 0, 0) + f(l, 14, 5, 0) 

3. (x,y, z) = (1, —1,0) + f( — 3, 4, 1) 6. (x, y, z, u) = (1, 8. 0, -4) + f(2, 7, 3, 0) 

7- (x,y,z, u, v ) = f x (— 1, 1, 0, 0, 0) + /*(-l,0, 3, -3, 1) 

8. ( x,y,z,u ) = (I, 1,1, -1) +(,(-!, 3, 7,0) + / 2 (4, 9, 0, 7) 

9. ix,y,z) = (f.f.O) + f(5, 1, -3) 

10. (a) (*,/, z, u) = (1,6, 3, 0) + rj(4, 11, 7, 0) + r 2 (0, 0, 0, 1) 

(b) (*, y, z, u) = (*, 4, 0) + r(4, - 1 1 , 7, 22) 



2.21. Exercicios van ados sobre matrizes ( pg. 77 ) 



"0 0"| fl 0"j Ya b 

, , e , onde b e c sao arbitrarios e a e uma soluqao 

0 Oj j_0 1J |_c 1 — 

quaiquer da equaqao do segundo grau a 2 - a + be = 0. 


4 . 
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Calculo 



3.6. Exercicios (pg. 89) 


Capitulo 3 


1. (a) 6 (b) 76 (c) a 3 -4a 

2. (a) 1 (b) 1 (c) 1 

3. (b) ( b - d){c - a)(c - b){a + b + c) and ( b - a)(c - a)(c - b)(ab + ac + be) 

4. (a) 8 (b) ( b - a)(c - a)(d - a)(c - b)(d - b){d ~ c) 

(c) ( b — a)(c — a)(d — a){c — b)(d — b){cl — c)(a + b + c + d) 

(d) a(a 2 - 4 )(a 3 - 16) .(e) -160 



n n n 


A h fi 


/i h fi 

7. F' = 

Si Si Si 

+ 

s'l si Si 

+ 

Si Si Si 


hx K fh 


/*1 h 2 /*3 


hi /*3 



ft ft, fi 


fi ft fi 

8. (b) S tf = ; 

fi n fi 

entao F' = 

n ft fi 


a n tt 


flit fM fW 

J i Ji Ji 


10 det A = lb. 


det (/T 1 ) = ^ . 


A- 1 


~i — f £ 

0 i -i 

0 0 i 

0 0 0 


i 

-I 


3.11. Exercicios (pg. 95) 

6. det A = (det B)(det D) 

7. (a) Independentes (b) Independentes (c) Dependentes . 


3.17. Exercicios (pg. 106) 



— 

' 109 

113 

-41 

-13' 

(c) 

-40 

-92 

74 

16 

-41 

-79 

7 

47 

- 

.-50 

38 

16 

20. 


1. (a) 



I Solugoes dos exercicios 


2. (a) 


lT 4 —2" 

L — 3 I. 


(b) - -1 


2 -6 -4 

1 3 -2 

1 5 2 


1 113 

(C) 306 -41 


109 -40 -41 -50' 

113 -92 . -79 38 

-41 74 7 16 


1 3. (a) ^ =2, A = -3 (b) A =0, A = ±3 (c) A = 3, A = ±/ 

>[5. (a) x=0, y = 1, z = 2 (b) jt = l, j = l, z = -1 


i * -*i .f -ji * -*i 

fc 

;6. (b) det X.J, - X, y 2 - yi z s - z 1 = o ; det 

3 — **l ^3 Z 3 — Z 1 


~x y z V 
■*■1 yi z i i 
x 2 y 2 z 2 1 
*s y 3 z 3 i. 


(x - Xl ) 2 + (y - yj 2 (x - xj (y - yi ) 

(c) det (x 2 - x t ) 2 + (y 2 -y t f (x 2 - Xl ) (y 2 - yi ) = 0 ; 

(x 3 - xj 2 + (y 3 - yi f (x 3 - Xj) (y 3 - yi )_ 

'x 2 + y 2 x y 1" 

x? +f t x 3 y x 1 


*2 x 2 y% 1 
-■*3 + y\ x s y 3 i_ 


Capitulo 4 


| 4.4. Exercicios (pg. 1 15) 

1 5. Funcoes proprias: J(t) = Cl\ com CV 0 

1 6. O potinomio constanle nao nulo 

1 7. Funcoes proprias: /(/) = Ce"- 1 , com CV 0 
8. Funpoes proprias: f{t) = Ce U2, ‘ /3 , com C* 0 

1 10: Vectores proprios correspondentes a .1=0 sao todos sucessoes constantes com iimitc* 

{ a * 0. Vectores proprios correspondentes a .( = - 1 sao sucessoes nao constantes com 

1 limite a = 0. 

| 

J 

::4.8. Exercicios ( pg. 121) 


Valor proprio 

Vector proprio 

dim £(A) 

(a) 

1,1 

(a, b) *(0.0) 

2 

(b) 

1, 1 

1(1,0), r*0 

1 

(c) 

1, 1 

i(0, l),r *0 

1 

(d) 

2 

/(l, I) t * 0 

1 


0 

t(l, -1), t * 0 

1 


1 4- -Jab 

i(V o , -/*)> i ** 0 

1 


1 - Vo* 

t{Ja, -yfb),t *0 

1 
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Calculo 


3. Sc o campo dc escalares e o conjunto dos numeros reals R, entao valores prdprios reais 
existem unicamenlc quando sen 0 — 0, caso cm que existirao dois valores proprios iguais 
.1, = A 2 = cos 0, com cos 0 = i oil - I . Neste caso todo o vector nao nulo e urn vector proprio, 
pelo que dim £(A,) = dim £(A 2 ) = 2. 

Se o campo de escalares e o conjunto dos numeros complexosC, entao os valores proprios 
sao A', = cos 0 + r sen 0, A 2 = cos 0 — i sen 0. Se sen 0 — 0 aqueles sao reais e iguais. Se sen 
0 =p0 sao complexos conjugados; os vectores proprios correspondentes a A, sao /(»', 1), / ^ o 
os correspondentes a A 2 sao ((I, /), t ^ 0; dim £(A,) = dim E(A 2 ) = I. 


4. 


bl 


5. Seja A = 


, onde bee sao arbitrarios e a uma das solupoes da equapao a 1 = I — be. 
a bl 


c d 


e A = (a — d) 1 + 4 he. Os valores proprios sao reais c distintos se A > 0, 


reais e iguais se A = 0, conjugados complexos se A < 0. 
6. a=b=c=d = e =/ = 1 . 


Valor proprio 

Vector proprio 

dim E(/.) 

(a) 

1,1,1 

t{ 0, 0, 1), t * 0 

1 

(b) 

1 

t(l, -1,0), t ^0 

1 


2 

r(3, 3, -1), t * 0 

1 


21 

r(l, 1 , 6 ), t ;*0 

1 

(c) 

1 

K 3, -l,3),f #0 

1 


2,2 

r(2, 2, — l),r*0 

1 


8. 1, 1, — 1, — I para cada matriz. 


4.10. Exercicios (pg. 127) 


2 . 


(a) Valores proprios 1,3; 

(b) Valores proprios 6, — l ; C 


[! -I] 


onde cd ^ 0 

, onde aft =£0 


(c) Valores proprios 3, 3; se 'existir uma matriz nao singular C entao C 'AC — 3/, pelo que 
AC = 3C, A = 11 

(d) Valores- proprios 1, 1; se existir uma matriz nao singular C entao C~'AC = /, pelo que 
AC = C,A = /. 

3. C = A-'B. 

4. (a) Valores proprios I, 1,-1; vectores proprios ( 1 , 0, I), (0, 1, 0), (1,0, — 1); 



0 1 

1 0 

0 -1 





Solugoes dos exercicios 

| (b) Valores proprios 2, 2, 1; vectores proprios (1,0,- I), (0, I, - I), (l, - I, I);. 

1 0 f 


709 


C = 


0 1 -1 

-1 -1 1 


j 5. (a) Valores proprios 2, 2; vectores proprios <(1, 0), 0. Se C = 

C~ l AC 


2 0 
1 2 


(b) Valores proprios 3, 3; vectores proprios f(l, 1), / 0. Se C = 
"3 01 


a b 
-b 0. 

a b 
a + b b 


b 0, entao 


, b#0, entao 


C~ 1 AC 


1 3 


6. Valores proprios 1, 1,1; vectores proprios /(l, — I, - I), / ^0. 


Capitulo 5 


5.5. Exercicios (pg. 134) 

' 3. (b) T" c hcrmitica' se n e par; se n e impar e hemi-hermitica. 
i 7. (a) Simetrica (b) Nem uma coisa nem outra (c) Simetrica 
9. (d) Q(x + ty) = Q(x) + tlQiy) + i{T{x),y) + t(T(y), x) 


(d) Simetrica 


r 5.11. Exercicios (pg. 140) 

v 1. (a) Simetrica e hermitica 

(b) Nemhum dos quatro tipos 

(c) Hemi-simelrica 

1. (d) Hemi-simetrica e hemi-hermitica 


4. (b) 


cos 8 sen 
sen 9 —cos 0j 

; 5. Valores proprios 3, = 0, A 2 = 25; vectores proprios ortonormados 


«i - s(4, -3), = 1(3, 4). 

"4 3' 

-3 4_ 

li 6. Valores proprios A, = 2i, = — 2i; vectores proprios ortonormados 



.,-^0,-0. 


“2 


72 o.o. 


i n 



r 
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Calculc 


«i= — (1,0,3), u 2 =— (3,2, -1), « 3 = — (3, -5, -1). 


\/l4 


V 35 


C 


0 


7. Valores proprios .1, = 1, A 2 = 3, A, = - 4; Vectores proprios ortonormados. 

1 1 ! 

Vi 0 

1 3 3 ~ 

Vio Vi4 VS 

2 _-5_ 

Vl4 V 33 

3 -1 -1 

Lvio V>4 V^J 

8. Valores proprios .1; = 1, A, = 6, A, = - 4; vectores proprios ortonormados 

«i=K0,4, -3), =4= (5, 3, 4), « 3 =-4= (5, -3, -4). 

V 50 V 50 


C = 


V50 


0 5 51 

4V2 3 —3 

L-3V2 4 — 4j 


9. (a), (b), (c) sao unitarios; (b) e (c) sao ortogonais. 

II. (a) Valores proprios A, = ia, A 2 - — ia\ vectores proprios ortonormados 


«r ^(1,0,. j-V, 0. 


(b) C = 


1 

V2 


1 1 


5.15. Exercicios (pg, 710) 
'4 2 

1. (a) A = 

l_2 lj 


(b) 2 t =0, 3 2 ~5 (c) «i — —j= (1 , —2) , « 2 =4=( 2 1) 

V5 V5 


(d) C = — 

v/5 


1 2 

-2 1 


2. (a) A 


0 f 

U Oj 

1 


(b) — 2> 83 — £ 


(c) «i=-^ (1,D, « 2 =■ -^=(1, — 1) (d) C=-^= 


1 1 
1 -1 


3. (a) ^ = 


1 1 
1 -1 


(b) K - V2» *2 = -v/2 



Solugoes dos exercicios 
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(c) «x = /(I + \fl, , 1 ), « 2 = /( — 1, 1 4- s/2), onde t = 

1 + s/2 -1 

L 1 1 + V 2 J ’ 

34 —121 


(d) C = t 


4. (a) A = 


-12 41 


, onde t = J4 + 2yfl 
(b) Aj = 50, Aj = 25 


(c) Ul =i(3, -4), “2 = ^ (4, 3) (d) C = l - 


3 4 
-4 3 


5. (a) A = 


’I i n 
i 0 i 
} i 0 


(b) Aj — 0, A 2 — 2, A 3 — — £ 


to j , (2 , 


(c) C-4= 

V <* 


6 . (a) A = 


V 2 2 O ' 

y/2 1 V 3 

L ->/2 I - V3J 
2 0 2 ' 

0 1 0 

2 0-1 


(b) A x = 1 , A 2 = 3, A 3 


(c) «! = ( 0 , 1 , 0 ), « 2 = ( 2 , 0 , 1 ), « 3 = ( 1 , 0 , -2 


(d) C = 


7. (a) A = 


02 1 

Vs 0 0 

0 1 -2 

3 2 4 


1 

V 5 


2 0 2 
4 2 3 


(b) A r — A 2 — — 1, A 3 — 8 


( c ) «i = ( 1 , 0 , - 1 ), « 2 = -^(- 1 , 4 ; - 1 ), " 3=5 


(d) C = 


3 V 2 


3 -1 2 V 2 

0 4 V 2 

L-3 -1 2 V 2 . 


1/^4 +2 V 2 


1 , - 1 ) 


-2 


( 2 , 1 , 2 ) 



Calculo 
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8. 

El ipse; centro em (0, 0) 

14. 

Elipse; centro em (0, 0) 

9. 

Hiperbole; centro em (— |, — j) 

15. 

Parabola; vertice em (},|) 

10. 

Parabola; centro em (^, — •&) 

16. 

Elipse; centro em (— 1 , J ) 

It. 

Elipse; centro em (0, 0) 

17. 

Hiperbole; centro em (0. 0) 

12. 

Elipse; centro em (6, -4) 

18. 

Hiperbole; centro em (— 1, 2) 

13. 

Parabola; vertice em(^, j|) 

19. 

— 14 

5.20. Exercicios (pg. 158) 



8. 

■41 

II 

a 

' 13. 

(a), (b) c (e) 



Capilttlu 6 

6.3. Exercicios (pg. 164) 



1. 

y = e 3 * - 

6. 

(b) y = e ix - e-**' 3 

2. 

y = f x 2 4- lx* 

7. 

y = c x e lx 4- c 3 c~ 2x 

3. 

y = 4 cos x — 2 cos 2 x 

8. 

y = Cj cos 2x 4- c 2 sen 2x 

4. 

Quatro vezes a quantidadc inicial. 

9. 

y = ^(cj cos 2x 4 c 2 sen 2x) 

5. 

fix) = Cx n , or fix) = Cx 1/n 

10. 

y ^ e~ x (c 1 4 - c z x) 


11. k=n 2 n 2 ; f k (x) = Csennw* (n = 1, 2, 3, . . .) 

13. (a) y" ~ y —0 

(b) y" — 4/ + 4y — 0 

(c) y" + y + | y - 0 

(d) ./ + 4y = 0 

(e) / r ^=0 

14. y = W 6 > y" ' ~ l2 y = —4 /6 

6.9. Exercicios (pg. 175) 

1. y - Ci + c 2 e~ x + c^e 3 * 3. y = Cj + (c 2 + c 3 x)e -21 

2. j = c x 4 eg* + c 3 e~* 4. y = (Cj 4 c 2 x + c a x 2 )e* 

5- }’ = (<4 + c 2 x + c 3 x 2 4 

6. y = 4- Cje" 2 * + c 3 cos 2x 4 c 4 sen 2x 

7. y ~ e' /2x (c 1 cos N fix 4 c 2 sen sjlx) 4 e~'’' 2x (c 3 cos/2x 4 c t sen s/lx) 

8. y = c x e* + e~^ /2 (c 2 cos £/3x + c 3 seni/3x) 

9. y = e^Hc x + c 2 x) cos x 4 (c 3 4 c 4 x) senx] 

10. y = (c L 4 c 2 x) cos x + (c 3 + c 4 x)senx 

11. y = c x 4- c 2 x + (c 3 4 c 4 x) cos y/lx 4 (c s + c 5 x) sen s/lx 

12. y = Cj + c^x 4 (c 3 4- c 4 x) cos 2x 4 (c s 4 c 6 x)sen2x 


13. f(x) — (e mx — cos mx — senmx) 

15. (a) / 4) — 5/ 4 4y = 0 

(b) y” 4- 6 y 4- 12/ 4 8j = 0 

(c) /« -2/ + / =0 

(d) /‘» -2/ 4/ =0 


(c) / 5) — 2/ 4 > 4-7* =0 

(f) / 4> 4- 8/" 4 - 33/ 4- 68/ 4- 52y = 0 

(g) y w - 2/ 4- y = 0 

(h) /«> 4- 4/ = 0 



Solucoes dos exercicios 
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6.15. Exercicios (pg. 188) 

1. = —2x — x 2 — J-x 3 

2. y t = }xe 2x 

3 - yi =(x ~ §)e* 

4. y t — 5 sen* 

9. 50jj = (11 — 5x)e I sen2x + (2 
10 . y 1 = -(fx + fx 2 + -^rX’)e- x 


5. y l = ix 2 ^ + e 2x 

6 . y t — hxer' 

7. y l = x cosh x 

8 - >'i = h^ e ~ T 
1 0.x)i’ :r cos 2x 


x m e* x 

12 ' n ~ pTi «> 

15. (b) 222 (c) 3D 2 (d) nD n ~ l 

1 fe- 1 1 f e 1 

16. _y = /le x + Be " + - e® I — dx — - e - ® — dx 

17. = (4 + Jx)sen 2x + (B + J log |cos 2x|) cos 2x 

18. = 4<?® + Be -1 + f sec x 

19. y — (A 4- Bx)e? + e'* — xe® J e‘* dx + e* J xe'- x dx 

1 , , 1 C e~ x 1 f e _2x 

20. J- = -g!og|x| +-e®J — dx --e 2x J — dx 

1 f e-^ x 

+ — e 4x dx + 4e* + Be Zx 4- Ce4 x 

24 J x . 


6.16. Exercicios variados sobre equa^oes diferenciais lineares (pg. 189) 

1 . h(x) = 6(e* x — e~ x )/5 ; u(x) = e* — e~ 5x 

2. «(x) = £e 2x_x sin 5x ; v{x) — |s -2x “ lr sen 3x 

3. u(x) - e-® 2 ; Q(x) = 4x 2 + 2 

5. y = (A + Bx 2 )<f : + (x 2 - 2x + 2)e 2x 

6. y = Ae ix $ e- iz - x3/3 dx + Be* x 

7. y = Ax' a + Bxt' a 

8. y = Ac 1 Bx 2 e~ x — x 

9. y = A(x 2 - 2) + B/x 

10. y = x~ 2 [4 + B(x - l) 3 + ix 3 + fx 2 - |x + \ - (x - l) 3 Iog jx - 1|] 

11. a = 1,-1; y = l/le 91 ®* + B e - | ' <x, ]/x 

6.21. Exercicios (pg. 200) 

2. /(x) = «j(x) (a = 1) 

3. (a) A = (a - 6)/2, B = (a + 6)/2 

d r <*vi 

(b) — I (/ 2 — 1) — «(« + l)y = 0 onde or = l/(»i + 2), dcsde quo l/(w + 2) 

dt I at 


OL> 

4. Ul (x) = 1+2 C- 1 )™ 2 ’ 


a(a — 2) • ■ • (a — 2m + 2) 


X 2m p ara todo x; 


(2m) ! 
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Calculo 


QO 

u 2 (x) = x + 2(-0 m 2’ 


(a — l)(a — 3) • • • (a — 2 m + 1) 
(2m + 1)! 


x 2m + 1 para todo x 


CO 

5. «iW=1+2(3^T 


(- 1 )” 


(3m + 2)(3m — 1) 8 5 


x 3 ™ para todo x; 


« 2 (x) = x -2 ^ + 2 x 3 ^ para todo x J= 0 

6 ‘ y = X \6 + Z n j(n ~+ 3) ! X ) P 3 ™ t0d ° * 

11. (b) f(x) = | P 0 (x) + ±P 2 (x) + &P t (x) 

2 ri 

,5 ‘ (b) 4^1 


6.24. Exercicios (pg. 212) 

. / 2 \^/cos x \ 

5. = -(-) (— + 


9. (a) y = x'^J^Hx*) + e*J_„(§x*)] 

(b) y =x''i[c 1 J y ^x?)+c 2 J_ Vl i\x?)\ 

(c) y = x'-* [CyJJl oyt l+m/2 ) + c 2 J_ j (2ax 1+m/2 )] , onde a = l/(m + 2), desde quc 
l/(m + 2) nao seja inteiro; caso contrario, substituir a J correspondcnte por K. 

(d) y = x’-^fo/^x 2 ) + c.J_f,\x 2 )\, onde; a = V2/8 

10. y = ^ satisfaz x 2 y" + (1 — 2e)xy' + (a 2 b 2 x 2b + c 2 — a 2 b 2 )y — 0 

(a) y = Ar^[ Cl / 5 (2xW) + c 2 Ar 5 (2x^)] 

(b) y ^^[ Cl J H (x) +V_ M (x)] 

(c) 7 = X-*[c 1 J 1 (|x*) + c^tfx*)] 

(d) jy = x[c 1 / 0 (2x^) + c^ 0 (2x^)] 

11. a =2, c = 0 

iz - >- = 2^S xn : 7 = y « (2 ^ W) ifjc >o 


13. b = (/?„• - a 0 )/a„, c = 7o/a 0 

14. = x ,y * 



16. « 0 (x) = cos x ; « 1 (x) = J - a cos x — J cos 2x 



Solucoes dos exercicios 
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Capituto 7 


7.4. Exercicios (pg. 220) 
3. (b) (/>'■)' = *2 


7.12. Exercicios (pg. 230) 

1. (a) A~ l =2I-A, A n = nA - (n —.1)1 

‘1 O' 

(b) e‘ A = e*(l - /)/ + ie‘A = e‘ 

t 1 

2. (a) A - 1 = f I -IA, A n — (2" - 1 )A - (2" - 2)1 

e l 0 

(b) e tA = (2e‘ - e 2 ')/ + (e 2t - e‘)A = 

e 2 ‘ - e‘ e 2 ‘ 

l+(-l)“ 1 — ( — 1)” 

3. (a) A- 1 =A, A" = / + - A 


(b) e< A = (ch 1)1 + (sh t)A = 


ch / sh / 
sh / ch / 


, 1 + (-l) n 1 - (-l) n 

4. (a) A~* = A, A”= - / + A 


(b) e M = (ch 1)1 + (sh l)A 


5. (b) e‘- 


= e” 1 


V‘ o 

0 e‘ 


cos bt sen bt 
-sen bt cos bt \ 


7. <~i«> = / + (e - 1 )A(t) ; (e A(t> Y = (e - IM'(0 


0 e - r 

'(f) - 

0 0 


e 4( ‘)4'(() 


'0 el ro r 

'(0 = ; A\l)e AM = 

0 0 0 0 


8. (a) A" =0 sc n >3 


(b) e ,A = I + IA + -t 2 A z = 0 1 t 

0 0 1 


1 t t + 


9. (a) A n = A sc n £ 1 


(b) e‘ A = / + (e f - 1)^ = 0 e‘ e l - 1 

0 0 1 


1 e‘ - 1 e ( - 1 


716 


Calcul 


10. (a) A 3 = 4A 2 ~SA +2/; 


IV* 0 


(b) 



le‘ 


0' 

0 

e‘ 


r 2 " 



0 O' 

1 0 
n 1. 


11. M + £/ 2 ,4 2 


13. e A e B — 


P 2 — (p — 


(c - l) 2 
1 


— - 


« 2 (e - l) 2 ' 

0 1 



O' 

1 


7.15. Exercicios (pg. 238) 

1. e tA = i(3e‘ - e 31 )/ + I0 3 ' ~ e‘)A 

2. c" 1 = (ch v/IT)l + -^(sh v/57)^ 

V 5 


3. = ie‘{(/ 2 - 2/ + 2)/ + ( -2/ 2 + 2l)A + t 2 A 2 } 

4. e tA = (3e~‘ - 3e~ 21 + e~ 3t )I + (fe' 1 - 4<?- 2t + ie~ 3t )A, + Qe" 1 - e~ 2t + {e Al )A 2 

5. e tA — (4e‘ — 3e 21 + 2/e 21 )/ + (4c 21 — 3/e 21 — 4e l )A 4- (e l — e u + te 2 ‘)A 2 

6. e tA = (4e‘ - 6e 21 + 4c 3 ' - e 41 )/ 4- (-^V + Tf 2 ‘ - 7c 31 + e 4t )4 

+ (fe 1 - 4f 2t + fe 31 - e il )A 2 + (-|c‘ 4- 4c 21 - Jc» 4- ie 41 )/! 3 

7. (b) e 1 ^ = ^‘{(6 - 6A/ + 3 A 2 / 2 - A 3 ; 3 )/ + (6; - 6A/ 2 + 3A 2 / 3 ),! + (3/ 2 - 3A/ 3 ),4 2 + t 3 A 3 


i>, = c, ch y/5 t + ■ ' + / ~ 2 - sh v/5 /, >'j = Cj ch \/ 5 t + ^ C * sh y/5 / 


v/5 


v/5 


9. y 2 = e*(cos 3 1 —sen 3/), _y 2 ■«= e‘(cos 3/ — 3sen3/) 

10. = e 2 ‘ + 4/e 21 , y 2 = — 2e l + e 2t + 4/e 21 , y 3 = —2e l + 4e 2t • 

11. y t = c ie 2t , y 2 = cjc 1 , y 3 = (c 2 t + c 3 )e* 

12. = 3e 1 - 3e~ 21 + e~ 3t , y 2 = -3e-‘ + 6c" 21 - 3e~ 3t , y 3 = 3e‘ - 12e 21 4- 9c- 31 

13. y 2 = e 51 4- 7e" 31 , jy 2 — 2c 51 — 2c" 31 , y 3 = — e 51 + e 31 

14. = — £e‘ 4- e 2< + ^e 31 , y 2 — e 2t + e 31 , y 3 = e 31 , j,, = e 41 

15. = 2c 21 — 1 , y 2 = 2e 2t - / - 2, = 2e 21 , _g 4 = e 21 


7.17. Exercicios (pg. 241) 

2. (c) y 2 — (Jb — l)e* + 2(c 4- l — fyxe 2 + 1 , y 2 = ce* + 21c 4- 1 — 

4. = -Je 1 - sc 41 + k 2 ‘, J 2 = fc‘ - le 11 + 

5. (a) B 0 = B, B 3 = AB, B 2 = 1 A 2 B B m = — A”B 

L \ ml 

(b) B = -ml (A~ l ) m+1 C 

6. (a) Y(t) = (l + tA + \ t 2 A 2 + Ii 3 A 3 )b, onde B = -6A~*C = - 

\ 2 O / 12s | 



Solugoes dos exercicios 


Isto da-nos a solu^ao particular jy = y 2 = —rfw — — Tgt 2 — if 3 

(b) y l ^y 2 = -ifs -T&t - ref 2 - J/ 3 + fife 4 ' 

I 

7. E = B, F = -(AB + C) 

a 

8. (a) y x = —cos 2t — \ sen It , y x = — Jseit2r 

(b) v, = 2 cosh It + \ senh 2/ — cos It — | sen 2 1, = cosh 2/ + jsenh 2/ — i sen It. 

9. yi (x) = e 2 * + e 3 * - e 1 , y 2 (x) = -2c 2 * - e 3 * + 3c 1 

10. 7l (x) = Ae* - + (d - file" 4 * + (ft - d - c^Ae- 4 *, 

y 2 (x) = 25 C 1 + «e** + (d - lilk" 4 * + (d + c 2 - U)jcc 41 

11. ^(x) = e _lz (2 cos x + senx) -I- fie 1 — ff . y 2 (x) = e^Csenx + 3 cos x) — iV + 

12. ^(x) = e T (x 2 + 2x + 3) + x z — 3x + 3 , yt(x) — e ^( — 2x — 2) + x, 

y 3 (x) ^2e~* + x - l 


7.20. Exercicios (pg. 249) 

4. .(c) V(x) = e*e'^' A B 

QO 00 

5. Se A(x) = 2 x* A k> entao Y{x) = B + xC + £ **£*., 

*=© fc=2 

onde (H + 2)(fc 4- = 2 ^r^k-r P ara ^ ^ 0- 

r=0 


7.24. Exercicios (pg. 259) 

1. (a) nx) = e* 

n 

V 


X' A* 


(b) Y n (x) =2 e* - ^ — se « e impar; y„(A> - ^ sene par. 


2. y 3 W 2 + 20 + 160 + 4400 


3. r 3 (ar) = * + -7 + 77 + 


14 160 

x 3 4x 7 8 a- 9 184 a 11 4a 13 


4. W-3 +- S -+4 S + 51975 


+ 


12285 


2a 3 a 4 2 x s 
(a) y 3 (A> = l+ x+ x 2 + —+ —+ — + — 


(b) M- 2; c -i 

4a 3 7a 4 6a 5 

(c) y(A) = 1 + A + A 2 + — + — + — + ■ • • 

A 3 ( 2a 5 17a 7 38a 9 _ 134a 11 > 4a 12 a 15 

y 4 (A) = * + J + 55" + JJTf + ^5 + 51975 + 12285 + 59535 


6. (a) 
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Calculo 


x 3 2x® I7x 7 62 x* tt 

(d) y ( Jt) = tan x = x + — + -jj + 3 iJ +2835 +-P^ a W <2 


3X 5 

8. y 3 (x) = 2+x 2 +x 3 + — + — ; z 3 (x) = 3x 2 + 

v® 2r 7 v® 

9 ‘ W«5+* +r2 + -+- + - ; 

x 3 . 2x® x* llx 9 7x n 

Z 3 (x) = 1 + 3 + x 3 +t+ -+— +- 

10. (d) Y n (x) = 0 ; limY n (x)=0 


3X 4 6x® 3x 7 3x® 

+ T + 28 + 40 


(e) y„W = 


ft— ►GO 

x 2 se x 2> 0 


; lim Y„(x) = 
— x 2 se x < 0 n — <d 


x 2 si x ;> o 

( —X 2 si X <, 0 


(0 

(g) 


2x n 


Y n (x) = -yT J 


lim y„(x) = 0 



se x ^ 0 
se x <, 0 


lim Y n (x) = 

n-*a> 



si x > 0 
si x <, 0 


Capitulo 8 

8.3. Exercicios (pg. 276) 

2. Todos aberlos ex ceplo (d), (e), (h) e (j) 

3. Todos abertos excepto (d) 

5. (c) Um exemplo e a familia de todas as 2-esferas B(0; l/k), onde k= I, 2, 3, . . . 

6. (a) Aberto e fechado (b) Aberto e fechado (c) Fechado (d) Aberto (c) 

Fechado (f) Nem aberto nem fechado (g) Fechado (h) Nem aberto nem fe- 
chado (i) Fechado (j) Fechado (k) Nem aberto nem fechado (I) Fechado 

8. (e) Um exemplo e a uniao de todos os conjuntos da forma S k = (x| |x|| < I - l/fcl para 
k = 1, 2, 3, ... A sua uniao e.a esferaaberta B(0; I) 

10. Nao. 

8.5. Exercicios (pg. 282) 

I. (a) T odo (x, >’) 

(b) Todo (x, y) * (0, 0) 

(c) Todo (x, y) com y^0 • 

(d) Todo (x, _p) com y4- 0 c— ^ + kn (k = 0,1,2, ) 

(e) Todo (x, y ) com x =£ 0 * (0, 0; 

(f) Todo (x, y) 

(g) Todo (x, y) com xy =£ 1 

(h) Todo (x. y) * (0, 0) 
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(i) Todo (x, y) # (0, 0) 

(j) Todo (x, >’) com ^#0e0<x<>’Ou>’<A:<0 

5. lim /(.v, >’) nao existe se x 7 0 
y-° 

6. (1 - «i 2 )/(l + m 2 ); Nao 

7. r= |x j ;/naoecontinuaem(0, 0) 

8. /( 0, 0) = 1 


8.9. Exercicios (.pg. 287) 

1. f'(x; y) = a • y 

2. (a) f\x\y) = 4||x|| 2 x..p 

(b) Todos os pontos da recta 2x + 3>’ = ft 

(c) Todos os pontos do piano x 4 2y + 3z = 0 

3. /'(*; t) = x • T(y ) + y • T(x) 


7\f 3 /* 

4. ~ = 2x + y 3 cos (xy) ; ^ = 2y sen (xj) + xy 2 cos {xy) 


5. f x = x/(x 2 + /)* ■ f y = yKx 2 + y 2 )* 

6 . ¥ = y 2 l(x 2 + /)* ; |£ = -xj/(x 2 + 7 2 )5< 


7 ' -V(^-T) 2 ; ^ = 2x!(x-y) 2 

8. D k f(x) = a k , onde o = (« x , . . . , a») 


9. D k f(x) = 2 J a^x, 

3-1 

10. ~ = 4x' ! - 8X7 2 ; ~ =4y* — Sx 2 ^ 


11 . 


3/ 2x 9/ 2/ 

e£ - x 2 +/ : — x 2 + 7 2 


12. % = - — sen(x 2 ) \ % = ~ ^cos (x 2 ) 
dx y dy y 2 


13. 


- 9/ 2x 2 x 2 _ 9/ 


= — sec — ; 3- = ; sec 


9x 7 “ 7 ' 9/ 

J . d f . 


7" J 

1 


df 

14 ' 9x ~ x 2 + t 2 ’ 9^ x 2 + t 2 


9/ 

15. = 


l +7 2 


3/ 


1 +x 2 


9x 1 + x 2 + 7 2 + x 2 7 2 ’ 97 1 + x 2 + 7 2 + x 2 7 2 

3/ 


16 . = t 2 x v ' _1 ; ~ = 27 x v * log x 



Calculo 


17. *L « - 1 . d l ^ 'f* 

dx 2 -J x(y — x) dy 2y\jy — x 

18. n = —| 

19. = b *= 1 

22. (b) Um exemplo e/(x) = x -y, com y um vector dado nao nuto 


8.14. Exercicios (pg. 295 t 

1. (a) (2x + y 3 cos xy)i + (2 y senxy + xy 2 cos xy)j 

(b) <? cos yi — e* sen yj 

(c) 2xy 3 zV + 3 x 2 y 2 z*j + 4x*; 

(d) 2xi — 2 yj + 4 zk 

2x % 4 y . 6 z f 

(e) Z+Ty^lT 2 ' + x 2 "+ 2y z - 3? j ~ x i + 2 y 2 - 3 z 2 * 

(f) y z x v ‘~ 1 i + zy* -1 x*' log xi + y*x v ‘ log x log yk 

2. (a) -2/V6 

(b) 1/V6 

3. (i, 0), na direcpao de f; (— 1, 0), na direcpao dc -i 
4- 2i + 2/ ; V 

5. (tf, 6, c) = (6, 24, -8) bu (-6, -24, 8) 

6. O conjunto de pontos (x, y) da recta 5x - 3y = 6; Af(a)= 5i - 3/ 
8. (c) Sim 

(d) f(x,y, z) = |(x 2 + / 4- z 2 ) 

11. (b) implica (a) e(c); (d) implica (a), (b) e (c); (f) impiica (a) 


• 8.17. Exercicios ( pg. 301) 


1. (b) F\t) 






(0 


2. (a) F'(r) = 4/ 3 + 2r ; F\t) = 12f 2 + 2 

(b) F'(<) = (2cos 2 / — i)(/:o 3 ( sen; C os(cos fsen 2 f) + (3sen 3 f — 2senr)e cos ' ;,c, ' ( scn(cos rsen 2 r) ; 
F"(,t) = (5 cos 6 / — 3 cos 4 t — 4cos 3 / — cos 2 t — 4cosf)e <x * <scn ‘cos (cos /sen 2 /) 

+ (14sen 3 t — I2sen 5 t — 4senf + 7 cos t — 9cos 3 r)e cos ‘ SCB< sen(cos rsen 2 /) 


_ 2e 2t exp (e 2 ‘) 2<r 2 ‘ exp (er 2t ) 

1 + exp (e 2( ) 1 + exp (e~ 2t ) ’ 


onde exp (u) = e“ ; 


F\t) 


4[1 + e 21 4- exp (e u )]e 2t exp (e 2t ) 
[1 + exp (e 21 )] 2 • 


4[1 4- e 2i 4- exp (e~ 2t )]e~ 2 ‘ exp (e -2 *) 
[1 4- exp (e _2t )] 2 


3- (a) -| 

(b) x 2 y 2 

(c) 0 
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4. (a) (1 + 3x 2 + 3y 2 )(xi + yj) — (x 2 4- y 2 y^k, ou qualquer produlo desle por urn escalar 

(b) cos 6 = - [1 + (1 + 3(x 2 + y 2 )) 2 ] - ^ ; cos 0 - - ) y/l quando (x, y, :) - (0, 0, 0) 

5. U(x, y) = ) log (x 2 + y 2 ); K(x, y) = arc tg (yl x ) 

6. (b) Nao 

8. x/x 0 + yly 0 + z/z 0 = 3 

9. x+y+2z=4, x— y— z =— 1 

10 . c = ±\fi 


8.22. Exercicios (pg. 309) 

1 . (b) -jj- — —lx sen(x 2 + y 2 ) cos [cos (x 2 4- y 2 )]e""' i 003 (1 ‘ + 


dF _ 1 df 1 df dF 
dx 2 du 2 dv ’ dy 


1 d .l i 

2 du 2 dv 


3. (a) 


(«) 57T. = 


4. (a) 37 = 


3F 

dfdX 

jyay 

3f 

df dX 

dfd_Y 




3s 

dx ds 

3y 3r ’ 

3/ 

dx dt 

dy dt 




3 2 F 

d 2 f dx dx ay / 

dXdY 

dXdY\ d 2 fdYdY 

a/ 3 2 x df d 2 Y 

dsdt 

ax 2 ! 

dt dx 

3y\ 

aJ a7 + 

dt ds ) + dy 2 ds dt 

3x 3s dt * 3y 3s 3/ 

dF 


df dF 

3/ 

X. a / 

d 2 F d 2 f 

ay 

X.,* 92 / 


ds 

di + 

aT = 

3x 

+ SJ-, 

3y 

d? “ai 2 4 

2 3x 3y 

+ a/’ 


d 2 F 

di 2 - 

ay 

ax 2 + ' 

ay ay. av 

3x 3y + dy 2 ’ 3*3/ 

ay ay 

-0X 2 + (s +f) 3x3y 

ay a/ 
+ J 'a/ + 3y 


3f 

a>\ 

13/ 3f 


Sf_ldf, d*F 

ay 

ay i ay 


3s 

ax + 

t dy' dt 

= 5 

dx t 2 dy ' ds 2 

dx 2 dxdy + t 2 dy 2 ’ 


a 2 F 

. sy 

7 * 2 3y 

•S 

2 ay 2 s a/ a*F 

ay 

s 3y a/ . 

i df 

W 2 ~ 

‘Sx 2 

< 2 3x3y 

+ ! 

5 a/ / ! 

‘ 3y ’ ds dt 

3x 2 

/ 3 a/ ax 

t 2 dy 

dF 

!3/ . 

i a/ 3 f 


ia/ + 

1 df d 2 F 

_ _i3y , iay. 


ds 

2 3x + 

2 3y ’ 3/ 


"23i + 

2 dy ’ 0s 3/ 

4 0X 2 4 ay 2 ’ 



(b) 


W 3»7 = 3 


3 2 f 


_ = i^ i 

3s 2 4 0X 2 2 9x dy 


ay 


i ay 
+ 4a^ ; 


ay- 

a/ 2 1 


i ay 

43^ 


1 ay i ay 

2 3x 3y + 4 8f 


5 . 


d 2 <p d*f 

= cos 2 0 5-5 + cos 0!sen 0 . - - 
dr 2 dx 2 \dx dv 


\5x a_v ayaxj ay 2 ’ 

ay 


av 

dr dO 


3? 


dx dy 


ay ay 

— rsen 2 + rcos ® sene 
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Calculo 


d F _dfdX dfdY dfdZ dF__d£d_X dfdY dfdz 

dr dx dr + dy dr dz dr ’ ds dx ds dy ds dz ds 

dF dfdX dfdY dfdz 

dt dx dt dy dt dz dt 

7 M dF _ d f , d f , , d f . ?£ _ d f , . Of . d Jl _ V . , d l _ df 

' dr ~ dx d ^ ^ 5 T 3 . » *3 


' dz ds dx 


dz 


dy ^dz’ dt dx^-’dy 
(b) 3r 2r [dx + dy dz) ’ ds ~ 2 (dx dy dz) \ dt 2 \dx dy dz) 


8 - 37 


dF df dx dfdY dfdz dF _dfdX dfdY dfdz 

dt dx dt dy dt- + dz dt 


dx ds ^ dy ds + dz ds ’ 


dF df df df 
9 ‘ (a) ds ~ 2s dTx +2s dy +2t 

dF 


dF _ df 
dz ’ dt 2 ‘ dx 


W a. — a„ + a, + 1 a, > a, — a„ a,, ‘b 


3/ df 

- it 4- + 2s 4~ 

oy dz 

df 


ds dx " r dy ~ r ‘ dz ’ dt dx 9j T ' 1 dz 


dF _d£d_X_ dfdY 

37 " dx dr Hy dr ’ 


10. = 


dF _df_dX dfdY dF^dfdZ dfdY 
ds 


dx ds dy ds ’ 


11. (a) 

dF 

df 

dF 

df . dF 

df 




dr * 

“ dx ’ 

ds 

dx ’ dt 

dy 




(b) 

dF 
dr " 

+ 

W| X 
TOW 

II 

df 

2 r£ 

dy 

dF df 
’ ds dx 

4- 2s 

df. 
dy ’ 

dF 
dt ~ 

df 

dx 

(c) 

dF 

JJf_ 

dF 

& 

1L. 

1 

\df 

3f 

— s 

d i 

dr 

s dx 

’ ds 

s 2 dx 

t dy 

: dt 


dy 


dt dx dt dy dt 


dy 


1 3. (a) /( x, y , z) = jci + yj + zk, mais um vector constante qualqucr 

(b) f(x, y , z) = / > (jc)i + Q(y)j + R(.z)k. ondc P , 0, F sao tres funqoes quaisquer que veri- 
Ficani P'= p, Q'= q, R' = r 


14. (a) Df(x,y) = 


(c) Dh{l, -1,1) 


Dg(u, v , w) = 


gx+tv 2e x+Zv 

|_2 cos (y + 2jc) cos (y + lx) 

(b) h{u, v, *v) = e “+*«’ , +8» , +4^-2“*i + sen (2c - h 2 + 2k + 4e 2 + 6w*)j 
*— 3 0 9 

0 —6 cos 9 18 cos 9 


1 4c 9w 2 
—2k 2 0 




~V 2 W 2 

2uvw z 

2«c?iv * 

'2xi r 

; Dg(u, v, «0 = 

0 

w 2 cos V 

2**' sen v 

.2 1 2z _ 







2ue v 

u 2 e v 

0 . 


15. (a) Df(x,y, z) = 

(b) A(h, v, w) = (i^cV + n> 2 sen v + t?e v )i + ( 2 kcV + tv 2 sene + u*e? v )j 
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(c) Dh(u, 0, w) 


2 u tv 2 + u 2 0 
4 u 3 w 2 + 2 u* 0 


8.24. Exercicios va riados ( pg. 3 1 5 ) 

I . Uni exemplo: /(.v, r) = 3 .y quando v = y,f{x, v) = 0 para os reslantes valorcs de x e y 
2- Difi 0, 0) = 0 ; Z> 2 /(0, 0) = — 1 ; £> 21 /(0, 0) = 0 ; /> 12 /(0, 0) nao cxiste 

3. (a) Se <j = (a,. (7,X enlao/'(0, a) - alia] se a , 0, s ef\0; «) = 0 se a, = 0 

(b) A fun^ao/ nao c continua na origem. 


3/ i 


a/ i 


4 - Tx = 2 e ^' A / A -> 

a 3 / ay ay 

5 - ™ = a * 5 {jr (,)]3 + 3 dJdy W?y'(,) + 3 r(r)[F'(/)F 

ay ay ay 

+ ^3 ^ (op + 3 ^jrrw + 3 ^ [xy/)y'(/) + rwro)] 

+ 3 y'(/) r"(r) + yf- x’\o + j- y i"(0 . 

supondo quc as derivadas parciais mist as nao dependem da ordem de dcrivagao 

6 . 8 

„ , v dg df df dg df df d 2 g d 2 f d 2 f 

(a) £ = Tx V+ Ty U ' i=Tx U ~iy V ' dAv =UV dt 2+iu ' i - v2) Wy 

ay df 

— uv df dx a ~ 2 ’ ^ = — ^ 

10. (a) <p'(0~A\t)S c BM f[A(t),y]dy + B’(t)S?*'f[x, B(t)]dx 

(b) <p'(f) = 2te i^ (2e !, — e“ — e c ) 

13. Uma esfera com centro na origem e raio \fl 

14. f(x) = x 2 


Capitulo 9 


9.3. Exercicios (pg. 322) 

1. f(x, y) = sen (x - fy) 

2. f{x,y) =e x + iy ' 2 - 1 

3. (a) u(x,y) 

(b) v(x,y) = 2 + log 


5. A ^ B = C = 1 , £> = -3; /(x,_p) - + y) + <p 2 (x - y) 

6. G(x,y) = x - y 
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Calculo 


9.8. Exereicios (pg. 340) 

J. dXjdv - (1 + xu)/(x - y) ; dY/du = (1 - yv)!(x — y ) ; dYjdv = (1 + yu)j(y — x ) 

2. dXjdy = —(1 + xu)/(l + u ) ; dVjdu = (1 - yv)/( 1 + yu) ; dVjdy = (1 — jc)/(1 + u ) 

dX d(F, G) l d(F, G) dY d(F, G) f d(F, G) dY d(F, G) / d(F, G) 

3 ' dv ~ 3 (y,v) / d(x,y) ’ du d(u, x) / d(x,y) ’ dv d{v,x)/ d{x,y) 

4 - r = ± ^y= (24/ - 4yjlj + 3sjl k) 

5. 2/ +j+ yj 3 k, ou qualquer produto nao nulo deste por um escalar 

6. dxjdu = 0, dx/dv = */ 12 

8. n = 2 

9. df/dx = - l/(2_y + 2z + 1) ; 0//9j = -2(y + z)/(2y + 2z + 1) ; 
d 2 f/(dx dy) = 2/(2y 4- 2z + l) 3 

10. d 2 z/(dx dy) = [senOe + j) cos* (y + z) 4- sen(y + z) cos® (jc + j)]/cos 3 (y + z) 

df D X F + 2 xD 2 F df D X F + 2yD t F 
U ' dx = ~ D y F + 2zD 2 F ' dy = ~~ D X F + 2zD,F 

12. DJ-flx + ^(y)]; D 2 F=f[x+g(y)]g'(y); D 1A F = f [x + g(y)] ; 

D Kt F =f[x + g(y)]g'(y ) ; 1\.,F =f[x + g{y)][g\y)f + fix + g(y)]g"(y) 


9.13. Exercicios (pg. 352) 

1. Minimo absoluto em (0, 1) 

2. Ponlo sela em (0, 1 ) 

3. Ponto sela em (0, 0) 

4. Minimo absoluto em cada ponto da recta y = x + 1 

5. Ponto sela em (l, 1) 

6. Minimo absoluto em (1, 0) 

7. Ponto sela em (0, 0) 

8. Ponto sela em (0, 6) e em (*, 0) para todo minimo relativo em (0, y), 0 < y < 6; maximo 
relativo em (2, 3) e em (0, y) para y < 0 e y > 6 

9. Ponto sela em (0, 0); minimo relativo em (1, 1) 

10. Ponlo sela em (/ra + */2, 0), com n inteiro 

1 1. Minimo absoluto em (0, 0); ponto sela em (— j, — j) 

12. Minimo absoluto en (— ,j' 5 , — ^ ); maximo absoluto em (1, 3) 

13. Maximo absoluto em (*73, *73); minimo absoluto em (2*73, 2*73); maximo relativo em 
(*, *); minimo relativo em (0, 0); ponlo sela em (0, *) e (*, 0) 

14. Ponto sela em (I, I ) 

15. Maximo absoluto em cada ponto da circunferencia x 2 + y 2 = 1 ; minimo absoluto em (0, 0) 

17. (c) Maximo relativo em (2, 2); nao existem minimos relativ'os; pontos sela em (0, 3), 
(3, 0) e (3, 3) 

18. Maximo relativo { em (j, ^) e (-j, -}); minimo relativo -j em (|, -}) e (-{, i); pontos sela 
em (0, 0), (±1, 0), e (0, + I); maximo absoluto I em (1, -I) e (-1, I); minimo absoluto -I 
em (I, l) e (-1, -I) 

19. (a) fl = l, ft=-| 

(b) a = 6 log 2 — 3*/2, b = * — 3 log 2 
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21. Seja ** /‘=;;2- > '*’ U * = X * ~ X * ' Enta ° a = (2 w )/(2 “«) ’ 

1 = 1 1=1 N=1 ** 't=I ^ 


e b = v*- ax’* 


^ H 1 ^ ^ | ^ V 

22. Seja ^ x if y* = - 2 * = “ 2 Z> '’ "< = *< ~ x * ’ »< = J'i ~ J* > e fa<;a- 


mos A = 


C = A 


2 u? 2“* 
2** 2^ 

2“ <z< 2 u * 
2 p<z< 2°’ 


, considerando-se as somas para i — 1, 2, . . . , n. Entao 


• * = A 


2 p<z< 2‘ v< 
2" iZ< 2 w? 


, c = z* — ax* — 6/* 


25. Valores proprios 4, 16, 16; minimo relativo em (1, I, 1) 


9.15. Exercicios (pg. 357) 

1. O valor maximo e i; nao tem minimo 

2. O maximo e 2; o minimo e 1 

3. (a) O maximo e y ^ a j~ ^ em ( b(a 2 + b 2 )~ X/i , a(a 2 + b 2 )~ ' A ) ; o minimo e — ^ em 

ab ab 

( -b(a 2 + b 2 y-' A , ~a(a 2 + b 2 )~'A) 

/ ab 2 a 2 b \ 

(b) O minimo e a 2 b 2 Ka 2 + b 2 ) em I 75 , -» 75 } ; nao tem maximo 

\n z + tr a i + tr/ 

4. O maximo e 1 + \/T/ 2 nos pontos (nn + 7 t/ 8, nn — jt/ 8), sendo n urn inteiro qualquer; o 
minimo e 1 — \/2/2 em (nn +■ 5*78, nn + 3*/8), sendo n um inteiro qualquer 

5. O maximo e 3 em (j, — §, — }); o minimo e — 3 em (— §, — f) 

6 . (0,0, t)e(0,0,-i) 

7. 1 

8 . ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), ( - 1 , 0 , 0 ), ( 0 , ~ 1 , 0 ) 

(Pb h c c / a , b c \ 

9 ' (a + b + c)“ +I,+<: at \a+b+c’a+b+c’a+b+c) 

10. abcy/312 

11. 5 log r + 3 log -y/ 3 

i2 - ± + c ~ Vfr* ~ cr + 4gi 

2(AC — B 2 ) 

13. (4 ± V5)/V2 ... 

14. O angulo e n! 3; largura do furido e/3; area maxima <4/4\/3) 
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10.5. Exercicios (pg. 368) 

1. —as 

. 8. 

5 

2 

2. -2t ra* 

9. 

3 69 

10 

3. -h 

10. 

— 2-n 

4. f - 

11. 

0 

5. 0 

12. 

(a) -2^/2 ^ 

6. 40 

*7 2 3 

/. 6 


(b) - ir 

10.9. Exercicios (pg. 372) 



, 2 3 

1. 6 

8. 

256a 3 / 15 

2. 2a 3 

9. 

2ir 2 fl 3 (l + 2-n 2 -) 

3. a = (3c/2)54 

10. 

[(2 + /*)W - 2v'2]/3 

4. 0 

12. 

momcnlo dc inercia.= 

5. 8rr(senfl — cos 0) 

13. 

2tt/3 


„ 600 - 36 J2 - 49 log (9 - 4^2) 

6. W/4 14. ^ — _V_? 

64[6,/2 + log (3 + 2^2)] 

_ 6ab 2 _ 6waA 2 

7 ' _V ^ ,5 ' * = 3a 2 + 4 it 2 6 2 ’ * = ~ 3a* + 4^ z 6 2 

16. ^ = (a 2 + (r)'^M 4 + (4 77- 3 - w /2)a 2 6 2 + 32 tt 5 * 4 /5] 

/„ = (a 2 + b-y^b’a* + (4 ir 3 + n/2)a 2 b 2 + 32^/5] 

10.13. Exercicios (pg. 378) 

I. Todos mcnos (P) cstfio conectados 

6. (a) Nao conservative 

(b) (2c 2 * - 5e* - 5 tt - 3)/ 10 

7. (b) 3 

8. f 

10. 4 h 2 - 8?rb + 4; ocorre um minimo quando b = n 


10.18. Exercicios (pg. 387) 

1- <p(x,y) = i(x 2 + /) + C 

2. <p(x, y) = x 3 y + C 

3. cp(x, y) = x z e v + xy — y 2 + C 

4. <p(x,y ) = xSeii)' + y cos x 4- (x 2 + y 2 )j2 + C 

5. <p(x,y ) = x scn(xy) + C 

. 6. <p(x, y, z) = ( * 2 + f + z 2 )l 2 + C 

1. <p{x , y, z) = x 2 l2 — y 2 j2 + xz — yz + C 
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8. 

/ nao 

e um gradiente 


9. 

/nao 

e um gradiente 


10. 

/nao 

e um gradiente 


11. 

<p(x. 

y, z) = y 2 sen* 4- xz 3 — 4y + 2z 

+ c 

12, 

<p(x, 

y, z) — x 4- 2 x 2 y — x 3 z 2 + 2 y — 

z 3 +C 



ar n+ 1 


13. 

(b) 

<p(x, y) — w + 1 

■ <p(x,y) — alogr + Csen 



r P+2 


15. 

<p(x) 

- . - + Caep ?£ 2 ; y(x) 

/> + 2 r 

= logr + C se p = —2 

16. 

<p(x) 

=g(r) + c 



10.20. Exercicios (pg. 392) 

1. jc*/2 + Ixy +fl2 = C 

2. x z y = C 

3. x* 1 3 - xy ~y\2 + (sert2y)/4 = C 

4. cos2xsen3y = C 

5. + 4x 2 j’ J — I2e v + 12 ye* = C 

6. i Q(x)et plx)dx dx - yeiP^Ux = c 

8. (a) x + y = Cy 2 

(b) - 3 log lxl = C 

9. (a) 6(xy)M — (yjx = C ; (x 5 y)~ lyi e um factor integrante 
(b) x + e-*seny = C ; e~ x cos y e um factor integrante 

10. x 3 y* + x7 , y‘ = C, 10x 3 y 4 + jdy 1 = C, respectivamente; x 2 }’ 3 e um factor integrante comum 


Capitulo 1 1 


1 1.9. Exercicios (pg. 407) 

1. t 

7. 

6 

2. 1 

8. 

r- 3 ( e ‘* - e‘) 

3. 2^/3 - V 

10. 

i 

# 

4. 77*74 

11. 

i(V - n/2 ) 

5. 2 

12. 

77/2 

6. 2 77 

13. 

(log 2)/6 

11.15. Exercicios (pg. 417) 

1. —3 77/2 


5. 77* 

2. 1 + cos 1 +sen 1 - cos 2 - 2sen2 


6. 6 

3. e — e _1 


7. ¥ 

4. y log 2 


8. (a) f 





(b) 2 (c) 320 tt 
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Capitulo 10 


10 

.5. Exercicios (pg. 368) 





14 

“16 

8. 

5. 

2 


2. 

-lira 2 

9. 

3 60 
10 


3. 

1 

3 $ 

10. 

2 7T 


4. 

4 

3 

11. 

0 


5. 

0 

12. 

(a) - 

■272 

6. 

40 


(b) - 

’ 7T 

1 

Z1 





10.9. Exercicios (pg. 372) 


i zz 

1.6 

8. 

2. 2a 3 

9. 

3. a = (3c/2)*4 

10. 

4. 0 

12. 

5. 87r(sen0 — cos 9) 

13. 

6. ira 3 /4 

14. 

7. -72 

15. 


256a 3 /15 

2A 3 (1 + 2 it 2 ) 

[(2 + r*)K - 272]/3 

momento de incrcia = 4a 4 5 6 7 
2n/3 

600 - 3672 ~ 49 log (9 - 472) 

64 [6 72 + log (3 + 272)] 

6ab 2 _ 6n-aA 2 

* = 3a 2 + 4 n 2 b 2 ' 9 = “ 3a z + 4^ 2 fe- 


16. 4 - (a 2 + 6 2 )^[vra 4 + (4fr 3 - ff /2)a 2 7> 2 + 32^/5] 
/„ = (a 2 + 4-)'^ 4a 4 + (4 W 3 + irj2)a 2 b 2 + 32^/5] 


10.13. Exercicios (pg. 378) 

) . Todos mcnos (0 esliio coneclados 

6. (a) Nao conservative 

(b) (2e 2iT - 5e* - Sir - 3)/10 

7. (b) 3 

8. f 

10. 4 b 1 — 8*b + 4; ocorre um minimo quando b = n 


10.18. Exercicios (pg. 387) 

1 . <p(x,y) — K* 2 + y 2 ) + c 

2. <p{x,y) = x 3 / + C 

3. <p(x, y) — x 2 e v + xy ~ y 2 + C 

4. <p(x, y) - xsenj + _ycosx + (x 2 + y 2 )l 2 + C 

5. <p(x, y) — x sen (xy) + C 

6 . <p(x,y, z) = (x 2 + y 2 + z 2 )/2 + C 

7. <p(x,y, z) — x 2 /2 — y 2 j2 + xz — yz + C 
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8. / nao e um gradiente 

9. / nao e um gradiente , 

10. /nao e um gradiente 

11. <p(x,y, z) = j 2 senx + xz 3 — Ay + 2z 4- C 

12. <p{x,y, z) = x + 2 x 2 y - x 3 z 2 +2 y - z 3 + C 

ar n+1 

13. (b) <p(x, y) — + C se « ^ — 1 ; <p(x,y) = a log r + Csen — -1 


r J >+2 

15. <p(*) = — ■ — - + Cscp * -2; <p(x) - log r + C se p = -2 

p - r z. 

16. ?>W == gir) + C 


10.20. Exercicios (pg. 392) 

1. x 2 /2 + 2xy + y 3 l2 = C 

2. x 2 y = C 

3. x*/3 ~xy - y)2 + (seni2_y)/4 = C 

4. cos 2xsen3_y = C 

5. x*y + 4*V - 12e v + 12 ye v = C 

6. J Q(x)e tPix)dx dx - = C 

8. (a) x +_y = C_y 2 

(b) /Vx 3 - 3 log |x| = C 

9. (a) 6(xy)'* — {yjxf A = C ; (x 3 /) -1 -" 4 e um factor integrante 
(b) x + e^seny = C ; c _:c cos^ e um factor integrante 

10. x*y* + x 4 / 5 = C, lOx 3 / 4 4- x^y 5 = C, respectivamente; x 2 y e um factor integrante comum 




Capitulo 

11 

11.! 

9. Exercicios (pg. 407) 



1. 

i 

7. 

6 

2. 

1 

8. 

r _3 (e‘* — e‘) 

3. 

2V3 -¥ 

10. 

x 

s 

4. 

" 2 /4 

11. 

- v'2) 

5. 

2 

12. 

7 t (2 

6. 

2tt 

13. 

(log 2)/6 




llilS. Exercicios (pg. 417) 

1 . —3 it 12 

2. I + cos 1 +sen 1 - cos 2 - 2sen2 


3. 


— 


4. i log 2 

9 ‘ ll[\l f{X ' y)dy ] dx 


6 . 6 

7. ¥ 

8. (a) 


i 


(b) 2 (c) 320ir 



728 


Calculo 


io - 

n. 

12 - RU?"*-**]* 

13 - J-i [J-vSr/^’^^] ^ + LTJJvW^H ^ 

14 ic lSl^ y)dx ] dy 

15 - ^ + JoTJ-vH/^ rf *] ^ 

16 - 

17 - J-zUlrcscn A^ } ^] d y + HU'™'™*) dy 

is - £us>-**> 


i9 - Jo tr <** + ^ dy \ dx = * 

20. y = 0 , j = x tan c , x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + y 2 = b 2 

21 ' (a) Sl\j V y^ {X ’ y)dX 'i dy 

(b) 4e 8 + 2e/3 
22. m = 2 ; n = 1 


11.18. Exercicios (pg. 424) 


1. 

• 2 . 

3. 

4. 


* == -h y ■= t 
■* = i, y = o 
X =ff, y =lf 

x = 7r/2, y=n/s 




V2 + 1 


_ 2a 2 log a — a 2 + 1 _ <3(log a) 2 ^ 

* 4(a log a — a + 1) ’ y 2 (a log a — a + 1) 

7. x = j? = i 

8. x = y = 256/(31 5 w) 

9. ¥ - ¥ Jog 3 ^ 

10. x = | M5[[, y = § \\AD\\ ; supondo que os eixos OX e OY sao escolhidos de modo 
a que coincidam com os lados AB e AD, respectivamente. 
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12. 4 = hb\a -c), I v = ,\b(a> - c 3 ) 

13. 4 = 4 ='(1 - 5ir/16)r 4 

14. 4 = 4 - f 

15. 4 = Tr[(4a - l)e 4a - 1], I v = ^r[(a 3 - 3a 2 + 6a - 6)e 2 “ + 6] 

16. 4 = ^ , /„ - W_ 

19. *A[V2 + log (1 + -JZ)] . 

20. A 2 + %r 2 

21. (a) (V,l) 

(b) (|,|) 

(c) ft 1 , 1 * 1 ) 

(d) (¥,¥) 

22. h = 2^3 

23. h > ^2 


11.22. Exercicios ( pg. 433 ) 

1. (a) -4 

(b) 4 

(c) 8 

(d) Air 

(e) 3 it/2 

2 . 0 

3. n = 3 

4. —ir 

9. g(x,y ) = ± [/>*(*, 7) +fl 2 (x,7)] H 

* 11.25. Exercicios (pg. 439) 

1. (b) 0 

2. 0, 2n, —2 7t 

3. No maximo tres 

4. No maximo sete 

5. (a) -3 

6 . hr 


11.28. Exercicios (pg. 449) 

1. j" o cos 8, r sen 9)r dr^ d8 

tin r r2 cos 9 1 

2 - J-W 2 Llo / (r C0S 9 > r Sen 9)r dr \ d0 

3 - n/> r cos 6, r sen 0)r drj 
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Calculo 


4. j* 1 * ^j° W f(r cos 6, r sen 6)r drj dd, onde ^(0) = l/(cos 0 + sen 0) 

5. r [T'~'* cos 6 > ''Sen 0)r</rj r/0 + J 3 ^ /4 [ £** */( r c °s 0, r sen0)rrfrj dO 

C* r rtan S sec fl „ „ 1 

+ J.W 4 Uo / (rcos 0,r'sen0)rrfrj 

6. f 7 Td* 

7. MV2 + log (1 + V2)] 

8. y/2-1 


9. 

•ntf 4 /8 


10. 

jj /4 £J" C 9 /(r cos 0, rsen 0)r rfrj dO + J 

"jr /2 r rcsc o p 

L | 0 /( r cos rtSen d® 

11. 



12. 

IT [/,«> / (r cos 0, r sen 0)r rfr] rf0, 

onde ^-(0) = l/(cos 0 + sen0) 

13. 

Jo" LCL/<' C0S B ' rSOn0)r rfr ] 


14. 

?i- 4 /3 


15. 

(a) u — lx — y , v — —5x + y 

(b) 60 


17. 

(a) 1 + 2 m 

(c) V 



2 / 1 5 \ 

(d) 2 + — -r arctan —pi — arctan — 

V3\ J.3 V3/ 


18. 

(a) 4(« 2 + v 2 ) 

(C) 0 


19. 

•j— “ [(/> 2 + r 2 ) 1- '’ - /> 2a '' p) ] se p t£ 1 ; 

7f log (1 + r 2 ) se p — 1 . 


Up. r) tende para uni limite finito, quando p> 1 


11,34. Exercicios (pg. 463) 

3 84 

2. Jog V'2 - A- 
3 - 1 - 

4 8 

4. fnabc 

5. w/6 


6 - £ (Jo [T^- * 2) dy \ dz + J* 1 LO- >’* 2) d T dz \ dx 


.CIU [.LvSi f^y’ z)d y] 


dx\ dz 


dd 


7. 
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8 ' lol/r'Lt + 

10. 16w/3 

11. i 

12. ^-naViQa 2 + 2h 2 ) 

13. %■* a 3 

14. -H6 3 - a 3 ) 

15. |^ 3 (a 2 + b 2 + c 2 )~' A 

18. §7,(575-4) 

19. ^ 

20 . - a 5 ) 

22. No eixo, a uma distancia \h da base 

23. No eixo, a uma distancia \h da base 

3 *— 

24. No eixo de simetria a uma distancia - • — — do piano secante dos hemisferios 

8 Z> 3 - a 3 

25. x - y = z = -feh- (supondo o vertice referido na origem) 

26. ¥ 3 o M{a 2 + Ah 2 } 

27. fMK 2 

28. |Ma 2 

29. 2’^ 

Capiiulo 12 

12.4. Exercicios (pg. 475) 

1. (a 2 b< s - a 3 b 2 )(x - x 0 ) + (u^b, - a^Kv - >' 0 ) + («i 2> 2 - a 2 *i)( 2 - '«) = 0 1 

Tu * “ ( <^ 3 “ aA)/ + (aA ~ a ' b * )j + {aA “ ® A) * 

dr dr 

2. jc 2 /a 2 + y 2 jb 2 = 2 ; — x — = -~2bu 2 cos vi — 2a w* sent)/ + 

y dudv 


X 2 V 2 z 2 




3r 3r 


3- — ^ — 1; — x — = aftcsen 
a 2 6 2 c 2 3y 


( sen u cos v 

/ 

a 


sen u sen a. cos i 

H j H 

b c 


8r dr , , 

4. z = f(Jx 2 + j' 2 ) ; — x — = — «/ («) cos vi — uf (u) sen vj + uk 

OU ov 

v 2 z' 2 dr dr 

5. -5 + = 1 ; — x — = b sen vj + a cos vk 

a 2 br du dv 

6. (V* 2 + y 2 - ctf + z 2 = b 2 ; 
dr dr 

— x — = b(a + b cos h)(cos u sen w + cos u cos vj + sen uk) 
du dv 

( sen 2 u cos 2 u\ • senh 2 tf| ^ 

+ t ~ I cosh 2 a + — 


732 


Calculo 


8. 7 128y2 + 4 

9. |« — v| -y/ 3 6u 2 v 2 + 9 (a + 1 >) 2 + 4 

10. V« 4 + « 2 

12.6. Exercicios (pg. 481) 

2 . Tra 2 yj3 

3. (2ir - 4)a 2 

4. 4 

5. (a) Urn paraboloide de revolucao 

(b) — 2« 2 cos vi — 2u 2 sen oj + uk 

(c) n = 6 

6. V 2 ™ 2 / 4 

7. 2^ 

8. 2»ra 2 (3 > /3 - l)/3 

9. 4jr 2 ai 

11. (a) Um circulo de raio unidade no piano XOY\ utti semi-circulo de raio unidade no plario 
XOZ, com :S0; um semi-circulo unitario no piano x = y com ri 0 

(b) A semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 , z s; 0 

(c) A esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 excepto o polo norte; a linha que une o polo norte com 
U, >■, z) inlercepta o piano XOY em («, v, 0) 


12.10. Exercicios (pg. 489) 

1. 4*/3 

3. x = y = 2 = a/2 

4 - i 

7. 0 

8 . . 7Tyj2 

9. No eixo do cone, a uma distancia i a (1 - cos »)/[! - cos (a/2)l do centro da esfera 

10. va 2 h + fmjA 3 12. 2nj 2 

11. 3 *a 3 h + fwa/i 3 13, — n j3 


12.13. Exercicios (pg. 495) 


1.0 3. -4 

2 - 4. 4 


12.15. Exercicios (pg. 500) 

1. (a) div F(x, y, z) = lx + 2y + 2z ; rot F(x, y,z) = 0 

(b) div F{x, y,z) ~ 0 ; rot F(x,y, z) — 2i + 4 j + 6k 

(c) div F(x, y, z) = —x sen/ ; rot F(x,y, z) = / +j 
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(d) div F(x,y, 2 ) = ye 1 * - x sen (xy) — 2 xz sen(xz 2 ) ; 
rot Fix, y,z ) - z 2 sen(xz 2 )j - [xe** + y sen {xy)}k 

(e) div F{x, y, z ) — 2x seny + 2 y sen(xz) - xy sen z cos (cos z) ; 

rot F(x,y,z) = [x sen (cos z) - xy 2 cos (xz)]i — y sen (cos z)j + \y 2 z cos (xz) — 
x 2 cos y\k 

2 . 0 

4. n = -3 

5. Nao existe tal campo vectorial ■ 

10. Um tal campo e fi(x, v, z) = (xyz)' 2 

11. div (V x r) = 0 ; rot {V X r) = (c + \)V 
13. 16 {a + b) 


* 12.17. Exercicios (pg. 506) 

1. (3x — 2 z}j - xk e um tal campo 

2. (x s /2 - xy - yz + z 2 j2)j + {x 2 j 2 — xz)k e um tal campo 

3. (x 2 yj2 + z 2 !2)j + Vf{x,y) para qualquer /independente de z 

yz xz 

5. G(x,y, z) = — IJ 1 ' ~ r ( x 2 + y 2 ) J satisfaz a rot G=r~-r em todos os pontos nao 

T X ^ pertencentes ao eixo OZ 

6. /(r) = Cr- 3 

9- Fix, y, z) = -\iz 2 i + x*j + fk ) , <7(x, y, z) - ^(x 3 ^ + fz + z 3 x) 

10. (c) 3rr/2 


12.21. Exercicios (pg. 517) 


1 . 

3 


3. (a) 

3 1 y\ 

2. 

(a) 

144w 

(b) 

9|K|f 


(b) 

— I6rr 

(c) 

W\x 


(c) 

128ir 

(d) 

4 I t 

15. 

8ir 





Capitulo 13 

13.4. Exercicios (pg. 529) 

2. A x u a 2 u A a = iA x r\A' 2 n A£) u (A t n A£ u A s ; U A k - lj iA k n f] K 

k-1 k-1 /-JH-1 


■ (0 

(if) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(a) A' n B' 

A r\B' 

A UB 

iA n B') u iA' n B) 

A' u B‘ 

(b) 500 

200 

500 

300 

800 


3 . 
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Calculo 


6. 6S t ={0,A l ,A i ,A 1 u A„, A{, A' 2 , A' x n^',5} 

7. 3 — {0 , A 2 , A 2 , A 3 , A 2 A 2 , A ^ ^ A 3 , A 3 ^ /4g , A ^ A 2 A 3 , A 2 , A 2 , 

A^ n A^A^ n A 3 ,A^ nA 2 n A' 3 ,S) (ifn>3) 


13.7. Exercicios (pg. 534) 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6. 
7. 
8 
9 

10 , 

11 . 

12 . 

15. 


A £ B' 

xeA' n B' n c' 
xeA nB' nC' 
xeA u B u c 

xe(A nB' nC')u(A' nB n C’) u ( A' n B' n C) 
*£(/n fl') u (5' n C') u (/!' n C') 
xe {A n B) u (A n C) u (fi nC) 

*e(ilriB AC')u(4ns'nC)u(/4'ninC) 

x e (/l n 5 n Q' 

xg,4 n C ri£' 
xe.4 ni n C 
xe A u B u C 


(a) 

1 — a 

(d) 1 - c 

(b) 

1 - b 

(e) 1 — a + c 

(c) 

a + b — c 

(f) a-c 


13.9. Exercicios (pg. 13.9) 


2. (a) A 

(b) 

(c) n 

(d) ff 

3. (a) |! 

(b) l 

(c) i 

(d) ^ 

(e) H 

(0 i 

4- i 

10. P 0 - 1 - iV) - P(B) + P(A n 
12. (a) 5 a 9 

(b) 45 a 46 

(c) 10 a 81 

(d) 36 a 55 


5. 4/7 


6. 

4 7 

47 


7. 

A 


8. 

(a) 

AKA + 5) 


(b) 

BKA + .5) 


(0 

(C + l)l(C + Z) + 1) 


(d) 

C/(C + £ + 1) 

9. 

(a) 

X 

9 


(b) 

X 

0 


(c) 

£ 

9 


(d) 

8 

9 


, A = P(A) + P(B) - 2P(A nB), P, 


13.11. Exercicios (pg. 544) 

1. {(1,2), (1,3), (2,1), (2, 3), (3,1), (3, 2)} 

2. 1326 

3. 54 


^3 > A i n A 2 , 


= P(A n B) 



Solugoes dos exercicios 


4. {H, T) x {H, T } x { 1 , 2, 3, 4, 5, 6} ; 24 resultados 

5. 52 !/(1 3 !) 4 

6. 36 

(a) 18 

(b) 12 

(c) 24 

7. (a) 13-12-1 1 -72 — 123552 (nao incluindo grupos de tres e de quatro) 

(b) 5148 

(c) 36 (nao incluindo \0JQKA) 

(d) 4 

<« “/(“) *></(?) 


2-98! 98! 

9 ' (a) (49 !) 2 (b) 48! - 50! 

P/P 
11. 16 
12. n k 


13.14. Exercicios (pg. 549) 

2. (a) P(A) = ^ ; P{B \ A) = * ; P(A r B) = * 



9- \ 

15. (a) P(A) = P(B) = P(C ) = i ; P{A n B) = P{A n C) = P(B n C) = £ ; 
P(A nB nC) = 0 
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Calculo 


13.18. Exercicios (pg. 560) 


1. (a) P(H, H) - Pl p 2 ; P(H, T ) = ^(1 - p t ) ; 
P(T, T) = (1 - Pl )(l -p 2 ) 

(b) Sim 

(c) Niio 

(d) H, e H 2 , H, e T 2 , H 2 e 7,', T, e 7 3 

2. (a) fif 

(b) 1^24 
(0 6 

/10\ 5 7 390625 

3 ‘ \ 3 J 6 13 = 2519424 

4. (a) fg 

(b) i 

(c) 

5. (a) (5!J*/10! = zh 

(b) i 

6 (a) 36 p 10 - 80 / + 45/ 

(b) y h 

7. £ vantujoso aporiar importancias iguais 
15. (a) /(/ = (1 - p) 2 + / 

(b) (Vm - 4)/3 


P(T, H) = (1 - Pl )p 2 ; | 

f 


0 


w k b n k 

0. 

W 

(w + b) n 


( s \ 

17 5 9938999 

9. 


18 s “ 1377495072 

10. 

193. 
6 12 


11. 

1 - 

(19/20) 10 = 0.4013 

12. 

1E3 
6 1 2 


14. 

59 < 

C n <, 65 



13.20. Exercicios (pg. 566) 

1. (a) /(A) = 2A 

(b) /(A) = 3 k 

(c) f (k) = p k , onde /7 t e o A-enesimo niimero prime > 2 

(d) uni a tal I'ungao e /(A) = (g(A), h(k), onde 


gik) 


m\k) + 3/m (A) 


k +2, h(k) = k - 


m 2 (A) + m(k) 


m{k) 


y s k - 

L 2 


onde |.vl representa o maior inteiro <.v. 

(e) /(A) = 2 I ' ( * :, 3' !(k, , onde g(A) e A (A) sao as definidas em (d) 


13.22. Exercicios (pg. 569) 


n 


0 : 

max = 1 , 

min 

«* 

n 

= 

1 : 

max = l , 

min 

= 0 

n 

“ 

2 : 

max = £ , 

min 

= 0 

n 

= 

3 : 

max = iAj, 

min 

= 0 
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3. (a) 1 -qp 3 - pq 3 

(b) i 

(c) ! 


4. (a) 3 pqKpq + 2) 
(b) f 

(cj 2 iog 2 - 1 


13.23. Exercicios variados sobre probabilidad (pg. 569) 


1. 

1*2 



2. 

(a) 

£ 

19 



(b) 

1 

1 0 


3. 

(a) 

i 



(b) . 

1 

12 


4. 

(a) 

1J& 

34 

9. 


(b) 

11 

51 

10. 


(c) 

11 

165 

5. 

H 


11. 

7. 

0.65 



(a) i 

(b) I 

(0 I 

(d) Nao 

p 3 + 6 p(-~t~) 

np{ 1 — p) n ~ x 4- np"~ l {\ — p) 
n / n \ m_1 

IF 1 v - tFJ 


Capitulo !4 

14.4. Exercicios (pg. 577) 

1. (b) X<.b 

2. (a) {o | X(.m) e (a, 6], Y ( «) e (c, rf]} 

'(c) X<,a, Y<,d 

(d) P(a < X <, b, c < Y <, d) = P(X <,b,Y <, d) - P{X <, a, Y <, d) — P(X<, b, Y <, c) 
+ P(X <, a, Y <, c) 

3. (a) {(1 , 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}, {(5, 6), (6, 5)}, {(1 , 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), 
(5, 2), (6, 1), (5, 6), (6, 5)} 

(b) P(X = 7)=i; P(X = 11) = iV ; P(X « 7 or X = 11) = f 

4. y = X, + + x 3 + *4 ; p(y = 0)=TV; P( y = i) = i ; p(y^i)=A 

5. y = 7* se 0 ^ X £ 100 ; Y = 10A" - 300 se > 100 

6. (a) Z - y — 1 

(b) u = y x + y a — l 


14.8. Exercicios (pg. 588) 


2- r 

2 

3 

4 

5 ■ 

6 

1 , 

8 

9 

10 

li 

12 

/>*(/) 

1 

sr 

1 

TJ 

1 

TJ 

1 

9 

5 . 
3T 

1 

¥ 

5 

ws 

1 

¥ 

1 

Tz 

1 

T8 

1 

TS- 


3. (b) p(-2)=l, p(0) — p(2) — £ 

(c) 0, f, f, 1, 0, £ 

5. (a) c = £ 

(b) '3,'f, f 

(c) F(t) = 0 para t < 0, F(f) = , para 0 < i < I, F(r) = ) para 1 < / < 2, F(t) = 1 para 
/ £2 
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(d) Nao cxiste tal t 

(e) t =2 


6. (a) lc 

0 

i 

2 

3 

4 


Pik) \ 

ST 

H 

8 

!T7 

8 

8 1 

1 

8 1 

pit) = 0 para / ?= 0, 1, 2, 3, 4 


(b) Fit) = Opara /< 0, Fit) ■= if em [0, 1), Fit) = if em [1, 2), F(t) = | em [2, 3) , 
F(t) = It em [3, 4), F(t ) = lparar> 4 

( c ) 2^7 > If 

7. (b) P{X = 0) ={\ -pY- PiX-\) «2/>(l -/>) 

2Ar [r]([r) + 1) 

8 ' /’A'W = ^ ^ 1} i f jc(0 = ^ ^ " para 0 < t < n, onde [r] e o maior 

inteiro g/; F x (t) = Opara f< 0; F x it) — lpara (> n 
c k 

9. p{k) = e~ c — ; k = 0, 1 , 2, 3, . . . ; c t0 
pit) = Opara r* 0, 1, 2, 3, . . . 

10. (a) Pxi 1 ) = 4 em f = — 1 e ? — +1 ; Px(0 = 0 para os restanies valores 

F x (t) — Opara t< —1 ; F x (t ) = i para — 1^ t < 1 ; F x {t) = lpara rS: 1 

11. P(A) = f ; F(fl) = § ; P(4nB)=|; F(5 \ A) = 4 ; ?(4ui) = l 

14.12. Exercicios (pg. 598) 

1. (a) c = 1 ; /(/) = 1 seO.<; f <; 1 ; fit) = 0 para os restantcs valores de /. 

(b) 0 , 4,4 

2. c = 4 1 F(r) = 0 se r < — tt/2 ; F(t) = 4 cos ; se — w/2 ^ f < 0 ; Fit) = 1—4 cos t se 

0 <, t < rrjl ; Fit) = 1 se t )> w/2 

3. c = | ; F(f) = 0 se / < 0 ; F(f) = 4(3f 2 - f 3 ) seO £ / ^ 2 ; F(f) = lse<>2 

4. (a) 4 

(b) 4 

(c) 4 

5. (a) /(f)=0set<|; fit) = 8f - lse£ ^ t < 4 ; fit) = 7 - 8fse4 ^ / < J ; fit) = 0 

se / ;> 4 

(b) F(r) = Oser < 4 ; F(r) = 4/ 2 - fsei ^ t < 4 ; Fit) = -4r 2 + lt - 2st\ < t < |; 
Fit) = 1 ser ^ | 

(c) 1 , 1 , 4 , o> A 

6. (a) 0,|, |, 4 

(b) / = 1 


k 

5 

10 

15 

20 

25 30 

PiX > k) 

£ 

8 

1 

4 

4 

4 0 


8. Fyit) — Os e r < 6 ; F r (r) = (f — b)/aseb <, t <, b + a ; Fjr(f) = l|sef > b + a 

9. (a) ,v7 

(b) 4i 

(c) If 
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11 t - b 

10. F (i) = - + - arc tg 

2 t a 


14.16. Exercicios (pg. 607) 

1. (a) 105 

(b) 10,05 

2. (a) Kn/ 2 - 1) 

(b) |(2 -V2) 

(c) *(2 -V?) 

(d) A (4 - V 2 ) 

3. (a) 1 — e~ l 

(b) c- 2 ' 

(c) (e-l)!e* 

(d) e" 3 

| 4. F(r) ~ 0 set < c; F(t) ■= 1 - se / £ c 

j 6. A' = Xja, c = b 4- ac 

i 9- (a) 0,5000 
; (b) 0,1359 

t (c) 0,9974 ! 
j (d) 0,0456 
j 10. (a) 0,675 
(b) 0,025 
I 11. (a) 0,675 (7 
(b) 0,025 a 
12. (a) OJ8185 ' 

! (b) 0,8400 

! 13. 75,98 polegadas 

; 14. media = b, variancia = a 2 

; 15. F r (t) — Ose f < 0 ; / F (f) - Oser ^ 0 ; f Y {t) = e-*'*/ J2vt se t > 0 


i 14.18. Exercicios (pg. 610 ) 

j 1. (a) F r (r) = Ose/ < 1 ; F Y (t) = (r - l)/3 sel <, t <, 4 ; F f (/) = 1 se t > 4 ; f Y (t) = $se 

1 <L t <, 4; f Y (t) = 0 para os restantes valores de 7. 

(b) F Y {t) = Ose f < — 2 ; F Y {t) = (/ + 2)/3 s'fc -2 ^ / £ 1 ; F y (t) = 1 se/ > 1 ; 

f Y (0 = £ se — 2 r <; 1 ; /" F (f) = 0 para os restantes valores de t. 

(c) Fy(t) = Oser < 0 ; F Y (t) = r^scO <, t < 1 ; Fy(t) ~ 1 se/ > 1 ; f Y (t) = (2f) _1 '*se 

0 <, t <; 1 ; f Y (t) = 0 para os restantes valores de t. 

(d) F y (t) = e'se/ <, 0 ; F f (/) = 1 se / > 0 ; / F (r) = e‘se t <. 0 ; / F (r) = Ose.r > 0 

(e) F f (/) = e (/2 se,r <, 0 ; F F (r) = 1 se/ > 0 ; / F (r) = £e </2 ser <, 0; / F (f)-Ose/>0 

(f) F r (f) = 0 se r < 1 ; F y (t ) = log / se 1 ^ t <. e ; F r (t ) = 1 se r > e ; / F (r) = 1 It se 

1 <, t ^ e ; fy(f) = 0 para os restantes valores de t. 

. 2. Seja.i/i a fun?ao inversa de <p definida no intervalo aberto ( a , b). 

Entao F y {t) = 0 se ! t <, a ; F F (r) = F x [v»(r)] sea <t <b; F Y (t ) = 1 se t > b ; f Y (t) = 
fxlv(0h'(0s ea < t <b\ f Y {t) = 0 para os restantes valores de /. 
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3. (a) f Y ( t) = 0 set <, 0 ; fyU) — (2»/) ' /i e~ t/2 set > 0 

(b) f y (t) = 0 set < 0 ; f Y { r) = 4l(2w)-^e-‘‘ /2 set £ 0 

'(c) f y (t) = Oser £ 0; f r U) = (27rt*)-^r <l0 *‘ ,,/i sc f > 0 
(d) f r (t) = (2w) - ^ sec 2 if e- |tan2<,/2 se|t| < *-/2 ; / r (r) = Ose |/| £ w /2 

14.22. Exercicios (pg. 616) 

2. (a) P(X = x,) = £(2f = x 2 ) =P{Y = yj = P{Y = y 2 ) = £(/> + <j) 

(b) p =q = i 

3. (a) F(x,y) = se a < * ^ b e c<,y<,d, 

F(x,y) ='^-^sea <, x <, b e y > d, F(x,y) = se * > b e c<.y<.d, 

F(x, y) «= 1 s ex > b e y > d, F{x,y) — 0 para os restantes valores de x e y 

(b) = (x — a)j{b — a) sea <, x <. b ; F x (x) — 0 sex < a ; F x (x ) = l sex < b ; 

F y (y) = (y — c)l(d - c) sec <, y <. d ; F r (y) - 0 se y < c ; ' F r (y) = 1 se y < d 

(c) X e Y sao independentes 

5. p( k Y = 0)=i; P(Y = 1) = P(Y = 2) = i 


9. (b) /(x, y) = £ se (x, G Q ; f(x,y) = 0 s e(x,y)$Q\ 

/iW = 1 - 1*1 se |x| <, 1 ; f x {x) = Ose|x! > 1 ; 
fy{y) - 1 - \y\ se \y\ <, 1 ; fy(y) = 0 se| 7 | > 1 . 
XeY nao sao independentes 
10. g{u, u) =/(« + a, v + b) 


14.24. Exercicios (pg. 622) 

1. (b) f v (v) = 1 -fuse— 1 <,v <0; f v (v) = 1 - useO <, v <, 1 ; f v (v ) = Ose|»l >1 
(c) U e V nao sao independentes 

2- (b) f v (t) — 2 — 2/seO^r^l; f v (j ) = 0 para os restantes valores de t 
(c) U e V sao independentes 

3. (b) g(u, v) = «e~“se« > 0, 0 < v < 1 ; g(u, v) = 0 para os restantes valores de u e v 

(c) /u(«) = u^r u se « > 0 ; fu(u) = 0se« <; 0 

(d) fyiv) = 1 seO < v < 1 ; f v (v) — 0 para os restantes valores de v 

4. (b) g(u, v) .= (vl2n)e~ a+u ' )vl/2 sea ^ 0 

(c) f v (u) = Ml + a 2 )!- 1 

5. /*</)- i 

6. (b) f v (u) = Osea < 0; /^(u) = («/c 2 ) exp ^ se u > 0 ; F v (t) = Oser <.0 ; 

F v (t) = 1 - exp ^- 2 j set £ 0 

14.27. Exercicios (pg. 630) 

1. £(2T) = 1, Var (20 = 11 
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7. (a) E(X) = Var (X) = A 

(b) Nao 

(c) E(X) = 1/A, Var (X) = 1/A 2 

(d) £W = m, Var {X) — <r 2 

8. (a) C(r) = (r — l)/2 

(b) /^(0 = il(| 1 - r sef < -1; F A -(r) = ise-l ^ r ^ I ; F^r) = 1 - i/^'sef > 1 

(c) P(X < 5) = 1 - 5 r - 1 /2 ; P(5 <X < 10) = (5 1 -' - 10 1 - r )/2 

(d) X tem esperanqa matematica finita quando r > 2; E(X)= 0 

(e) Variancias finitas para r > 3; var(Af) = (r - l)/(r - 3) 

9. E(X) = E(X) = -Jy ; £(Z) = -1767/50653 ; F(Af + Y + Z) = -4505/50653 
10. £'(A') - oo quando /»-* oo 

12. (a) (2/»)K 

(b) e* 

(c) e 2 — e 

(d) (*/2)H 

14.31. Exercicios (pg. 639) 

4. 251 

5. 0 

6. A desigualdade de Tchebycheff da 5 ; as tabuas dao 0,0027 

8. (b) 0*6826 

9. (b) 0,0796 

10. (a) 0,0090 

(b) 0,0179 


Capiiulo I 5 


15.5. Exercicios (pg. 650) 

2. (a) Nao 

(b) Sim 

(c) Sim 

(d) Nao 

(e) . Sim • 

(0 Nao 

(g) Sim 


3. (a) Nem um nem outro 

(b) Seminorma 

(c) Seminorma 

(d) Nem um nem outro 

(e) Seminorma 
(0 Norma 

(g) Nem um nem outro 

(h) Nem um nem outro 


6. (a), (b), (c) 

8. (b) O polinomio de (a) mais fcSx 3 - 3a) fi* (5r 3 - 3 t)f(t)dt + -^(35^ - 30a: 2 + 3) 

x Hi (35f 4 - 30/ 2 + 2) f{t) dt 

9. a = —3 e/4 + 33/(4e), b — 3/e, c = \ 5 (e — 7/e) 

10. M(1 + 14a 6 * 8 9 10 11 - 7a 4 ) 

11. (b) ||/ - i’ll 8 = h 


12. (a) 


IIP - /II 8 


n — 1 log 8 n 
n n — 1 


/ 12 6(n + 1) , \ 4(/t 3 - 1) log n 

U«-l) a (n - l) 3 l0g ") X + (n — l) 4 


6(n + 1) 

(« “ l ) 2 ! 


(b) F(a) 
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||p -/|| 2 = 36 log 2-28 log 2 2 - ** - 0,0007 quundo n = 2 


13 (a) ||P - /|| 2 = -[(«- 2)e 2n + 4e" - n - 2] 

(b) P(x ) = (18 - 6e)x + 4e - 10 ; ||P -/|| 2 = 20e - |e 2 - = 0,0038 


A: 2k +3 

k‘+ 1\J 2k - 1 


14. (b) P, e+ i(*) = ^ + 3) x n (x) 

P*!\\P k \\ 

m 

15. (b) y /»*(*) « --- [P m (x)p; +1 (x> - ? m+1 «p;w] 


Vic- iW. quando? A = 


15.9. Exercicios (pg. 659) 

1. (a) P(x) = |(x 2 + 13 jc + 12) 

(b) P(x) = |(x 2 - 5x + 6) 

(c) P(x) = — |(x s — 6x 2 + 5x — 6) 

(d) P(x) = 2x 3 + x 2 - x - 2 

(e) P(x) = — 5x 3 - x 2 + 10x - 5 

2. P(x) = ¥ i 3 -(9x 4 - 196x 2 + 640) 

4. (a) <2(x) = 2x® + 3x 2 - x - 3 
(b) <2(x) - 4x 3 + 7x 2 - 3x - 7 

5. (a) P(32)=|±; /(32) - P(32) = |f 

(b) P(32) = HI ; /(32) - P(32) = -|°| 

(c) P(32) = || ; /(32) - P(32) = -|| 

(d) P(32) = ; /(32) - P(32) = 3#* 

7. (a) L 0 (x) = - 1)(« - 3 )(« - 4 )(« - 6) ; L,(x) = -±u(u - 3)(« - 4)(« - 6) ; 

i 2 (x) = !>(„ - 1)(« - 4)(u - 6) ; L 3 (x) = ~~u<M - 1)(« - 3)(« - 6) ; 
i 4 (x) = ^(m - 1)(« - 3){u - 4) 

(b) P(2.6) = 20 

8. (b) x ^ 1,581 

(c) h ^ 0,0006 

12. (a) a=0, 6 = 1 

(b) c = 1 , d = -2Z.;(x, [ ) 

13. (d) Sejam fl 0 (x) = 1 e B n (x) = (x — x 0 )(x - x n — nh)”~ 1 lni para n > 1: 6 unico polino- 

mio P de grau <n que satisfaz as condiqoes P(x 0 ) = c 0 , P (x,) = c t , P"(x 2 ) = c 2 , 

Pl*Kx„) = c„ vem dado por P(x) = c 0 ti 0 (x) + ... + c„B„(x) 

16. x 


15.13. Exercicios (pg. 667) 


8 

-5040 

13068 

-13132! 

6769 

-1960 

322 

-28 

1 



9 

40320 

-109584 

11 8124 | 

-67284 

22449 

-4536 

546 

-36 

' 1 


10 

-3628800 

1026576 

-1172700 

723680 

-269325 

63273 

-9450 

870 

—45 

1 



Solugoes dos exercicios 


743 


(c) 1 4- lx + 2x s - 3a 3 + x 4 


8 

i 

127 

966 

1701 

1050 

266 

28 

1 

1 


I 

9 

l 

255 

3025 

7770 

6951 

2646 

462 

36 

1 


10 

i 

511 

9330 

34105 

42525 

22827 

5880 

750 

1 45 

1 


(d) —1 + 6 a (1 > + 16a (2) + 9a (3> + x w 

1. (a) |« 3 + ~n 2 4- ~n 

(b) 4- |n 3 + fn 2 + i n 

(c) \>i x + fn 3 + -V -» 2 + in 

(d) + _i„3 _ 3 ._„ 


15.18. Exercicios (pg. 675) 

2. (b) T„(l) = n\ 7^(-I) = ( — lr-V 
1 — x 2 

5. sen;6senh0 = — - — r n (A) ; grau = n 4- 1 

7. 2(a) = at"" 1 - 2-r^w 

8. Q(X) = -fA 4 + ffrA 3 - |f A' 2 + -ffgX - s| j 

14. (b) U a (x) = 1 , Uiix) = 2a, <7 2 (a) = 4a 2 - 1 , 6/ 3 (a) = 8a 3 — 4a, 
L/ 4 ( a) = 16a 4 - 12a 2 + 1 , 1/ 6 (a) = 32a 5 - 32a 3 4- 6a 


15.21. Exercicios (pg. 685) 


1. 

2 . 


3. 


(a) 0,693773 — t, onde 0.000208 < e < 0,001667. Daqui resultum as desigualdades 0,6921 < 
log 2 < 0,6936 
(b) n = 578 
(a) c = ^3/3 


(b) 


Cl = 


a + b 
~2 


b — a 3 

+ ~~2 T ’ 


(a) 

(b) 


c = V2/2 

a + b b — a ^Jl 

Cl = 2 + 2' T" 


e 4- 6 b — a sj3 
Ca ~ 2 2 3 

a 4- 6 b — a ^jl 

c 'i - ~2 2 2 ~ 


4. a = 2 + ^2, b=2- y /2 
5- c = Vf 
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10. - (a) log 2 = 0,693254- f, onde 0,000016 < t < 0,000521 ; isto da-nos as desigualdades 

0,69273 < log 2 < 0,69324 

(b) log 2 = 0,693 15023 -e , onde 0,00000041 <t< 0,00001 334; isto conduz-nos as 
desigualdades 0,693 1364 < log 2 < 0,693149 

11. (d) log 2 = 0,693750-t, onde 0,0001 1 5 < e < 0,003704; isto conduz-nos as desigual- 

dades 0,69004 < log 2 < 0,69364 
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